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Es lag urspräfiglich nieht in nteiner Absieiity mA Moi die dr«i 
0iBiefi8i0iiea des Baumes^ meine Ustersackmigen aossodeknc»!« SiejenigM 
Ide^i, welche^ im Anfange meiner akademischen Laufbalm, ^nerst mir 
die Feder in die Hand gaben und mich damals sehen eine Umgestalioiig 
der analytisch geometrisc^n Methode durchblicken liessen, ftukn ihre 
unmittelbare Anwendung auch in dem weiteren Gebiete der rftimlichen 
Geometrie, so dass hier der Weg durch meine frühem Arbeiten schon 
vorgezeichnet ist Aber die Ausfuhrung wirkt zurück aufdentredanken, 
der sie hervorgerufen hat, vervollstftndigend, läuternd, verallgemeinernd; 
sie gibt ihm erst seine Bedeutung. In dieser Beziehung durfte auch die 
vorliegende Arbeit nicht fehlen. Wenn sie, selbst in denjenigen Theilen, 
die von Geometern ersten Banges wiederholt mit Vorliebe behandelt 
worden sind, noch eine reiche Ausbeute neuer Besultate gegeben ha^ 



80 lege ieli darauf nur in so fern Gewicht, als die Methode es ist, 
die, wohinaus wir sie verfolgen mögra, notitwendig Neues aufdecken 
muss. Und diese Methode — in solchem Glauhen lege ich die Feder 
nach mehr als zwanzig Jahren nieder, um sie fär diese Art von 
Forschung nicht mehr zu ergreifen — wird der Wissenschaft bleibend 
angehören. 
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Coerdlnaten-Bestliiiiiiiuis des Pnnctes and der Ebene« 
ColUneation. Reelproeltftt. 

1. Es stellt, wie bekannt, die Gleichang: 

fx+u'j+v'x + l=0, (1) 

wenn 2, j und x die Bedeatung von gewöhnlichen Paraliel-Coordinaten haben und wir dieselben als 
yeränderlich betrachten, während t', u' und y^ drei Constante bedeuten, eine Ebene dar. Sind 
diese Constanten gegeben, so ist es die Ebene. Man sieht sogleich, dass die reciproken und mit 
entgegengesetztem Zeichen genommenen Wcrthe derjenigen drei Segmente, welche die gegebene 
Ebene von den drei Coordinaten-Axen Z, Y und X abschneidet, jene drei gegebenen Constanten sind. 
Die Bestimmung von diesen Constanten ist hiemach eine lineare, so wie, umgekehrt, auch die 
Construction der Ebene, wenn die drei Constanten ihrer Gleichung gegeben sind, eine lineare und 
vollkommen bestimmte ist. Wir nennen diese drei Constanten t', u' und v^ die drei Coordinaten 
der durch die Gleichung (1) dargestellten Ebene und bezeichnen sie überhaupt als Plan- 
Coordinaten; dem ganz analog, wie wir Coordinaten eines gegebenen Punctes diejenigen besondem 
(constanten) Werthe von z, y und x nennen, welche diesem Poncte angeliören und durch deren 
Vermittelung wir denselben auf lineare Weise bestimmen können. Mit der Lagen-Aenderung der 
durch die Gleichung (1) dargestellten Ebene ändern sich die Coordinaten-Werthe derselben. Aus 
diesem Gesichtspuncte betrachtet, sind dieselben veränderliche Grössen, und als solche wollen 
wir sie, mit Hinweglassung der Accente, durch t, u und v bezeichnen. Sie sind veränderliche 
Grössen, welche für alle Ebenen, wie die Punet-Coordinaten z, 7 und x für alle Puncte, durch 
Vermittelung der drei Coordinaten-Axen auf gleichförmige Weise construirt werden können. 

Die Gleichung (1) wird befriedigt, wenn wir tdr z, j, x die Coordinaten z^, >^, x^ irgend eines 
Punctes der dargestellten Ebene einsetzen , wonach : 

t'z' + uy + vV+ 1 = 0. (2) 

Diese Gleichung druckt also eine Relation zwischen den Qoordinaten einer Ebene (t^,u^,vQ und 
4len Coordinaten eines Punctes (z',y',x') aus, welche bestehen muss^ wenn dieser Punct auf jener 
Ebene liegen, oder, was dasselbe heisst, wenn jene Ebene durch diesen Punct gehen soll. Betrachten 
wir einerseits, wie in dem Vorstehenden, t', u', v' als constant und z', >', x' als veränderlich, sa 
erlialten wir die Gleichung (i), von der wir eben sagen, dass sie die Ebene (f, u', v') 
darstelle, weil die unendlich vielen zusammengehörigen Punct-Coordinaten- Werthe, welche diese 
Gleichung befriedigen, den verschiedenen Puncten der Ebene entsprechen. Betrachten wir andrerseits 
2% y% x' als constant und t^, n^ v' als veränderlich, so erhalten wir die Gleichung: 
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z't+j'a + x'v+l = 0, . (3) 

welche darch unendlich viele Gruppen dreier zusammcngehdrigen Plan-Coordinaten-Werthe befriedigt 
wird. Solchen Coordinaten-Werthen entsprechen alle die verschiedenen Ebenen, welche sich darch 
den Punct (z^, j\ x^) legen lassen. Wir sagen, es werde dieser Puuct darch die Gleichang 

(3) dargestellt. 

Die Coordinaten der Ebene sind die drei Constanten ihrer Gleichung (1), die Coordinaten des 
Ponctes die drei Constanten seiner Gleichang (3). 

8. Wir sagen, dass Qberhaapt eine Gleichang zwischen Punct-Coordinaten eine Flädie darstelle, 
weil alle Gruppen von Coordinaten- Werthen , welche die Gleichung befriedigen, den Puncten der 
Fläche zugehören, und umgekehrt, die Coordinaten jedes Punctes der Fläche der Gleichung Genüge 
thun. Wir sagen ebenao, dass Überhaupt eine Gleichang zwischen Plan-Goordtnaten eine Fläche 
darstelle, weil alle Gruppen vra Coordinaten- Werthen, welche die Gleichung befriedigen, Ebenen 
entsprechen, welche die Fläche berühren, und umgekehrt, die Coordinaten jeder Tangential-Ebene 
der Gleichung Genüge thun. 

Wenn sich die Gleichungen auf den ersten Grad redociren, so gehen die dargestellten, im 
Allgemeinen krummen, Flächen in dem Systeme der Punct-Coordinaten in eine Ebene ^ in dem 
Systeme der Plan-Coordinaten in einen Punct fiber. 

3. An die Stelle der Gleichung (1} l^önnen wir auch die folgende setzen: 

Ä + u'y + v'x + w' = 0, (4) 

in welcher ebenfalls drei Constante und zwar nur in der ersten Potenz vorkommen. Diese Gleichang 
ist, wie jene, in Beziehung auf die drei Veränderlichen z, j, x, denen wir anch hier die Bedeutung 
gewöhnlicher Punct-Coordinaten beilegen, einerseits, und andrerseits der drei Constanten u^, v^, w^ 
symmetrisch. Die drei neuen Constanten können wir, was die Bestimmung der durch die Gleichang 

(4) dargestellten Ebene betrifft, an die Stelle der früheren setzen, und, wie diese in dem Vorstehenden, 
als die Coordinaten der Ebene betrachten. Durch diese neuen Coordinaten wird bloss die Ebene 
auf eine andere Weise als früher construirt. Auf bekannte Weise tfberzeugt man sich nemlich 
sogleich, dass w^ das, mit entgegengesetztem Zeichen genommene, Segment bedeutet, welches die 
Ebene (4) von der Axe Z abschneidet, und dass u^ und v^ (unter der Voraussetzung rechtwinkliger 
Axen) die trigonometrischen Tangenten derjenigen beiden Winkel bedeuten, welche einerseits von 
der Axe Z und andrerseits von den in den Ebenen ZY und ZX liegenden Projectionen eines auf 
der Ebene (4) errichteten Perpendikels gebildet werden. 

Bezeichnen wir, wie früher, einen gegebenen Punct der Ebene (4) durch z^, y^ x^, so kommt: 

z' + u'y'-i-v'x'+w' = 0, (5) 

und wenn wir dann ferner u^, v^, w^ als veränderlich betrachten und, dem entsprechend, die Accente 

fortlassen : 

w + x'v + y'a + z' = 0, (6) 

eine Gleichang, welche, in demselben Sjpne als frühei^ den Panct (s^, j', x^ darstellt. 

4. Dadurch, dass wir den Erörterungen der vorstehenden nnd der ersten Nammer die uns 
geläufigere Bestimmung der Coordinaten eines Ponctes zu Grunde gelegt haben, erscheint die 
Bestimmung der Coordinaten einer Ebene als ein hieraus Abgeleitetes. Alles verhält sieh aber, in 
Beziehung auf die zwiefache Coordinaten-Bestimmung, ganz symmetrisch, und es ist kein Grund 
vorhanden, vorzugsweise eine der beiden Bestimmungen als die erste imd ursprüngliche anzusehen. 
Denn aof gleiche Weise hätten wir auch aus der Bestimmung der Plan-Coordinaten die Bestimmung 
der gewöhnlichen Panct-Coordinaten ableiten, oder, mit andern Worten, in den genannten bdden 
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Nummeni rückwärts yon den Oieichangen (3) ond (6) za den Gleichangen (1) und (4) Über- 
gehen können. 

Wir wollen ans nun zu einer allgemeinem Coordinaten-Bestimmung, sowol fBr Puncte als 
Ebenen, wenden und hierbei, was die Form der Darstellung anbetrifft, den eben ausgesprochenen 
Gesichtspunct festhalten. 

5. An die Stelle der Gleichungen (2) und (5) wollen wir die nachstehende treten lassen: 

P P . Q q . R r . . ^ ^^ 

•8-T+-S-T+T-T + * =•»' ^> 

welche wir auch folg'endergestalt schreiben können: 

Pp + Qq + Rr + Ss = 0. (8) 

Wir bezeichnen hierbei durch p, q, r und ■ vier geg'ebeoe ganse md lineare Functionen von 
z, y und x, so wie durch P, Q, R und 8 vier gegebene ganse ond lineare Functionen etwa tob 
u, V und w. 

In dieser Voraussetzung stellen, wenn wir erstens P, Q, R und S als constant und p, q, r 
und s als Teränderlieh betrachten, die yorstehenden Gleichungen, weil sie in Beziehung auf z, y und x 
Tom ersten Grade smd, eine Ebene dar, welche durch die drei constanten Coefficienten : 

JL SL ^ 

S ' S '. 8 

auf einzige Weise ToUkommen bestimmt ist. Diese drei constanten Quotienten nennen wir die drei 

Coordinaten der Ebene. Wir werden auch eben so oft von vier Coerdinaten der Ebene 

sprechen, indem wir (&r diese 

P, Q, R, 8 

nehmen« Wenn die Ebene gegeben ist, so erhriten aar fie Qootieiiten je xweier ihrer vier Coordinatoi 
bestimmte Werthe, ond nor diese, nicht aber die Tier Coordinaten selbst, können wir zur Bestimmung 
einer Ebene, von Vom» herein, wiUkflhrlieh annehmoi; was aoch daraus schon erhellet, dass jede 
dieser Tier Coordinaten, weil sie alle gegebene lineare Functionen Ton o,. t ond w sind, atdi eine 
gegebene Ilneave Fonetion der drei ttbrlgwi ist* 

Wenn wir sweitens p, q, r ond a als eonstuit und P, Q, R ondS ab Terinderlieh betrachten, 

so stellen die Torstehenden Gleichangen, weil sie in Besiehnng anf o, t und w Tom eraten Grade 

sind ond also auf die Form der GHeiehong (6} gebracht werden können, einen Ponct dar, welcher 

durch die drei constanten Coefficienten: 

JL X — 
s' s ' 8 

auf einzige Weise Tollkommen bestimmt ist. Diese drei Constanten nennen wir die drei Coordi- 
naten des Puncte s. Aoch hier werden wir dben so oft Ton Tier Coordinaten sprechen, indem 
wir für diese 

P» ^f r, n 
nehmen. Der Punct ist alsdann dorch die Quotienten je zweier dieser Tier Coordinaten imd» 
umgekehrt, sind diese durch die La^ des Ponctes bestimmt. 

Es gibt hiernach unendlich Tiele Systeme TonPunct-Coordinaten sowohl als TonPlan-Coordinaten; 
diese ordnen sich, in Folge der Gleichung (7), die wir der Kurze wegen auf folgende Weise 
schreiben wollen : 
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p Q r 
indem wir &, i?, g für die Panct-Coordinaten -^ , --^, — and 0, H, Z fdr die Pkn-Coordinaten 

8 8 8 

P R 

-^, "S"» 'S* «iösetzen, als befreundete Coordinaten-Systeme paarweise zusammen. Denn, wenn 

S 5 S 

wir zum Beispiel ^, 77, ^ als gegebene lineare Functionen Ton z, y, x and als Toränderlicli betrachten, 
so stellt die letzte Gleichung- eine Ebene dar, von deren Coordinaten t, n, t die Grössen 0, H, Z 
vollkommen bestimmte Functionen sind. Hiernach sind also in Gemässheit der 1. Nummer z, y, x 

1 X y 

und t, u, V, femer in Gemässheit der 3. Nummer — , — , — und w, t, u die Coordinaten zweier 

X 3i X 

befreundeten Systeme. 

Auf eine gleich einfache Weise ordnen sich Systeme von Punct- and Plan-Coordinaten paarweise 
sosammen, wenn wir der Gleichung (7) die folgende Form geben : 

JL4.Ö q , R ' . 8 _^ 

p Q r 
die, wenn wir der Kurze halber i, Vy ^ Ar die Punct-Coordinaten -^, -^, — und Z, H, für 

080 

SRO 
die Plan-Coordinaten -5-, "p"* "p* ^ii^s^^zen, in die folgende übergeht: 

Durch diese Gleichung sind die beiden Coordinaten-Systeme ^ 17» d und Z, H, gegenseitig durch 
einander bestimmt. Je zwei solcher Systeme nennen wir befreundete zweiter Art. Befreundete 
Coordinaten-Systeme zweiter Art sind also, in Gemässheit der Gleichung (4), insbesondere auch die 
Parallel-Coordinaten z, y, x und die Plan-CoordinateD w, t, u der 3. Nummer» 

6. Es liegt ans jetzt zunächst noch ob, unsere zwiefache allgemeine Coordinaten-Bestimmung 
Ton einem speciellen Systeme yon Punct- oder Plan-Coordinaten anabhängig zo machen. Da nemlich 
lineare Functionen von z, y; x (oder u, v, w) auch lineare Functionen irgend dreier andern Grössen, 
die selbst schon lineare Functionen von z, j, x (oder n, y, w) sind, bleiben, wobei bloss die 
Werthe der Constanten sich ändern; so erhält der Ausdruck lineare Function eine Bedeutung, die 
Ton der Annahme eines speciellen Coordinaten-Systems nicht mehr abhängig ist. 

Es sei erstens, indem wir wiederum Ton gewöhnlichen Punct-Coordinaten ausgehen, 

p'=:^(z' + ay'+bx' + c), 

wobei wir p^, z^, y^ und x^ auf einen gegebenen Punct beziehen. Betrachten wir diese Grössen als 
veränderlich, so stellen die Gleichungen : 

ps=0, z + ay + bx-f-c = 

beide dieselbe gegebene Ebene dar. Wenn wir nach dieser Ebene von dem gegebenen Puncto aas 
ond parallel mit der Axe Z eine gerade Linie ziehen, welche diese Ebene in irgend einem Puncte 
^ trifll, dessen z wir durch z^^ unterscheiden wollen, so kommt : 

= z''-fay' + bx'+c, 

und hiemach: 

P' = :t(z'-^z'0- 

(z^ — z^9 ist gleich dem , nach der beliebig bestimmten Richtung der Axe Z genommenen Abstand 



Einleiteude Betrachtangen. 5 

des gegebenen Punctes Ton der ^gebenen Ebene p. *") Bezeichnen T^ir den kürzesten Abstand beider 
durch p, und den constanten Winkel, welchen die Ebene p mit der Axe Z bildet, doreh (^, und 

setzen zugleich der Kürze wegen • ■ . £= ^r^, so ergibt sich: 

P' = ^iPf 
Es bedeutet also p^ den kürzesten Abstand des gegebenen Punctes von der [gegebenen Ebene, multU 
plicirf mit einem constanten Coefficienten. 

Als allg'emeine Punct-Coordinaten-Bestimmung eilialten wir hiemaeh die folgende« 

Vier Ebenen werden von Vorne herein beliebig angenommen; dann sind die kürzesten Abstände 
eines Punctes von diesen Tier Ebenen, mnltiplioirt mit vier beliebigen Constanten, die vierCoordinaten 
dieses Punctes. Die Tier Ebenen selbst werden duirch die Tier Gtteichungen: 

p==0, q = 0, r = 0, 8 = 
dargestellt. Geben wir zu den drei Coordinaten des Pnnetes^ 

JL ± ^ 

S ' 8 ' S 

Über, so bedeuten diese die Quotienten, welche man erhält, wenn man irgend drei der fragfidien 
Perpendikel durch das Tierte dividirt und dann dem Quotienten einen constanten Coefficienten hinzufügt. 
Es hängt diese allgemeine Coordinaten-Bestimmnng also Ton 15 Constanten ab; Ton diesen kommen 
drei auf die Bestimmung jeder der Tier Ebenen und die drei übrigen treten unmittelbar in ETidenz. 

Wenn eine der Tier linearen Funktionen auf eine Constante sich reducirt, so rückt die bezügliche 
Ebene unendlich weit, wobei keine Spur Ton ihrer ursprünglichen Lage übrig* bleibt. ^^) Dann sind 
die drei Coordinaten des Punctes entweder (wenn s constant und, unbeschadet der Allgemeinheit, der 
Einheit gleich ist) drei lineare Functionen 

P, q» r» 
oder (wenn etwa p der Einheit gleich ist}: 

1 q X 

das heisst, die Einheit nnd zwei lineare Functionen, getheilt durch ebe dritte. Dann hängt die 
Coordinaten^Bestimmimg' nur Ton 9 Constanten ab. 



Wenn überhaupt ein geometrischer Ort durch eine Gleichung 

X =0, 

in welcher % irgend eine beliebige Function von Punct- oder PUn-Coordinaten bedeutet; dai^estellt wird^ 
so werden wir denselben ^ der Kurze wegen ^ als den »Ort^^ bezeichnen. Hiernach ist die Ebene p 
diejenige^ welche durth die Gleichung 

p = 

dargestellt wird. 

Stellen wir eine Ebene durch folgende Gleichung zwischen gewöhnlichen ParaUel-Coordinaten dar: 

^(x + ay + b2) + c = 0, 
so rückt diese Ebene, parallel mit sich selbst, um so weiter, je kleiner wir fi annehmen, und liegt unendlich 
weit, wenn p verschwindet. Indem sich dann der erste Theil ihrer Gleichung auf die Constante c, fiir 
welche wir, unbeschadet der Allgemeinheit, auch Eins nehmen können, reducirt, fallen a und b, durch 
welche die Richtung der Ebene ursprünglich bestimmt war, ganz fort. 
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Dm insbesondere zu dem gewöhnliehea Systeme der Parallel-Coordinalen z, y, x zvrtkkzttkehreii , 
kOmiMi Mir in diem yorletsten Falle die drei Coordinaten durch 

aasdrUcken, wobei die drei Veränderlichen kürzeste Abstände von den drei Coordinaten-Ebenen 
XY, XZ, YZ bedeuten, and dann für ^nr, x, p die Cosecanten der drei Winkel nehmen, welche diese 
Ebenen bezüglich mit den Axen Z, Y, X bilden. 

7. Es sei zweitens, um za den Plan-Coordinaten überzugehen: 

P' = wCV+av^+btt^+c), 
indem wir P^ w^ v^ und a' auf dieselbe Ebene beaiehai. Betrachten wir diese Grössen als ver- 
Soderlieh, so stellen, indem wir die Achate fortlassen, die beiden GkiehniigeA 

PttO, w+av + ba + cs=0 

denselben Panct dar. (Für diesen ist nach der 3. Nummer z =5 c, y c= b, x = a.) Wenn wir 
eine Ebene durch diesen Punct legen, panUel mit der Ebene (w^, t^, fi^^.uni das derselben ent- 
sprechende w durch w^^ bezeichnen, so kommt: 

and Maniaeh 

P' x= 5r(w'— w'O. 

Ss bedeutet also P^ den Abstand der beaüg'lichen Ebene von dem gegebenen Puncto P , genommen 

nach der beliebig antrenommenen Riditiing der Axe Z and multiplioirt mit dem constanten Coef- 

ficienten tt. 

Als allgemeine Plan-Coordinaten-Bestimmung erhalten wir hiemach die fol^^ende. 

Vier Puncto werden von Vorne herein beliebig angenommen and fiberdiess eine constante 
Richtung. Die Abstände einer ,Ebene von diesen vier Pnncten, genommen nach der constanten 
Richtung^ und multiplicirt mit vier constanten Coefficienten, sind die vier Coordinaten der Ebene. 

Die vier angenommenen Puncto selbst werden durch die vier Gleichun^ren 

P=0, Q = 0, R = 0, 8 = 

dargestellt. 

Gehen wir zu den drei Coordinaten der Ebene 

IL A ^ 

8* 8 ' 8 
über, so erhält man die geometrische Bedeatong derselben, wenn man drei beliebige der fraglichen 
Abstände durch den vierten dividirt and dann die drei sich ergebenden Quotienten mit drei con- 
stanten Coefficienten multiplicirt« Hier können wir statt der Abstände, die nach der, ein für alle 
Male bestimmten, Richtung genommen sind, kürzeste Abstände von der jedesmaligen Ebene 
nehmen. Dann erkennen wir sogleich die 15 nothwendigen Constantep, von welchen die Coordinaten- 
Bestimmung abhängt , In den viermal drei Constanten, durch welche die vier gegebenen Puncte 
bestimmt werden, und in den drei unmittelbar hervortretenden constanten Coefficienten. 

Wenn der vierte beliebig angenommene Punct nach der Richtung der Axe Z unendlich weit 
liegt, so redncirt sich S auf eine Constante,"^) flir welche wir, unbeschadet der Allgemeinheit, Eins 



*) Die Gleichung des Punctes (z*, y', xO ist in dem zu Grande gelegten Coordinaten-Systeme 

w+x'v+y'u + z' =0. 
Wenn wir dieselbe durch %' diTfdiren und dtnn s', nicht aber zugleich auch y* und x'^ unendlich gross 
nehnen^ so redactrt sich ihr erster Theil auf eine Constante^ auf Eins. 
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nehmen kdnn»n. Dann werden die drei Coordinalen der Ebene die drei linearen Functionen: 

P, Q, R. • 
Diese linearen Functionen können wir hier nicht mehr als kürzeste Abstände von der za bestim- 
menden Ebene constroiren. 

Die möglichst einfachen Coordinaten-Bestimmun^en , die wir in der 1. und 3. Nummer gegehem 
haben, lassen sich durch Particularisation aus der vorstehenden allgemeinen Bestimmung leicht 
herleiten. Schreiben wir za diesem Ende an die Stelle von t^ u und v, den drei Coordinat^ der 

t u V 
ersten Nummer, bezttglich — , — , — , so können wir 

P = t, Q = u, R = v, Säw 
für die vier Coordinaten nehmen. Da die Gleichung eines Punctes (s^ y S x^ abdann die fol- 
gende wird: 

x't + y'tt + z'v+w = 0, 

so ist zttvördent ersichtlich, das» die GMchongen 

IsBsO, U=0, V ae 0, ' W s= 

bezüglich diejenigen drei Puncte, die nach der Richtung der drei Axen Z, Y nnd X des zu Grunde 
gelegten beliebigen Coordinaten-Systems unendlich weit liegen und den Anfangspunct des SjsteniB 
darstellen. Das ist also die besondere I^ge der in diesem Falle die Coordinaten-Construction 
vermittelnden vier festen Puncto. 

Die vier Coordinalen t, n» v and w haben natirlich auch hier keine absolute Bedeutung. Setzen 
vir w = 1 , so kommen wir zur Coordinaten-Bestimmung der 1. Nummer zurück. Setzen whr 
t =: 1 , so erbalten wir die Coordinaten der 3. Nummer. Wollen wir die vier Coordinaten bei- 
behalten, so können wir der Coordiiiate w die Bedeutung des kürzesten Abstandes der zu 
bestimmenden Ebene von dem Anfangspuncte der Coordinaten geben. Dann bedeuten, abgesehen 
vom Zeichen, t, n, v die Sinus derjenigen Winkel, welche die fragliche Ebene mit den drei Richtungen 
der beliebig angenommenen Coordinaten- Axen bildet Dann bedeuten femer, in Uebereinstimmung 

t tt V 

jnit der 1. Nummer, — , — 9 — die reciproken Werthe derjenigen Segmente, welche von den 
www 

Coordinaten-:Axen durch die bezügliche Ebene abgeedmillen werden« Wenn wir w immer positiv 

nehmen^ so müssen wir den A-ei Siniie t, u, v, einzeln für sieh betrachtet, das positive oder negative 

Zeichen geben, je nachdem die Ebene die drei bezüglichen Axen a«f dar negativen oder positiven 

Seite schneidet. 

8. Wenn zwei beliebige Sjsteme von Punct-Coordinaten d, 17, i und ^j, i^i, i^ willkfihrlich 

angenommen werden, so ist durdi drei beliebige Coordinaten-Werthe in jedem der beiden Systeme 

ein Pnnct gegeben; wir sagen, dass zwei so bestimmte Puncte sich collinear entsprechen. Die 

CoIIineation ist hiemach durch die drei Gleichungen 

aasgedrüekt, in der Art, dass, bei willührlicher Annahme von a, b, e, 

|a = a, 1? = b, ^ = c| , 

t^i = «t nt = b, i^ss, c( 
zwei Bieh entsprechende Puncto sind. Die beiden Gleichungen : 
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gÄ + ki7 + k4 + l«0, 

welche in den constanten Coefficienten übereinstimmen, stellen zwei Ebenen dar, deren Pancte sich 
Gollinear entsprechen, weil alle die unendlich vielen Gruppen von Coordinaten-Werthen, welche eine 
dieser beiden Gleichungen befriedigen, auch der andern Genüge thun. Wir sagen darum, dass auch 
die beiden Ebenen selbst, bei willktthrlicher Annahme der drei Constanten g, h, k, sich collinear 
entsprechen. 

In gleichem Sinne stehen irgend rwei Flfichen, welche bei beliebiger Bestimmung der Function 
<p durch die beiden Gleichungen 

dargestellt werden, in der Verwandtschaft der Collineation. 

9. Wir können die Collineation auch in dem Sjsteme der Plan-Coordinaten ausdrücken und 
aus den Gleichungen (1) andere ableiten, die diesem Systeme angehören. Da nemlich ^, rjy 4 and 
^19 ^19 it lineare Punct-Coordinaten bedeuten, die gegeben und auch als bekannte Functionen von 
z, y, X zu betrachten sind, so sud die Coordinaten jeder der beiden Ebenen (t) (wir können nns 
hier beliebiger Plan-Coordinaten und namentlich aqch der Coordinaten t, u, v der 1« Nummer 
bedienen) lineare Functionen der willkührlichen Grössen g, h, k und, angekehrt sind auch diese 
lineare Functionen von jenen. Die Gleichung der ersten Ebene gebe, hiermit in Uebereinstimmung: 

g = f(t,u,v) = 0, h = f,(t,a,v) = H, k = f„(t,u,v)sZ, 

und die Gleichung der zweiten : 

g = F(t,u,v) = 0„ h = F,(t,u,v)«=H„ k = F,,(t,u,v) = Z,. 

Dann können wir, unabhängig von den jedesmaligen Werthen von g, h, k, die Collineation der 
beiden Ebenen (t) durch die nachstehenden Gleichungen ausdrücken : 

= 0,, H = H,, Z = Z,, (3) 

wobei 0, H, Z, so wie 0^, H,, Z^, bekannte lineare Plan-Coordinaten bedeuten. Es stellen 
hiernach femer, wenn wir durch a, b, c irgend drei eonstante Werthe bezeichnen, die Gleichungen: 

a0 + bH + cZ+l = O, 
a0, + bH. H-cZ^ + 1 = 0- ^^ 

zwei sich entsprechende Puncto dar, weil dieselben Gruppen von drei Coordinaten-Werthen in den 
beiden Sjstemen diese beiden Glmchungen gleichzeitig befriedigen und also die Ebenen, welche durch 
die beiden Puncto gehen, paarweise genommen, sich eollinear entsprechen. 

10. Die Collineation hängt von der Annahme der beiden Sjsteme von Punct-Coordinaten oder 
der beiden Systeme von Plan-Coordinaten ab. Auf unendlichfache Weise können wir aber die 
Gleichungen (1) oder (3) mit andern vertauschen and insbesondere eines der jedesmaligen beiden 
Coordinaten-Systeme ganz willkührlich von Vorne herein annehmen. 

Die gewöhnlichen Parallel-Coordinaten x, y, z zum Beispiel sind gebrochene lineare Functionen 
der allgemeinen Coordinaten ^, ?:, ^. Diese Functionen sid& als gegeben zu betrachten, wenn die 
Bestimmung der Coordinaten ^, 77, ^, die wir in der 6. Nummer construirt haben, gegeben ist. 
Setzen wir demnach: 
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80 6ind^2'^2Ui^d ^2 «•>ßtt dieselben Functionen von^^, »?i und^j wiex,y,z von^f?,^, und also aaeh 
die erslern gegebene Functionen derselben Art Yonx,y,z. In Folge der Gleichang (1) erhalten wir hiernach: 

und diese Gleichungen treten nun an die Stelle der eben genannten, um die Verwandtschaß der 
Collineation auszudrucken. 

Ebenso können wir, wenn wir zu der Plan-Coordinaten-Bestimmung der !• Nummer zurück- 
gehen, aus den Gleichungen (3} die folgenden ableiten : 

t = 0^, u = ai, v = Z,, 
wobei 0.2 , H.2 und Z^ gegebene lineare und gebrochene Functionen Ton t, u und ▼ bedeuten. 

Es hängt nach dem Vorstehenden die Collineation von so vielen Constanten ab, als die 
Bestimmung der Sjsteme der allgemeinen Punct- oder Plan-Coordinaten, nemlich von fünfzehn,*) 



*) Um den Uebergang von der einen zu der andern Best immungs weise derselben Collineations-Verwandtschaft 
noch deutlicher hervorzuheben, fuge ich in dieser Note noch einige Ausfährungen hinzu. 
Die Collineation ^erde iirspriinglich durch die Gleichungen: 

x = S, 7=^, z = ^ (1) 

dargestellt, indem, bei wlllkührlicher Annahme von 16 Constauten, die sich indesssogleichanflSreduciren lassen, 
,__ az+by + cx+ d _ a^z + b^y + c<x+ d, ^^ a.^z + b^y + CjX + d.2 

^~ajZ + b37+C3X+d3' ^ ajZ + bjj + c^z + d, ' "^ajZ + bjj +C3X + d,' 

Irgend zwei coUiiieare Ebenen werden alsdann bei beliebiger Annahme von g, b, k durch die beiden 
Gleichungen : 

g«+hy + kx + l=0, («) 

g^+Iiil+lÄ+l=Q (S) 

dMgeatellt. EntwiekelB wir die leteie dicwr beiden Gleidiimgea, so koinnt: 

ff(ar+b7+«+d)+fc(a^jB+b,y+e,x+d,)+k(aj«+b2y+e2X+^i) 
+ (a38+b3r+e,x+d3)t=0, 
oder, wenn wir fetgendermMien ordnen: 

(8g+a.h+a,k+a3)a+(bg+b.h+bjk+b5)y+(<«+e,b-|-c,k+C3)x 
+ (dg+d,h+d.,k+d3) = 0, 

und dann 

ag+a^h+a^fc + a^ _ bg+b^h + bik+bg cg+Ct h+C-ik + Cj _ 

dg+d,h+d,k+d3-*'' dg + d,h + d,k+d,-"' dg+d.h+d^k+dj-" 

setzen^ schUesslicfa: 

lz + my + nx-hl = 0. (4) 

Indem wir das Plan-Coordiiiaten-System der 1. NoBoier so Grunde legen, haben wir hiernach für die 
beiden colUnearen Bbenen (9) und (4): 

t = g, — h, T = k, 

t srs 1, tt SS m, V s n, 

wonach wir, weil I, m, n gegebene Functionen von g, h und k sind, die beiden Ebenen gegenseitig 
durch einander bestimmen können. Hiemach sind also auch g, h, k als bekannt zu betrachtende lineare 
Functionen von 1, ro, n, den Coordinaten t, n, v der Ebene des zweiten Systems. Wir wollen diese 
Functionen durch 0^ H «»d Z bezeichnen. Setzen wir hiernach die zwiefachen Ausdrücke für g, h, k 
einander gleich, so erhalten wir die folgenden drei Gleichungen: 

t == 0, u = H, V= Z, 

welche, um bie CoUineation der beiden Systeme auszudrücken^ an die Stelle der Gleichungen (t) treten. 
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11. bidem wir die Collineation durch die Gleichungen (1) der 8. Nammer ausdrücken, werden 
£e Pnncte des Raumes doppelt, und gleichsam als zwei yersehiedenen Raum-Systemen angehOrig 
betrachtet. Die Puncte des einen Systems entsprechen auf lineare Weise den Puncten des andern, 
und das eben ist die Definition der Collineation , die hier durch die Gleichungen (1) analystisch aos- 
gedriickt worden ist. Eine nothwendige Folge hiervon ist, dass allen Puncten des neuen Bystems, 
welche in derselben £bene liegen, solche Puncte des andern Systems entsprechen, welche lebeafalls 
in derselben Ebene liegen. Es entsprechen sich hiernach auch die beiden Ebenen auf einzige Art. 
Allen Puncten des einen Systems, die in einer geraden Linie, dem Durchschnitte zweier Ebenen, 
liegen, entsprechen solche Puncte des zweiten Systems, die gleichzeitig in den beiden entsprechenden 
Ebenen, also ebenfalls in derselben geraden Linie liegen. Es entsprechen sich hiemach auch die 
beiden geraden Linien. 

Indem wir die Collineation durch die Gleichungen (3) ausdrücken , werden die durch den Raum 
S^eleg^en Ebenen ihrerseits ursprünglich doppelt, und gleichsam als zwei verschiedenen Raum-Systemen 
angehörig betrachtet. Die Ebenen der beiden Systeme entsprechen einander auf lineare i^eise, 
und das eben ist hier die, durch jene Gleichungen analytisch ausgisdrückte, Definition der Collineation. 
Eine nothwendige Folge hieraus ist, dass allen Ebenen des einen System^ welche durch denselben 
Punct geben, solche Ebenen des andern Systems entsprechen, welche ebenfalls durch denselben- Punct 
gehen ; wonach auch die beiden Puncte sich auf einzige Weise entsprechen« Allen Ebenen des einen 
Systems, die in eiüer geraden Linie, der Verbindungslinie zweier Puncte, sich schneiden, entsprechen 
solche Ebenen des zweiten Systems, die gleichzeitig durch die beiden entsprechenden Puncte, also 
ebenfalls durch dieselbe, jene beiden Puncte verbindende, gerade Linie gehen« Es entsprechen sich 
Uemadi auch die beiden geraden Linien« 

12. Wenn wir ein Punct-Coordinaten-System &, i?, ^ und ein Plan-Coordinaten-System 0, H, Z 
beliebig annehmen, so ist durch irgend drri jcenstante Coordinalen-Werthe In dem ersten Systeme ein 
Punct und in dem zweiten Systeme eine Ebene gegeben: wir sagen, dass PuncI und Ebene sich 
reciprok entsprechen. Die Reciprocität hängt hiernach von der willkihrlichen Annahme der 
beiden Coordinaten-Systeme ab und wird durch die folgenden drei Gletchongen: 

& = 0, , ly = H, , 4 = Z, , (1) 

ausgedrückt, in der Art, dass 

t& = a, i? = b, ^ = c|, 

1©, = a, H, = b, Z, =ct 

ein Punct des ersten und eine Ebene des zweiten Systemes sind, welche einander reciprok entsprechen« 
Durch die beiden Gleichungen: 

g»+fe, + k^ + l=0, («) 

g©,+hH,+kZ,+l=0 (3) 

sind, bei willkührlicher Annahme von g, h, k, eine Ebene des ersten und ein Punct des zweiten 
Systems gegeben, von denen wir ebenfalls sagen, dass sie sich reciprok entsprechen, weil jedem 
Pnncte, der in jener Ebene liegt, eine Ebene entspricht, die durch diesen Punct geht, g, h, k 
können wir- einerseits als Coordinaten der Ebene (2) des ersten Systems construiren und, dem ent- 
sprechend, durch 0^ H, Z bezeichnen, dann aber andrerseits als Coordinaten des Punctes (3) des 
zweiten Systems construiren und, dem entsprechend, durch ^,, v^^ i,^ bezeichnen. Die Reciprocität 
zwischen Ebenen des ersten und Puncten des zweiten Systems wird hiernach durch die drei Gleichungen : 

= ö, , H = »Ti , Z = ^, (4) 
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« 

aasgedrückty in der Art, dass wiedemin, bei wilikührlieKer Annahme T<ni a, b, c, 

}0 = a, H = b, Zssct, 
1^4 = a, 17, = b, i^ =ct 

eine Ebene und ein Panct sind, die sich entsprechen. Und ebenso stellen wiederum, bei willkühr- 
licher Annahme Ton g^ h, k, die beiden Gleichungen: 

g04.hH + kZ + l = O, 

einen Pmct des ersten und eine £bene des zweiten Systems dar, die sid reciprok entsprechen. 

Um die Reciprocität der beiden Systeme ▼oUstäadig aoszndrtteken , kdnnen jwir uns sowohl der 
Gleichungen (1) als auch der Gleichung^en (4) bedienen, und [unbeschadet der Allgemeinheit, der 
Einfachheit wegen, einerseits, gewöhnliche Parallel-Coordinaten x, y, z an die Stelle von d, y;, i 
und, andrerseits, etwa die Plan-Coordinaten der 1. Nummer t, n, v an die SteMe von 0, Hy Z 
setzen, und dann ^«,)7a, ^t ^ lineare Funotionen von x, y, z und®«, H|, Z, als lineare Funetionen 
von t, u, y darstellen. Zugleich sehen wir hieraus, dass die Verwandtschaft der ReciprocitM gerade 
so, wie die Verwandtschaft der Collineation, von fünfzehn Constanten abhängig ist. 

13. Es gibt noch eine andere Art, die Reciprocität zweier Systeme aosaadrttcken, und zwar kOnnea 
wir hierbei uns sowohl bloss der Pnnct-Coordinaten als auch bloss der Pian-Coordinaten bedienen. 
Wir wollen wiederum von den Gleidiungen (1) der vorigen Nummer: 

^ = ©1, n=H,, i = Z,, (1) 

durch welche die ReeiprocitSt iweier Sjateme aosgedrickt wird, aasgehen. Diejenige Ebene des 
zweiten Systems, deren Coordinaten ©^^ H« und Z| sind, kdnnen wir auch durch eine lineare 
Gleichung zwischen beliebigen Punct-Coordinaten darstellen) wnr wollen daflir die folgende nehmen: 

g» + h7 + kx+l = 0. (5) 

Die Coordinateii 9^, H, and Z^ sind bdcannte lineare Functionen von g, b, k (die wir als Coor- 
dinaten dieser Ebene, wie wir sie in der 1. Nummer bestimmt hab», betrachten kOnnen) and, 
lungekehrt, nach diese von jenen. Ss sei demnach: 

g=f(©„H,,ZO, h = f,(0,,H,,Z,), k = f„(e„H„ZO, 
dann ist in Folge der Gleichungen (1): 

g = f(^,i7,0=^oi h = f, (^,'?,0 = ^o. k = f//(^»'?,0 = ^o , 
indem wir, der Kurze wegen, So, n^y io9 ^^ Be<>^ Coordinaten fdr Puncto des ersten Sjstems 
einführen« Es sind dieselben nicht nur als lineare (gebrochene) Functionen von S, 17, ^, sondern 
auch von den, diesen Coordinaten entsprechenden, Werthen von z, y und x anzusehen. Setzen wir 
diese Werthe von g, h, k in die Gleichung (5), so kommt: 

»o« + W + ^oX+l=0. (6) 

Diese Gleichung stellt also diejenige Ebene des zweiten Sjstemes dar, welche einem Puncte des 
ersten entspricht, dessen gegebene Coordinaten-Werthe S^», no und i^ sind. Wenn wir die Voraus- 
setzung machen, dass diese Ebene durch einen gegebenen Punct (z^, y', xO des zweiten Systemes 
gehen soll, so erhalten wir folgende Bedingungs-Gleichung zwischen den Punct-Coordinaten 
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Betrachten wir diese Coordinaten als veränderliehy so stellt die vorstehende Oleichimg eine Ebene 
dar, welche alle Puncte enthält, denen im zweiten Systeme solche Ebenen entsprechen, die sämmtlich 
durch den Ponct (z^ y', x^ gehen. Diesem gegebenen willkührlichen Puncte des zweiten Systems 
entspricht also, im ersten Systeme, die durch die letzte Gleichan^ dargestellte Ebene. 

Eine und dieselbe Gleichung (6) stellt also, einerseits, wenn wir den Punct-Coordinaten 
^of '?09 4o diejenigen constanten Werthe geben, welche einem geg^ebenen Puncte des ersten Sjstems 
zukommen, und dann z, 7, x als Teränderlich betrachten, die diesem Puncte, in dem zweiten Systeme, 
entsprechende Ebene dar; und, andrerseits, wenn wir für z, y und x diejenigen constanten Werthe 
einsetzen, weldie sich auf einen gegebenen Punct des zweiten Systems beziehen, und dann die Punct 
Coordinaten ^o» ^6 ^^ ^0 ^'^ Teränderlich betrachten, diejenige Ebene, welche, im ersten Systeme, 
•dem g^egebenen Puncte des zweiten entspricht. 

14. Ganz auf gleiche Weise knnnen wir der Reciprocität anch eine Gleichung zwischen Plan- 
Coordinaten zu Grunde legen. 

Zu diesem Ende stellen wir den Punct (PjVjO des ersten Systems durch folgende Gleidiung 
in gewöhnlichen Plan-Coordinaten dar: 

at+bu+cv + l = 0. (7) 

Dann sind a,b,c die Parallel-Coordinaten des fraglichen Punctes und, als solche, lineare Functionen 
Ton S, 17, i. Es sei demnach: 

mhhin ist auch: 

a=:F(0i,H„ZO = eo, b = F,(0t,H„ZO = Ho, c = F,,(Ö„H„ZO =Zo, 
indem wir zugleich, der Kfirze wegen, Go,Ho,Zo als neae Plan-Coordinaten einfuhren. Die Gleichung 
(7) geht hiemach in die folgende ttber: 

.eot+HoU + ZoT + l = 0, (8) 

in der wir 609 Ho, Z^ auch als gegebene Funetionen deijeni^en Werthe tob t, o, ¥, die der Ebene 
(et,Ht,Zf) des zweiten Systems zugehOren, betrachten können. 

Die Torstehende Gleichung (8) stellt, einerseits, wenn wir OoiHotZ^ aof irgend eme gege- 
bene Ebene des zweiten Systems beziehen und also constant nehmen , während wir t, u, v als Ter- 
änderlich betrachten, denjenigen Punct dar, welcher, im ersten Systeme, der gegebenen Ebene 
entspricht; und, andrerseits, wenn wir t, n, v auf eine gegebene Ebene des ersten SyBtems 
beziehen und also constant nehmen, während wir 0o, H^, Zq als veränderlich betrachten, denjenigen 
Punct, welcher, im zweiten Systeme, der gegebenen Ebene entspricht. 

15. Bei der Reciprocität zweier Raum-Systeme entsprechen die Puncte des ersten und die Ebenen 
des zweiten einander auf einzige Weise, was durch die Gleichungen (1) der 12. Nummer aus- 
gedrückt wird. Eine noth wendige Folge hiervon ist, dass auch die Puncte des zweiten und die 
Ebenen des ersten Systems einander auf einzige Weise entsprechen, was durch die Gleichungen 
(4) derselben Nummer ausgedrückt wird. Punct und Ebene, die einander entsprechen, werden Pol 
und Polar-Ebene genannt. Von zwei sich entsprechenden geraden Linien verbindet eine 2wei 
Puncte in dem einen Systeme, während die andere die Dnrchschnittslinie der entsprechenden Polar- 
Ebenen in dem andern Systeme ist, oder die eine derselben ist die Durchschnittslinie zweier Ebenen 
des einen Systems, während die andere die Pole der beiden Ebenen in dem andern Systeme verbindet; 
solche gerade Linien heissen zugeordnete Polaren. 
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Jeder Paiict hat, indem er nach einander als jedem der beiden Systeme ängehdrig betrachtet 
wird, zwei verschiedene Polar-Ebenen, und jede Ebene ebenso zwei verschiedene Pole. Hieraus 
fol^ denn^ dass in demselben Sinne aach jede gegebene gerade Linie zwei verschiedene Polaren hat* 

Wenn insbesondere die drei Qleichangen (1) 

mit den drei Gleichungen (4) 

*^i = ©,# »71 = H, ^, = Z 
identisch werden, so fallt die zwiefache Polar-Bestimmung in eine zusammen; dann hat jeder Punct nur 
eine Polar-Ebene, jede Ebene nur einen Pol, jede g'erade Linie nur eine Polare. Um diesen Fall zu 
discutiren, ist es einfacher, eine der beiden Gleichungen (6) nnd (8) zu Grunde zu legen* Nehmen 
wir zu diesem Ende die erstere, so können wir, der grössten Allgemeinheit entsprechend, 

, _ az^+byi+cx^ + d _ a^z^+b^y^+ C jXi+d^ ^ _ aaZ^+b^jj-f c^x^+dg 

"" aaZj+bsy^+CgXj+d/ ^^ ÄsZj+bjy^+CaX.+d,' ® ^s^t+bsj.+e^x^+d^ 

setzen. In Gemässbeit der 13* Nummer stellt dann die resoltireade Gleichung: 

(az^+by^+cx4+d)z + (a,z,+b,y,+c,Xj+d,)y + (a2Z,+b2y,+C2Xi+d.^)x 
+ (a3Z,+b37i+C3X,+d3) = 0, 

wenn wir Zi,y's,Xj (Coordinaten der Pnncte des ersten Systems, die wir, um sie von den Coor- 
dinaten der Pnncte des zweiten Sjstems zu unterscheiden , numerirt haben) constant nnd z, y, x als 
veränderlich betrachten, die Polar-Ebene des Punctes (Zi,yi9X|) in dem zweiten Systeme, und wenn 
wir, umgekehrt, z, y, x als constant und z^,7^, x^ als veränderlich betrachten, die Polar-Ebene des 
Punctes (z, y, x) in dem ersten Systeme dar. Soll diese Polar-Bestimmung in beiden Voraussetzungen 
dieselbe sein, so ist nothwendig nnd hinreichend, dass die vorstehende Gleichung in Besiehung auf 
^19 Js) ^1 ui^d >9 7» ^ symmetrisch ist« Diess fordert: 

a« = d, b, = dj , c, s5 d^, 

aj = b, a^ = c, b.^ =x Cj, ^ ^ 

wonach die Grund-Gleichung der Reciprocität sich in die folgende particularisirt : 

(az4+b7,+cx,+d)z + (bzi+biJt+c,x,+d,)y + (cz,+c,y,+CiX,+d2)x 
+ (dz,+d,y,+d,x,+d3) = 0, 

in welcher wir, ohne dass dieselbe sich ändert, z, j, x mit z^, y^, X| gegenseitig vertauschen können: 

(az+by+cx+d)zt + (h«+b,y+CiX+dOy4 + (c«+c,y+c.,x+d,)x, +(dz+d,y+d.^^^ 

In Folge der Bedingungs-Gleichungen kommt: 



. az^+by,+cx^+d 

^^ - dz,+d,y,+d2X,+d3 



bz,+b^yi+c^x,+d| ez^+e , y,+e^x,+i .^ 

' "^^ - dz,+d,y,+d2X,+d3' ^ - dz,+d,y,+d2X,+d3 ^'"^ 
nnd wir überzeugen uns leicht, dass auch umgekehrt z^^j^jX^ durch i^yVo^^o vermittelst linearer 
Functionen von derselben particulären Form sich ausdrücken lassen. *) 



*) Wir können die fragliche Partien! arisation der Unearen Abhängigkeit, welche zwischen den Coordinaten 
Äo, i?o, ^0 und ^, 1?, ^ zweier verschiedenen Coordinaten-Systeme besteht, leicht auf ihren analytischen 
Ursprung zurückführen und dadurch genauer characterlsiren. Wir wollen zu diesem Ende die allgemeinste 
Coordinaten-Bestimmnng zu Grunde legen^ indem wir 
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Wenn wir die Reeiprocität der beiden Sjsteme fdr den in Rede stehenden Fall dareh die 
Qieiciiangen 

Xi = ©1, yi = H,, Zi = Zi 

aasdrücken wollen, so bleiben auch 0,^ H^, Z^ nicht mehr beliebig anzunehmende Plan-Coordinaten* 
Es sind nach der 13. Nummer (wo wir bloss in den Oleichung'en (1} Z|,y^,Xj statt ^, 97, ^ schreiben 
and in der Gleichung (5) g, h, k als Plan-Coordinaten t, u, v bezeichnen), wenn 

die Orond-Glekhung derselben Reeiprocität ist, t, a, v dieselben Functionen von 0^,11^, Z j, als S^, 9709 io 
▼on Zj) JifX], und folglich sind, nach der vorstehenden Bemerkung, auch umgekehrt 0f,H|,Zj Func- 
tionen derselben Form vont, u, v* Es ist aus dem vorstehenden Entwicklungsgänge sog-leich 
ersichtlich , dass wir hierbei die beiden Coordinaten-Systeme z, y, x und t, a, v mit irgend zwei 
andern, die wir in der 5. Nammer befreundete genannt haben, vertauschen können. 

Unter den gemachten Beschränkungen hängt die Reeiprocität der beiden Systeme von sechs Con- 
stanten weniger ab, als im allgemeinen Falle. So viele Gonstanten bestimmen die Lage eines Systems 
im Räume, und hiermit in UebereinstiaHnang hat Hmt Magnus*) gezeigt, dass, dareh eine schickliche 
Lagen- Aenderung eines der beiden Systeme gegen das andere, der allgemeine Fall der Reeiprocität 
in den besondern übergeht. 

Später, nach der Discussion der Flächen, die durch Gleichungen des zweiten Grades in Punct- 
nnd Plan-Coordinaten dargestellt werden, wollen wir in einem besondem Paragraphen aaf die Reei- 
procität der Rannigebilde zurückkommen. 

^^^T:' "^^-^^ ^^~8o' ^- s» "^-T' *-T 

setzen^ und dann die allgemeine homogene Function dea aweiten Gradea Ton p^ q, r, a dureh ?r beaeichnen. 
Setaen wir in dieaer Voranaaetnmg 

dir in dir in 

ao beateht zwischen ^0, 97»; ^0 und d, )?, 4 ^^^ fragliche Art der Abhängigkeit Um insbeaondere au den 
Gleichungen (10) zurückaukommea; brauchen wir Moaa 

^sap^ + 2bpq + «cpr + 8dp8+biq-^+«c,qr+2d,qs+e.2r«+ld.2r8 + d38« 
au actaen, und dann ^,71, ^ beaÜgttch mit ai^yi^xi su vertauachen. 

Als allgemeine Giund-Oleichuag daijenigen Reeiprocität, bei welcber Jedem g egeb e nen Pnncle nur eine 
einzige Polar-Ebene entapricht, können wir hiemach die folgende nehmen: 
dTT in in in 

die mit der folgenden, in welcher wir die partiellen Differential-Coefficienten auf den Punct (po>4|oyro>8«) 
beziehen und zur Unterscheidung umklammem: 



i^X^M^X^)'-" 



identisch ist. 
*) Sammlung von Aufgaben und Lehraataen aus der Geometrie des Raumes. Erste Abtheilung. Berlin 1637. $. 25. 
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Darstellnns der Flächen 
In der doppelten Coordlnaten-Bestfanmans« Vehergfins wen einer 
Darstellansswelse mur andern. Analy tlsehe Theorie des Contoeteo« 
CTurren doppelter Mrfinmiunf;; AbwlekdungsflftAen. QleleliBH« 
tige Beselirellrans beider dnreh ^bne gerade Unle. Santo «nd 
swelto Hriininiang« Coniselie Urftininng. 

16. Indem wir durch ^, 97, ^ allgemeine Punct-Coordinaten bezeichnen, stellt 

eine Fläche dar, welche wir eine algebraische nennen, wenn die diireh F ang«aeigte Function eine 

algebraisi^he ist. Der Grad der Gieichuag*, welcher derselbe bleibt i&r jede andere Wahl der n 

Grande gelegten linearen Coordinaten, bestimmt die Ordnung der Fläche. Die vorstehende Gleichung 

p' q r 
geht, wenn wir für S', 17, ^ die Aasdrücke — , — -j — einführen, sogleich in eine homogene Gleich- 

S S 8 

ung desselben Grades zwischen vier ganzen and linearen Functionen ttbcr. Wir wollen diese homogene 
Gleichung folgendergestalt sehreiben: 

Eine Gleichung zwischen zwei der drei allgemeinen Coordinaten, etwa die Gkichung: 

F(&,17)=:0, 

welche in eine homogene Gleichung zwischen drei linearen und gunsen Funetionen: 

unmittelber übergeht, stellt eine Kegel fläche dar. Denn sokhe Pancte, fiir welche ^ und n gege- 
bene Werthe a und ß haben, liegen zugleich auf den beiden Ebenen : 

p 3s as, q «= ^, 

also in einer durch den Durchsehnittspunct der drei Sbesen p, q und s gehenden geraden Linie, welche, 
wenn die, die Glekhung der Fläche befriedigenden, Werthe Ton & nad n sich continuirKch indem, 
am diesen Ponct sich dreht und so die fragliche Kegellfteho beschreibt* Wenn insbesondere ^ md 
n linear« und ganze Functionen sind, so liegt, zugl^idi artt der Ebene o, die Spitne den Kegels ob* 
endiieh weit Er ist in emen Cy lind er, dessen Seite« der Dorthsdiniltslittie der Bbeien p md q 
parallel sind, übergegangen. 

Wenn aus der aUgeme&Mn AMeidNOig der Flidbe nwei der drei Coordinalen ansAiHeB, wonach : 

F(&) = o, ^Cf.O = o, 

so stellt sie nur noch ein System .von Ebenen dar, welche alle durch die Durchsehnittelinie dei 
beiden Ebenen p und s gehen und deren Anzahl durch den Grad der Gleichung bestimmt wird. Alle 
Ebenen werden parallel mit der Ebene p, wenn dadurch, dass die Ebene s unendlich weit rückt, sich 
^ auf eine ganze und lineare Function reducirt. 

17« Wenn wir die Gleichun|^en zweier Flächen: 

F(&,i:,O = 0, F,(&,7?,0=0 

zusammensteilen, so werden beide zugleich nur durch die Coordinaten-Werthe solcher Puncte befrie- 
digt, welche zugleich auf beiden Flächen liegen. Das System solcher zwei Gleichungen 
stellt die Durchschnitts-Curve der beiden bezüglichen Flächen dar. 
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Eliminiren wjr zwischen den beiden vorstehenden Gleichungen eine der drei Coordihaten, etwa 
i, so kommt: 

Diese Gleichung stellt einen Keg'el dar, welcher ebenfalls darch die Durchschnitts-Curve der beiden 
Flftchen geht, und dessen Spitze in den Durchschnittspanct der drei Ebenen p, q, s ffiUt. Wenn die 
beiden gegebenen Gleichungen die allgremeinen des g, nnd A. Grades sind, so ist die vorstehende, in 
Cfemässheit der Theorie der Elimination, vom gh* Grade. Da endlich die Coordinaten-Bestimmang 
von Vorne herein beliebig angenommen worden ist, so folgt, dass eine Kegelfläche, welche einen 
gegebenen Panct zam Mittelpancte hat und durch die Durchschnitts-Curve zweier gegebenen Flächoi 
der g. und A. Ordnung geht, im Allgemeinen, von der gh. Ordnung ist« Wenn ^ und n lineare and 
ganze Functionen bedeuten, so liegt mit der Ebene s auch die Spitze des Kegels unendlich weit, es 
ist derselbe in einen Cjlinder, dessen Seiten der Durdischnittslinie der Ebenen p und q parallel 
sind, übergegangen. Hiemach ist also auch die Projection der Durchschnitts-Curve der beiden Flächen 
g. und h. Ordnung auf eine beliebige Ebene eine Curve der gh^ Ordnung. 

Wenn insbesondere eine der beiden zusammengestellten Flächen in eine Ebene übergeht, so ist 
also die Durchschnitts-Curve dieser Ebene mit der andern Fläche von gleicher Ordnung. 

1& Wenn wir die Gleichungen dreier Flächen : 

F(»,i7,0 = 0, F,(»,u,O=0, F,(Ä,i?,O = 

zusammenstellen, so wird durch ihr gleichzeitiges Bestehen nur eine endliche Anzahl von Puncten dar- 
gestellt, weil nur eine bestimmte Anzahl von Gruppen dreier Coordinaten diese drei Gleichungen zn- 
gleich befriedigen ; und zwar beträgt diese AnsaU, wenn die drei Gleichungen von dem g.^ k. und k* 
Grade sind, in Gemässheit eines bekannten algebraischen Satzes, im Allgemeinen ghh. In so viel 
Puncten schneiden sich also drei Flächen der g.^ L und A. Ordnung« 

Wenn insbesondere die beiden letaten Flächen in Ebenen äbergehen, so sind die fraglichen 
Durchschnitte diejenigen Pnncte , in welchen die erste Fläche von der Durehsehaittslinie der beiden 
Ebenen, die, wie diese Ebenen selbst', all willkiihrlich angenommen zu betrachten ist, geschnitten 
wird. Dann betraf die Ansahl der Durchschnittspuncte g^ so dass wir hiemach dne Fläche der g* 
Ordnung ate eine solche deflntren kdnnen» die von eber beliebigen geraden Linie in g Puncten ge- 
schnitten wird. Es ist diese Definition andtfs nichts, ala eine geometrisdie Ansdracksweise dafür, 
dass eine wAA^ Flädie dureh eine Gleiehoag des g. Grades inlmearenPunet-Coordinaten ausgedrackt 
wird; und jeder Versuch sie, ab fein geometria^A, telbstständig fdr sich Uaznstellen, muss ihr noth- 
wendig alle Basis nehmen, 

IS. Indem wir dureh e,H,Z allgemeine Plan-Coordtnatea beieiehnen, stellt die Gleichung: 

F(e,H,Z) = 
dne Fläche dar, die, statt wie früher durch ihre Puncte, nun durch ihre Tangential-Ebenen bestimmt 
wird. Der Grad der Gleichung bestimmt die Classe der Fläche. Ein Punct ist eine Fläche der 

P R 

ersten Classe. Wenn wir fär 0,H,Z die Ausdrücke-^ -^^-g- einOihren, so verwandelt sich die 

vorstehende Gleichung sogleich in eine homogene Gleichung zwischen vier ganzen linearen Func- 
tionen; es sei dieselbe: 

7r(P,0,P,S)=0. 

Eine Gleichung zwischen zwei der drei Coordinaten 

F(e,H) = 
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oder die entsprechende komo^ene Gleichung* zwischen drei der vier ganzen linearen Functionen: 

n(P,Q,S) = 
stellt eine ebene Carve dar. Denn sind a und ß zwei die vorstehende Gleichung befriedigende 
Werthe von und H, so ist durch dieselben eine Ebene nur in so weit bestimmt, als sie durch 
diejenigen beiden Puncte gehen miiss, deren Gleichungen die folgenden sind: 

P = aS, Q = ßS, 

and die mithin, bezüglich, auf zwei geraden Linien liegen, welche die Puncte P und Q mit dem 
Puncte S verbinden. Es ist also die fragliche Ebene eine solche, welche durch eine bestimmte, in 
der Ebene der drei Puncte P, Q, S liegende, gerade Linie geht und um diese Linie beliebig sieh 
drehen kann. Diese Linie bewegt sich nach einem bestimmten Gesetze fort, wenn die Coordinaten* 
Werthe von ® und H, indem sie fortwährend die vorstehende Gleichung befriedigen, continuirlich 
sich ändern, und umhüllt auf diese Weise eine ebene Curve, an welehe zugleich auch alle durch 
diese Linie, in einer ihrer beliebigen Lagen, gelegten Ebenen berührend sich anlehnen, dem analog, 
wie alle Puncte, die auf derselben Seite einer Kegelfläche liegen, auch dieser Kegelfläche angehören. 
Wenn ans der allgemeinen Gleichung zwei der drei Coordinaten ausfallen, wonach: 

F(0) = O, n(P,S) = 0, 

so stellt sie nur noch eine Reihe von Puncten dar, welche alle mit den festen Pnncten P und S ia 
gerader Linie liegen und deren Anzahl durch den Grad der Gleichung bestimmt wird. 
90. Wenn wir die Gleichungen zweier Flächen in Plan-Coordiaaten : 
F(0,H,Z)=O, F,C0,H,Z) = O, 

zusammenstellen, so muss eine Ebene, deren Coordinaten gleichzeitig beide Gleichungeli befriedigen 

sollen, auch gleichzeitig beide Flächen berühren. Eine solche Ebene kann von einer Lage in eine 

benachbarte nur auf einzige Weise gelangen, in ähnlicher Weise wie der, eine Carve im Banaie 

beschreibende, Punct nur auf einzige Weise in eine benachbarte Lage fortrücken kann. Es umhüUt 

dieselbe eine Fläche von besonderer Art, die wir Abwickelungsfläche nennen und von der wir 

sagen, dass sie durch das Sjstem der beiden vorstehenden Gleichungen dargestellt werde. 

Wenn wir zwischen diesen Gleichungen, von denen wir annehmen wollen, dass sie die alige 

meinen des g, und h. Grades seien, eine der drei Veränderlichen, etwa Z eKminiren, so ist die resnl- 

tirende Gleichung: 

^(0,H) = O, 

vom gh. Grade und stellt eine ebene Curve derselben Classe dar, welche von allen gemeinschaftlichen 

Tangential-Ebenen der beiden Flächen berührt wird, oder mit andern Worten, die Gleichung der 

Durchschnitts-Cur\-e der Abwickelungsfläehe mit derjenigen Ebene, welche die drei Puncte P, Q, S 

enthält. Da das Coordinaten-System ein durchaus willkührliches ist und mit jedem andern vertauscht 

werden kann, ohne dass dadurch die Form der vorstehenden Gleichungen sich ändert, so folgt, dass 

diejenige Abwickelungsfläche, welche zwei gegebenen Flächen der g. und h. Classe umschrieben ist, 

von einer beliebigen Ebene im Allgemeinen in einer Curve der gh. Classe geschnitten wird. Reducirt 

sich die Ciasse einer Fläche auf die erste, das heisst geht die Fläche selbst in einen beliebigen Punct 

über, so particularisirt sich die A||wickeiungsfläche in einen Kegel, der diesen Punct zum Mittelpuncte 

hat, und weif er noch in einen Cjlinder, wenn der Mittelpunct nach gegebener Richtung unendlich weit 

rückt. Es wird also auch irgend ein beliebiger, einer Fläche umschriebener, Kegel oder Cylinder 

von einer beliebigen Ebene in einer solchen Curve geschnitten, deren Classe die Classe der Fläche 

selbst ist. 

9 
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tl. Die Gleichungen dreier Flächen: 

F(0,H,Z) = 0, F,(e,H,Z) = 0, F„(0,H,Z) =0, 

werden gleichzeitig nar durch die Coordinaten derjenigen Ebenen befriedigt, welche alle drei Fläcliai 
zugleich berühren. Die Anzahl der in diesem Sinne durch das SjBtem dieser drei Gleichungen dar- 
gestellten Ebene beträgt , wenn die drei Flächen die allgemeinen der g,^ h. und A. Classe sind , gJÜu 
Wenn wir insbesondere h und i der Einheit gleichsetzen und demnach die beiden letzten Flächen in 
Pnncte sich rerwandeln, so gehen alle fraf^lichen Ebenen durch diese beiden Punote und ihre Anzahl 
beträgt g, so dass also an eine gegebene Fläche durch eine gegebene gerade Linie sich im Allge- 
meinen so Tiele Tangential-Ebenen legen lassen, als die Zahl, welche die Classe der Fläche angibt, 
Einheiten enthält Eben so gross ist die Anzahl derjenigen Tangential-Ebenen, welche sich, paralld 
mit einer gegebenen Ebene (das heisst, durch eine in dieser Ebene unendlich weit liegende gerade 
Linie), an die gegebene Fläche legen lassen. 

22. Eine Fläche wird, je nachdem sie dureh eine Gleichung zwischen Punct-Coordinaten oder 
durch eine Gleichung zwischen Plan-Coordinaten dargestellt wird, durch ihre Punete oder ihre 
Tangential-Ebenen bestimmt. Im ersten Falle tritt uns die Aufgabe entgegen, in einem gegebenen 
Puncto der Fläche die Tangential*Ebene, im zweiten Falle die Aufgabe, auf einer gegebenen Tangential- 
Ebene den Berührungsponct zu bestinunen. Wie in den Constructionen der Ebene, so gibt auch hier 
die Interpretation des bekannten Theorems fiber die homogenen Functionen^ in beiden bezeichneten 
Fällen, eine unmittelbare und vollständige Lösung der Aufgabe: eine allgemeine Theorie des 
Contactes erster Ordnung* 

Wenn wir nemlidi durch 

n = (1) 

eine homogene Function irgend eines ii. Grades zwisdien beliebig vielen linearen Functionen p,q,r,8.. 
darstellen, so ist nadi dem genannten Theorem: 

dn dn dn dn , „ ,^^ 

dF-«'+V«+d?'+^'+-^'^- ^*> 

Durch die Gleichung (1) wird, wenn wir den Grössen p, q, r, s . . die Bedeutung linearer Punct- 
Coordinaten geben, eine Fläche der n. Ordnung dargestellt. Bilden wir femer die folgende Gleichang 

in welcher wir die partiellen Differential-Coefficienten anfeinen gegebenen Punet der Fläche, für welchen 

p = p', q = q', r = r', s = s', . . 
beziehen und zur Unterscheidung einklammem, so stellt diese Gleichung die Tangential-Ebene in 
dem gegebenen Punete der Fläche dar. 

Denn erstlich stellt diese Gleichung, weil sie vom ersten Grade ist, eine Ebene dar. Für den 
gegebenen Punct besteht feraet die Gleichung der Fläche, auf welcher er liegt; und in Folge der 
identischen Gleichung (2) auch die fragUche Gleichung (3), wen^ wir den veränderlichen Grössen 
die besondern Werthe p',q',r',8'.. geben; es geht also die bezügliche Ebene durch den gegebenen 
Punct der Fläche. Wenn wir endlich einerseits auf der gegebenen Fläche (1), andrerseits auf der 
Ebene (3) von dem, beiden gemeinschaftlichen, Punete aus nach irgend einer Richtung zu einem 
consccutiven Punete überg^cn, und dem entsprechend, einerseits die Gleichung (1), andrerseits die 
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Gieichang (3) differentüren und, nach der Differentiation, für p, q, r, 8 • • ihre bes^ndem Werthe 
p% q^, r^, s^ . . einsetzen, so ergibt sich beidesmal, ganz übereinstimmend : 

In die Sprache der Geometrie fibersetzt, heisst diess, dass zwei Dorchsdnittspuncte der Fläche mit 
jeder in der fraglichen Ebene darch den gegebenen Panct gehenden geraden Linie in diesen Panct 
ziisammeniallen. Es stellt die Gieichang (3) die Tangential-Ebene der Fläche (1) in 
dem gegebenen Pancte dar. 

Die Uebertragong der allgemeinen Form der Gleichung (3) auf jeden besondem Fall bietet 
durchaas keine Schwierigkeit dar. Wenn zam Beispiel die Gleichung der Fläche die folgende ist: 

so kommt: 

dF=««P' d^ = *^«' dr = *^'' d^ = «*^' 

und demnach für die Gieichang der Tangential-Ebene in dem gegebenen Pancte : 

af't + ßq'q + rr^t+Ss^s = 0. (5) 

Auch wenn die gegebene Gieichang keine homogene ist, besteht, mit einer leichten Modifi- 
cation, immer noch die in dem Vorstehenden entwickelte analytische Bestimmangsweise der Tangential- 
Ebenen. Wäre zum Beispiel, statt der vorstehenden Gieichang (1), die folgende gegeben : 

ap2+^q»+yr^+^ = 0, (6) 

so ist klar, dass diese neue Gleichung in die frühere übergeht, wenn wir p, q, r bezuglich mit 

— , — , — vertauschen, oder, was dasselbe heisst, dieselbe durch Einführung einer neuen linearen 

8 S S 

Function s homogen machen* Nach dieser Vertaaschung ergibt sich für die Gleichung der Tangential- 
Ebene die vorstehende Gleichung (5). Um diese auf die ursprüngliche Coordinaten-Bestimmung zu- 
rückzuführen, brauchen wir bloss s, und also auch s^, gleich Eins zu setzen. Hiemach ergibt sich 
für die Gleichung der Tangential-Ebene in irgend einem Puncte der Fläche (6), dessen Coordinaten 
p', q', f^ sind, die folgende: 

ap/p+ßq'q + yr'r+* = 0. 

Wir können hieraus sogleich die allgemeine Regel für den Fall, dass die gegebene Gleichung der 
Fläche keine homogene ist, entnehmen. Wir brauchen bloss diese Gleichung durch Einführung einer 
neuen Veränderlichen homogen zu machen, wie in dem Vorstehenden die Gleichung der Tangential- 
Ebene zu entwickeln, und dann wieder die eingeführte Veränderliche gleich Eins zu setzen: Opera- 
tionen, die sich alle leicht ausffihren lassen, audi ohne die später wieder verschwindende Veränder- 
liche wirklich hinzuschreiben. Nehnen wir als Beispiel die Gleichung: 

ap«-hßq«— 8yr = 0, 
so kommt: • 

dn dn dn ^ dn 

und hiernach als Gleichung der Tangeatial-Ebene : 

vff+ßqfi s rCr+r'). 
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Wenn zugleich mit der Gleichung (1) noch eine zweite Gleichong Ton derselben Form 

n^ =0 

besteht und beide Gleichungen also eine Curre im Baume darstellen, so ist die Tangente dieser 
Curve, in einem Puncte, der willkiihrlich auf ihr, also zugleich auch auf beiden bezuglichen Flächen, 
angenonunen wird, die Dnrchschnittslinie der beiden Tangential-Ebenen dieser Flächen in dem ange- 
nommenen Poncte« Bezeichnen wir diesen Pnnct, wie fräher, so ist die eine Tangential-Ebene durch 
die Gleichung (3) und die zweite durch folg'ende Gleichung von derselben Form : 

gegeben« Das System der beiden Gleichungen stellt die fragliche Tang^ente dar. 

83. Wenn wir in den vorstehenden Entwickelungen die Punct-Coordinaten mit Plan-Coordinaten 

Tertauschen, so ergibt sich unmittelbar in dem Systeme dieser letztem die analjtische Theorie des 

Contactes erster Ordnung. 

£s seien 

Z = 0, Zt = 0, 

zwei homogene Gleichungen in Plan-Coordinaten P, Q^ B, S. ., welche einzeln zwei Flächen und 
gleichzeitig eine Abwickelungsfläche darstellen. Ist eine Tangential-Ebene der beiden Flächen ge- 
geben und sind P^, Q^ B^, S'.. die Coordinaten der Ebene, so erhalten wir für die Puncto, in 
welchen diese beiden Flächen Ton dieser Ebene bertthrt werden, die beiden Gleichungen: 

(D'+Q«HD''+(l)3+-=». 

Das Sjstem dieser beiden Gleichungen stellt diejenige gerade Linie dar, welche die Bcrährnngsponcte 
auf den beiden Flächen verbindet, und welche, worauf wir bald zurückkommen werden, in ihrer 
ganzen Ausdehnung in die Abwickelungsfläche fällt. 
24. Die Gleichung 

welche die Tangential-Ebene der Fläche n in irgend einem Puncte, dem die Functionen - Werthe 
p^, q^, r^, s' entsprechen, darstellt, können wir auch, eben weil sie durdi diesen Punct geht, anter 
der folgenden Form schreiben: 

(f)*-po+Q«-« + (^cr-o+(5)c.-.o = ». 

Gehen wir von den vier linearen Functionen zu drei Punct-Coordinaten über, indem wir 8 = 1, 
r = ^, q = i7, p = ^ und demnach auch s' s=: 1 , r^ =s ^^, q' = i?^, p^ s=s ^ setzen , so nimmt 
die Gleichung der Fläche die folgende Form an: 

F(»,9?,Ö=a=0 

und fdr die Gleichung der Tangential-Ebene in dem Puncte (d^, iz^ ^0 ergibt sich : 

m'^-^^ity^M^y-^-"- 
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indem wir hier, wie frülier, die umklammerten partiellen Differential - Coefficienten auf den gege- 

(dö\ 
-T^ ] dividiren, die Gleichang der 

Tan^ential-Ebene in die nachstehende über: 

d^ dd 

Auf gleiche Weise ergibt sich, Avenn wir die Fläche durch eine Gleichung in Plan-Coordinaten 
0, H, Z: 

F(0,H,Z)=<I> = 

darstellen , und irgend eine Tangential-Ebene durch die Coordinaten-Werthe 0^, H^, Z^ geg^eben ist, 
für die Gleichung des Berühningspunctes auf dieser Ebene : 

Tj^j diyidiren: 

25. Wenn insbesondere die homog^ene Gleichung* in Punct-Coorrdinaten : 

n =s 

eine Fläche der zweiten Ordnun^r darstellt, so hat die Gleichung der Tangential-Ebene dieser Fläche 
in einem gegebenen Puncte p^ q^, r^, 8^, nemlich die Gleichung 

in welcher die partiellen Differential-Coefficienten auf die dem Berttbrnngs-Puncte entsprechenden 
Fnnctionea-Werthe zu beziehen sind, dieselbe Form als die Grund-Gleichung der Reciprocität in 
demjenigen Falle, wo jedem gegebenen Puncte nur eine einzige Polar-Ebene entspricht (15. Nummer 
und Note). Aus dieser Uebereinstimmung fliesst eine geometrische Construction der Polar*£bene 
eines gegebenen Punctes durch die Vermittelung einer Fläche der zweiten Ordnung. 

Wenn wir nemlich die vorstehende Gleichung, die wir auch anter der nachstehenden Form 
schreiben können: . 

dit dn dn dn . 

als Grund-Gleichung der Reciprocität nehmen, so wird die Polar-Ebene irgend eines gegebenen 
Ponctes p, q, r, s durch diese Gleichung in der Voraussetzung, dass p, q, r, s constant und p^, q% r^ s^ 
als veränderlich genommen werden, dargestellt. Hieraus folgt, dass, wenn der gegebene Punct auf 
irgend einer Tangential-Ebene liegt, die Polar-Ebene durch den Beriihruogspunct geht. Da aber 
durch den gegebenen Punct unendlich viele Tangential-Ebenen gehen und diese einen, der Fläche 
umschriebenen, Kegel, dessen Mittelpunct der gegebene Punct ist, umhüllen, so ist weiter ersichtlich, 
dass dieser Kegel die Fläche in einer ebenen Curve berühren muss, welche ganz in der fraglichen 
Polar-Ebene liegt. Es vertritt hier die Fläche der zweiten Ordnung II, was die Constmction der 
Polar-Ebene eines gegebenen Punctes betrifft, vollständig die Grund-Gleichung; sie heisst in dieser 
Beziehung die Directrix der Reciprocität 
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Ndimen wir also eine beliebige Fläche der zweiten Ordnang als Directrix, so gibt das Prindp 
der Reciproeität anmitteibar die folgenden Relationen. 

Wenn die Spitze eines, einer Fläche der zweiten Ordnung itmschriebenen, Kegels auf einer gege- 
benen Ebene beliebig fortrückt, so dreht sich die Ebene der Beriihrangs-Canre am einen gegebenen 
festen Piuict, and amgekehrt. 

Wenn die Spitze des umschriebenen Kegels aaf einer gegebenen geraden Linie fortrackt , so 
dreht sich die Ebene der Bo'iihrangs-Canre am eine zweite feste gerade Linie, und amgekehrt. Die 
beiden geraden Linien sind zageordnete Polaren; ihre Beziehang za einander ist eine durchaas 
gegenseitige. 

Einem reellen Pole entspricht immer eine reelle Polar-Ebene, während der umschriebene Kegel, 
welcher den Pol zur Spitze hat, und die Curve, welche in der Polar-Ebene liegt, imaginär sein 
können. Um, in diesem Falle, die Polar-Ebene eines gegebenen Punctes .zu construiren, brauchen 
wir nur die Pole dreier beliebigen Ebenen, welche durch diesen Punct gehen, zu bestimmen; die- 
jenige Ebene, welche diese drei Pole enthält, ist die gesuchte Polar-Ebene. Dm den Pol eber gege- 
benen Ebene zu construiren, brauchen wir bloss die Polar-Ebenen dreier Puncte dieser Ebene zu 
bestimmen; der Durchschnitt dieser drei Ebenen ist der gesuchte PoK 

Wenn eine g'erade Linie gegeben ist, so erhalten wir die zugeordnete Polare, wenn wir durch 
dieselbe zwei Tangential-Ebenen an die Fläche legen und die beiden Berfihrungspnncte durch eine 
gerade Linie verbinden, oder indem wir in ihren Durdischnittspuncten mit der Fläche die Tangential- 
Ebenen construiren und die Durchschnittslinie von diesen nehmen, oder, wenn diese Constructions- 
weisen keine Anwendung finden, indem wir entweder durch die gegebene gerade Linie zwei beliebige 
Ebenen legen und die Pole von diesen durch eine gerade Linie verbinden, oder auf ihr zwei Puncte 
beliebig annehmen, und dann die Durchschnittslinie ihrer beiden Polar-Ebenen bestimmen. 

26. Eine Ebene, welche die Directrix-Fläche berührt, hat den auf ihr liegenden Berührungspunct 
zu ihrem Pole. Die Durchschnittslinie zweier Tangential-Ebenen ist die Polare derjenigen geraden 
Linie, welche die beiden Berfihrungsponcte verbindet. Jede Ebene, welche durch jene Durchschnftts- 
linie geht, hat einen Punct dieser Verbindungslinie zn ihrem Pole und kann nur dann eine Tangential- 
Ebene sein, wenn ihr Pol auf der Fiädie Hegt Diejenige gerade Linie, welche die beiden Beruh- 
rungspancte verbindet, sehneidet die Fläche in keinem dritten Puncte: durch die Dorchsehnittslinie 
der beiden Tangential-Ebenen lässt sich also keine dritte Tangential-Ebene an die Fläche legen. Eine 
Fläche der zweiten Ordnung ist also aach eine Fläche der zweiten Classe. 

In Uebereinstimmnng hiermit können wir auch, unter Beibehaltung der Bezeichnong der S3. 
Nummer, die folgende Gleichung In PJan-Coordinaten : 

dZ dZ dZ dZ 

als Orund-Gleichung der Reciproeität nehmen, woran sich dann Erörterungen knttpfen, welche den 
Erörterungen der vorigen Nummer vollkommen entsprechen. 

27. Wenn ein Punct-Coordinaten-System ^, )?, ^ und ein Plan-Coordinaten-Sjrstem Z, H, be- 
freundete der zweiten Art sind (5), so drückt die Gleichung : 

i+en+m+z = 0, (i) 

die Bedingong aus, welche zwischen den beiden Cboppen vonCoordinateo-Werthen Statt finden moss, 
wenn der Punct (^^77,^) aaf der Ebene (Z,li,0) liegen, oder, was dasselbe heisst, diese Ebene 
durch jenen Punct gehen soll. 
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Wenn hiernach dieselbe Fläche durch die folgenden beiden Gleichungen: 

<f(^,7?,^)=Ö = 0, (2) 

*(Z,H,0)=S=O, (3) 

einmal in dem Systeme der Pund-Coordlnaten, das andere Mal in dem Systeme der Plan-Coordinaten 
dargestellt wird und i^Vf^ die Coordinaten irgend eines Punctes der Fläche und Z^H,© die Coordi- 
natea der Tangential-Ehene der Fläche in eben diesem Pnncte bezeichnen, so besteht zwischen diesen 
sechs Coordinaten-Werthen die Gleichung (1). Und zwar stellt diese Gleichung die Tangential- 
Ebene (Z,H,0} dar, wenn wir ^9^9^ als Teränderlich, und stellt den Berahrungspunct (i^Vy^} dar, 
wenn wir Z, H, als veränderlich betrachten. 

In der ersten Voraossetzung, dass ^n,^ veränderlich sind, müssen also, wenn wir die beiden 
Gleichungen (1) and (t) differcntiiren, die resultirenden Gleichungen: 

d| + 0d»? + Hd^ = O, 

übereinstimmen« Auf gleiche Weise ergeben sich femer, wenn wir, in der zweiten Voraussetzung, 
dass Z,II,0 veränderlich seien, die Gleichungen (1) und (3) differentiiren , die beiden übereinstim- 
menden Gleichungen: 

dZ + SdH + >?d0 = O, 
dZ dZ 

Ffihren wir*liiemach , der Kürze halber, die folgenden Bezeichnungen für die partiellen Differential- 
Coefficienten ein: 

d^ _ d^ _ ^_ o ^2 eil 

d^ - ^' '^-^^ dH - ^' d© = *' 
80 kommt: 

© = -q, H = -p, (4) 

S = — ß, n = —^f (5) 

und hieraus in Folge der Gleichung (1}: 

Z = -Ci-qn-m, (6) 

^ = -(Z-DH-y0). (7) 

S8. Die Entwickelnngen der vorigen Nummer stellen sich symmetrischer dar, wenn wir homo- 
gene Gleichungen zu Grande legen. 

s r q P Q R 

Vertauschen wir ^, i?,Ä und Z,H,0 bezüglich mit — , — , — und -^, ^r-, -^, so geht zu- 

p p p 000 

nächst die Gleichung (1) in die folgende über: 

S8+Rr+Qq + Pp = 0, <l,a) 

während wir die homogen werdenden Gleichungen (2) und (3) auf folgende W^ise schreiben: 

«^(s,r,q,p) = 0, («,a) 

n(S,R,Q,P) =0, (3,a) 

und zugleich, der Kürze wegen, die ersten Theile dieser Gleichungen durch die blossen Functions- 
Zeichen is und 11 darstellen können. 
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Setzen wir i^rstens: 

d-BT der disr ivr 

so stellt, wenn wir s, r, q ond p als veräiiderlich betrachtcH and die partiellen Dlfferential-Coefii- 
cienten auf irgend einen Panct der Fläche beziehen, die Gleichung (l,a) die Tangential-Ebcne der 
Fläche in diesem Pancte dar« Dieselbe Gleicbang* stellt eben diesen Punct dar, wenn wir zweitens: 

_ ?I _ ^ _ *5 —^ 

^~ dS' *""" dR» ' ~ dQ* *" ~ dP 

setzen, die partiellen Differential-Coefficienten auf dieselbe Tangential-Ebene beziehen nnd S, R, Q 
und P als veränderlich betrachten. (Die letzten acht Gleichung'en hätten wir, durch Hälfe des Theorems 
über die homogenen Functionen auch aus den Gleichungen (4), (5), (6), (7) ableiten können ) 
Wir erhalten hiernach die folgende Relation zwischen den beiden Functionen «r und 11 : 

/dtr d«r dtar dtj\ 

wobei vir die Constante X auch g:Ieidi der Einheit nehmen kOfinen. Und gegenseitige ist: 



„ ^o o « «^ /dn dn d« dllN 



29. Nachdem wir die Betrachtungen der vorigen Nummer eingeschaltet haben, wollen -wir 
weiter geben ond die Differential-Coeflfideuten der eweiten Ordnung auf folgende Weise bezeichnen : 

d.;* "~ '» di?d»"~ *' da* ""'♦ 

d^_^ d^Z _ d'Z 

dH« ~ *-» dHd@ "■ ®' d0« ~ ^' 

Differentiiren wir demnach die Gleichungen (4) nach einander in Beziehung auf»;, indem wir&, und 
in Beziehung auf a, indem wir r, als constant betrachten, so kommt : 

d0_ *®_^_ ^_ 

du *' d» — d^ *' da ~ '• 

Differentiiren wir femer, unter demselben doppelten Gesichtspuncte, jede der beiden Gleichungen (5), 
indem wir berücksichtigen, dass Q. nnd ^ Functionen von H und 6 sind, so gelangen wir sn den 
Tier Gleidiungen: 

dQ ||H dD d© _ 

dHd»7"^d0*d.l ~"' 

dDdH dQde _ 
* + dHd»''"ded» ""* 

*"*"dH*du'*'d0dv """' 
d^dH d^dO _ 
dAda^^ded» ~^ 

welche wir, in Gemässheit des Vorhergehenden, auch auf folgende Weise schreiben kSnnen: 
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i-zt^e* = 0, 

1-®«— 9ita=0, W 

(Sr+JR« = 0. 

Von diesen vier Gleiehongen bedingen irgend drei die jedesmalige vierte; denn die erste nnd letzte» 
so wie die zweite und dritte dieser Gleiehongen geben fibereinstimmend: 

Zx = SRt. (9) 

Um gegenseitig die drei zweiten Differential-CoeSicienten in den beiden Coordinaten-Sjstemen durch 
einander anszodriicken, finden wir hiernach die folgenden beiden Gruppen von drei Gleichungen: 



«*-rt' ~ ©*-sRa;' 

« = *^t' * = @^r W 

9i = ^j-' ,= -^ 



und endlich gibt noch jede dieser Gruppen von drei Gleichungen die folgende, Ton bemerkens* 

werther Form: 

O^-rt) (®*-5RX) = 1. (11) 

Zu dMiselben Resultaten wären wir auch dann gelangt, wenn wir die Gleichungen (4) und (5) 
nach einander in Beziehung auf H und @ differentiirt und dabei q und p als Functionen von n und ^ 
betrachtet hätten. 

Und endlich können wir, den in dem Vorstehenden eingeschlagenen Weg weiter verfolgend, 
auch zur gegenseitigen Bestinunung der partiellen Diflferential-Coefficienten höherer Ordnung in der 
doppelten Coordinaten- Annahme übergehen. Doch brechen wir hier ab, weil die weitere Entwickelung 
voraussichtlich in unsem spätem Untersuchungen keine Anwendung finden wurde. 

30. Nach dem Vorstehenden können wir, wenn irgend eine Fläche durch eine Gleichung in 
Plan-Coordinaten dargestellt ist, dieselbe Fläche durch eine Gleichung in Punct-Coordinaten aus- 
drücken, und, umgekehrt, auch von der letztern Gleichung zu der erstem übergehen. Wir brauchen 
nur, wenn zum Beispiel die Gleichung 

<I>(Z,H,0J = O (3) 

gegeben ist, zwischen dieser Gleichung und den drei Gleichungen (1) und (5) die drei veränder- 
lichen Grössen Z, H und @ zu eliminiren. Dann ist die resultirende Gleichung in ^, n nnd ^ di« 
gesuchte und stimmt mit der Gleichung (2} ttberein. 

Wenn die gegebene Gleichung (3) in Beziehung auf die Plan-Coordinaten Z, H, eine algebra- 
ische und vom m. Grade ist, so sind die Gleichungen (5) beide vom (m—V). Grade und wir erhalten 
nach der eben besprochenen Elimination dieser drei Coordinatcn eine Gleichung des m(m— 1)^. 
Grades in ^ 97, ^. 

Wenn die Gleichung der Fläche in Punct-Coordinaten gegeben ist : 

<?^«,^,Ä) = 0, («) 

80 erhalten wir, wenn wir zwischen dieser Gleichung und den drei Gleichungen Cl) und (4) ^, rj, ^ 
eliminiren, die Gleichung derselben Fläche in den befreundeten Plan-Coordinaten Z, H, 0. Der Grad 
dieser Gleichung bestimmt sich aus 'dem Grade der gegebenen gerade so, wie vorhin. 
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Hieran knüpft sich zuvörderst die aligemeine Bemerkang, dass eine algebraische Fläche aach in 
dem Systeme der Plan-Coordinaten durch eine algebraisdie GReichnng ausgednickt wird, und dass 
also auch umgekehrt an diese letzte Bedingung die Definition einer algebraischen Ilftche sich knüpfen 
lässt. Dann haben .wir ferner die folgenden beiden Sätze: 

Eine Fläche der 01. Classe ist von der mOn — 1)^. Ordnung. 

Eine Fläche der m. Ordnung ist von der m(m—l)^. Classe. 

Die vorstehenden beiden Sätze lassen sich dahin umschreiben, dass eine Fläche der m. Classe 
von einer gegebenen geraden Linie in m(m — 1}^ Puncten geschnitten wird und dass an eine Fläche 
der.01. Ordnung durch eine gegebene gerade Linie sich »1(01— 1)^ Tangential-Ebenen legen lassen. 

Um etwa den letztem Theil dieser Behauptung direct zu bewdseuy können wir, weil einer andern 
Coordinaten-Annahme keine Form-Aendemng der Gleichung 

a = («> 

entspricht, unbeschadet der Allgemeinheit, als gegebene gerade Linie diejenige nehmen, für welche 
6 = 0, H = 0. Die Gleichungen (4) geben hiemach: 

d^ d^ 

oder, was dasselbe ist: 

Diese beiden Gleichungen stellen zwei Flächen der (01 — V). Ordnung dar. Wird also der Berfihrungs- 
punct auf der gegebenen Fläche ü so angenommen, dass er zugleich auch auf der ersten der beiden 
Flächen (12) liegt, so geht die Tangential-Ebene in demselben nothwendig durch den Punct = <^ 
oder, mit andern Worten, die Durchschnitts-Curve der beiden Flächen m« und (m— 1). Ordnung ist 
diejenige Curve, in welcher die erstere derselben von demjenigen umschriebenen Kegel berührt wird, 
dessen Spitze der letztgenannte Punct ist. Nehmen wir endlich den BerUhrungspunct auf der gege- 
benen Fläche so an, dass er zugleich auf beiden Flächen (m—l). Ordnung (19) liegt, so geht die 
bezägliche Tangential-Ebene zugleich durch die beiden Puncto 6=0 und H =s 0, das heisst, 
durch diejenige gerade Linie, welche diese Puncte verbindet. Die Anzahl der so bestimmten Beriili- 
rungspuncte beträgt m(m— 1)^, und das ist also auch die Anzahl der Tangential-Ebenen, welche 
durch die gegebene gerade Linie an die gegebene Fläche der m. Ordnung sich legen lassen. 

Nach dem Vorstehenden geht der einer Fläche der m. Ordnung umschriebene Kegel durch iit 
'Dnrchschnitts-Cnrve dieser Fläche und einer Fläche der (m— 1). Ordnung und ist selbst hiemach in 
Gemässheit der 17. Nummer von der m{m — 1). Ordnung. 

Ein einer Fläche der m. Ordnung umschriebener Kegel ist im Allgemeinen von 
der m(m — 1). .Ordnung. 

Nach dem Principe der Reciprodtät stellt sich neben diesen Satz der folgende : 

Eine Fläche der m. Classe wird von einer Ebene in einer Curve derw(«— 1). 
Classe geschnitten. 

31. Auch wenn eine Fläche oder vielmehr eine Familie von Flächen durch eine Gleichung in 
partiellen Diiferential-Coefficienten erster und zweiter Ordnung in der einen Coordinaten-Bettimmung 
gegeben ist, erhalten wir, nach den Entwickelungen der 27. und tB* Nummer, sogleich die Gleichoq; 
derselben Fläche in partiellen Diflferential-Coefficienten derselben Ordnung in der andern Coerdinatai- 
Bestimmnng. 
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Die ällgemdaeDÜferailial-GIeicbiiiig der zweiten Ordnang in dem Systeme derPnnct Coordinaten 

F0,«,r,q,»),^,i7,&) = 0, (1) 

können vnr sogleich in die folgende lunformen, welche fdr das System der Plan-Coordinaten gilt : 

Wenn zum Beispiele die folgende Gleichung vorläge : 

(l + p^)t-«»)<j« + Cl+<l*Or = 0, (3) 

so erhalten wir zar Bestimmung derselben Flächen-Familie auch die nachstehende Gleichung: 

(1 + H«)SC-20H(S + (1 + 0^)5Ä=O.*) C4) 

Es ist klar, dass solche verschiedene analytische Ausdrücke, wenn sie geometrisch gedeutet 
werden, za neuen Sätzen fuhren, und somit durch die Vermitteinng von partiellen Differential- 
Gleichongen ein Prineip zum Auffinden geometrischer Sätze gegd>en ist Später erst können wir 
uns hierüber weitläufiger verbreiten und verweisen einstweilen auf eine frühere Abhandlung vom 
Jahre 18^1 im 9. Bande von Crelie's Journal unter dem Titel: Note sur une iheorü generale et 
fwuneüe des surfaeee cowbei. 

3S. Ein merkwürdiger Fall der Umformong einer Differential-Oleidiiing verdient eine besondere 
Erörterung. Wenn nemlich, bei willkührlicher Bestimmung der durch (p angezeigten Function, die 
folgende Gleichung in partiellen ^fferential-Coefficienten gegeben ist: 

so erhalten wir in dem befreundeten Coordlnaten-Systeme eine Gleichung: 

<^|Z,H,ei =0, (6) 

ans welcher die partiellen Differentiai-Coefficienten verschwunden sind. Von dieser Gleichung könnten 
wir, auf bekannte Weise, zu einer Gleichung in den ursprünglichen Coordinaten zurückgehen (30), 
und diese ist alidann eine besondere Auflösung der ursprünglichen Differential-Gleichung. 

Jeder Werthen-Gruppe Z, H, @ entspricht eine die Fläche (6) berührende Ebene, welche in dem 
ursprünglichen Coordinaten-Sjsteme durch die Gleichung: 

i + &n + m+Z=zO, (7) 

dargestellt wird. Diese Gleichung, in welcher zwei der drei Constanten Z, H, willkührlich an- 
genommen werden können und dann erst die dritte durch die Gleicliung (7) bestimmt wird, ist die 
allgemeine Integral-Gleiehnng der Diffbrential-Gleichung (5). 



*) In dem Systeme gewühtilicher rechtwinkliger Parallel-Coordiiiaten ist (S) oder 

" L , /'dzXaidaz ^dzdz d^z i^^ /dzV/*z 

P+U)JdF^-^Td?-did^ !dx^= " 

die partielle Differential-GIeichang solcher Flächen^ deren Inhalt ein Minimum ist; dieselben FiScben werden 
also in dem befreundeten PUn-Coordinaten-Systcmc der 9. Nummer^ der Gleichung (4) entsprechend^ auch 
durch die folgende Gleichung dargestellt: 
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Diese leiste Gleicinmg bal die iBÜUgemeine Form soleiicr DMferäilial^CaeidNmgeii der 
Ordnung, die überhaupt eine besondere Auflösung zulassen und deren all^meines Integral in Besieh- 
nng* auf die drei Veränderlichen ^, Vj S vom ersten Grade ist. Haben diese Veränderlichen, 'wie 
in dem Vorstehenden, die Bedeutung von linearen Punct-Coordinaten, so stellt das allgemeine Integral 
eu6 veränderliche Ebene dar, welche in allen ihren Lagen diejenige Fläche', welche durch die be- 
sondere Auflösung dargestellt wird, berührt Die Gleichung dieser Fläche in befreondeten Plan- 
Coordinaten ist unmittelbar durch (6) gegeben. 

Wenn die durch <p angezeigte Function vom ersten Gradefist, so geht die durch die besondere 
Auflösung dargestellte Fläche in einen Punct über: dann Tällt in dem*ursprfinglichen Coordinaten- 
Systeme die besondere Auflösung eig'entlich weg^. 

33. Ein System zweier Gleichungen in Plan-Coordinaten: 

F(Z,H,e) = 0, F, (Z,H,e) = 0, 

stellt, wie wir schon in der 20« Nummer bemerkt haben, eine solche Fläche dar, weldie durch dae 
Ebene umhüllt wird, die, bei ihrer Bewegung, von einer Lage in eine benaeUmrte nur anf einsige 
Weise fortrücken kamu Eine solche Abwickelungs-Fiäche wird in dem Sjsteme der Poict- 
Coordinaten, wie jede andere Fläche, durch eine einsige Gleichung ausgedrüekt. 
Eliminiren wir swieehea den obigen beiden Gleichungen Z, so kommt: 

H = <f (e), 

mithin in dem befreundeten Pnnct-Coordinaten-Systeme zweiter Art: 

q = 9i(p), 
und wenn wir nach einander in Beziehung auf v and & diSerentiiren : 

dg . d<;>(p) dp dg d<^(p) dp 

dn"^ dp in' d&"" dp d^' 

•der, was dasselbe ist: 

döfp) 
ond wenn wir — p — eliminiren: 
dp 

tt-«^ = 0. 
Das ist, in einem beliebigen Sjsteme von linearen Punct-Coordinaten, die H^ielle DiSureatial- 
Oleichung b weiter Ordnung der Abwickelungs-Flächen, und wenn wir iasbesoadere gewOhnUche 
Parallel-Coordinaten nehmen, diejenige, welche Euler zuerst gegeben hat 

Eine Cnrve im Baume, im Allgemeinen doppelter Krümmung, wird durch ein Erstem zweier 
Gleichungen in Pnnct-Coordinaten : 

F(;,i7,&) = 0, F,«,n,^) = 0, 

aasgedrückt, aber nur durch eine einzige Gleichung, wenn wir uns der Plan-Coordinaten bedienen. 
Eliminirea wir ^, so kommt: 

oder, wenn wir sum^ befreundeten Plan-Coordinaten-Sjrsteme fibergehen: 



Einleitende Betrachtangen. * M 

und hieraiis, anf ahnnclie Webe vne ebtn : 

$£»—©* = 0. 

Das ifil also in einem beliebigen Systeme von linearen Plan-Coordinaten die partielle Differential- 
Gleichong «weiter Ordnung der Carven im Raame. 

34. Aas dem analjtischen Gesichtspancte betrachtet ist, wenn wit* Plan-Coordinaten au Grande 
legen, eine Abwickelangs-Fläche eigentlich keine Fläche, eben so wenig als in dem Systeme von 
Ponct-Coordinaten eine Ciirve doppelter Krümmung eine Fläche ist. So wie aber hier Abwickelangs- 
Fläehen mit den ttbrigisn Flächen sich zasammenordnen, so ist dort auch eine Carve doppelter 
Krümmong als eine eigentliche Fläche anzusehen* 

Wir haben gesehen, dass eine Fläche zweiter Ordnung im Allgemeinen audi eine Fläche zweiter 
Classe ist (26). Insbesondere gehören aber zu den Flächen zweiter Ordnung auch die Abwickelungs- 
Flächen dieser Ordnung, (Kegrelflächen derselben Ordnung, die sich auch auf einen Punct rednciren, 
in einen Cjlinder, ein System von zwei reellen oder imaginären oder zusammenfallenden Ebenen 
ausarten kdnnen) und diese lassen sich nicht durch eine einzige Gleichung in Plan-Coordinaten aus- 
drücken. Ebenso gehören insbesondere auch zu den Flächen zweiter Classe die Curven dieser Classe 
im Räume, welche nothwendig die ebenen Cnnren derselben Classe sind und durch eine einzige 
Gleichung in Punct-Coordinaten sich nicht ausdrücken lassen« 

85. Zwischen einer Conre im Baume und einer Abwickelungs-Fläche besteht ein vollständiger 
Parallelismus. 

Eine Ebene, welche um eine in ihr Iiq;ettde (enule Linie sich dreht, umhüllt diese gerade 
Linie; bewegt sich die gerade Linie so, dass sie sich continuirlich um einen continuirlich fort- 
rückenden Punct dreht, so umhüllt sie eine Cunre im Räume, die, im Allgemeinen, von doppelter 
Krümmung ist; wonach diese von jeder beliebigen, durch die umhüllende gerade Linie gehenden, Ebene 
berührt wird. Während die gerade Linie in ihrer Bewegung die Curve umhüllt, wird dieselbe 
gleichzeitig von dem auf ihr fortrückenden Puncte beschrieben. 

Ein Punct, der auf einer geraden Linie sich fortbewi^, beschreibt diese gerade Linie; bewegt 
sich die gerade Linie 80j dass sie continuirlich in einer continuirlich sich drehenden Ebene 
fortrückt, so beschreibt sie eineAbwickelungs-Fläche, auf welcher hiernach jeder Punct der erzengen- 
den geraden Linie liegt Während die gerade Linie in ihrer Bewegung die Abwickelungs-Fläche 
beschreibt, wird dieselbe gleichzeitig von der um dieselbe sich continuirlich drehenden Ebene 
amhüUt 

Durch zwei benachbarte Lagen des beschreibenden Punctes ist ein (in gewisser Hinsicht ab 
Punct anzusehendes) lineares Element der Curve gegeben, welches gleichzeitig der umhüllenden ge- 
raden liniß angehört ; wenn sich diese Linie , das jedesmalige auf ihr liegende Element der Curve 
mit sich führend, von einer spätem Lagt in eine frühere rückwärts bewegt, wobei sie sieh conti- 
jmirlieh um die consecutiven Puncte der Curve dreht, so wird die Curve abgewickelt, rectificirt. 

Durch zwei benachbarte Lagen der umhüllenden Ebene ist ein (in gewisser Hinsicht als dm 
^rade Linie anzusehendes) Flächen-Element der Abwickelungs-Fläche gegeben, in welches gleicb- 
ceitig die beschreibende gerade Linie fällt; wenn sich diese Linie von einer spätem in eine frühare 
Lage rückwärts bewegt, während um dieselbe die umhüllende Ebene, das jedesnuilige in ihr liegenia 
Flächen-Element mit sich fllhrend, oonttnuirüeh sieh dreht, so wird die Abwickelungs-Fllehe abge- 
wickelt, complanirt« 
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96. Wenn eine Abwickeiungs-FUdie, wie früher, dorA rru Gletdumgen üi Plaa^Coordiwiteii: 

F(Z,H,0) = 0, F, (Z,H,e) = 0, (1) 

gegeben ist, so künnen wir diegelbe Fläche auch dorch eine einiige GHekhiuig in dem befreandetea 
Panct-Coordinaten-Sjsteme (zweiter Art) ausdnieken. Es stelU dann saTttrderst die Gleichung 

wenn wir ij n^ ^ als Teränderlich betrachten , während Z, H, g>leichzeiti; die beiden Gkichiingen 

(1) befriedigten, irgend eine gemeinschaftliehe Tangentiai-Ebene der beiden bezüglichen Flächen dar« 

Die Dorchsdinittslinie je zweier solcher auf einander folgenden Tangential-Ebenen liegt auf der 

Abwickelungs-Fläche and wird hiernach durch das S/stem der rorstehenden und der folgenden 

Gleichung aosgedrfickt: 

>7de + ^dH4-dZ s 0, (3) 

d@ dH 
wobei -=7 und -r^ in Folge der Gleichangen (1) als Fitnctionen von Z, H and Q gegeben sind« 
dZ uL 

Eliminiren wir zwischen den vier Torstehenden Gleichangen Z, H and 0, so erhalten wir die ver- 
langte Gleichung der Abwickelungs-Fläche in ^, % ^. 

Auf ganz entsprechende Weise ergibt sich, wenn eine Curre doppelter Krämnung dorch zw« 
Gleichangen in Punct-Coordinaten: 

FG,i?,») = 0, F,(<,i^ä) =•, 

gegeben ist, indem wir zwischen den beiden Gleichongen and den folgenden beiden: 

^+en+H»+Z =0, 
d4 + 0di?+HdÄ = 0, 

wobei -^ und ti sich als Function«! von ^, i;,^ ergeben, diese drei Punct-Coordinaten eiiminireu, 
d$ d^ 

die einzige Gleichung derselben Curve in dem Sjsteme der befreundeten Plan-Coordinaten Z, H, O. 

37. Da eine und dieselbe Linie, wenn sie im Räume sich so bewegt, dass in zwei anf ein- 
ander folgenden Lagen derselben jedesmal ein Durchschnitt Statt findet, gleichzeitig eine Corve 
doppelter Krümmung umhüllt und eine Abwickelungs-Fläche beschreibt, so gehOrt zu jeder Curve 
doppelter Krümmung eine Abwickelungs-Fläche und umgekehrt zu jeder Abwickelangs-Fläche eine 
Curve doppelter Krümmung. Zwei anf einander folgende Lagen der sich bewegenden geraden Linie 
bestimmen einerseits durch ihr Durchschneiden einen Punct derCurv^ und andrerseits eine Tangentiai- 
Ebene der Fläche, welche durch die gerade Linie in ihren beiden Lagen geht Durch drei anf ein- 
ander folgende Pnncte der Curve sind zwei auf einander folgende Lagen der umhttllenden geraden 
Linie, also eine Tangentiai-Ebene der zugehörigen Abwickelangs-Fläche gegeben ; amgekehrt sind also 
auch die Tangential-Ebenen dieser Fläche die Osculations-Ebenen der zugcliMgen Curve doppdter 
Krümmung. Durch drei auf einander folgende Tangential-Ebenen der Abwickelangs-Fläche sind zwei 
auf einander folgende Lagen der beschreibenden geraden Linie, aho ein Punct der augehörigen Curve 
doppelter Krünunung gegeben und umgekehrt jeder Punct dieser Curve ist ein Rückkehrpunet der 
fliigehörigen Abwickelungs-Fläche. Die Corve ist der Ort der Rückkdirpancte Carräe iß retr^yssö- 
MtfnO der zugehörigen Fläche , so wie diese derjenige Ort ist , welcher von den OscnlatJons-Ebenen 
der Curve umhiillt wird. 

Eine Curve doppelter Krümmung und die zugehörige Abwickelangs-Fläche wollen wir durch die 
nachstehenden Gleichungen-Paare in befireundeten Coordinaten-Systc 
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f (^, 1?, Ä) = 0, f, (^,1?, ») = , (1) 

F(Z,H,©) = 0, F,(Z,H,©) = 0, (8) 

darslellen. Betraditeti wir alsdann zuerst die beiden Gleichungen (2) und, durch dieselben, die 
Abwickelungs-Fläche als gegeben, so kOnnen wir die zugehörige Curre bestimmen. Denn, beziehen 
-wir Z,H,© auf irgend eine Beriihrnngs-Ebene dieser Abwickelungs-Fiäche, und betrachten wir iyV^^ 
ab yeränderlichy so stellt die Gleichung 

^ + €b7+m + Z = (3) 

diese Tangential-Ebene dar. Für den Durchschnittspnnct dieser Ebene mit den beiden unmittelbar 
folgenden Tangential-Ebenen, bestehen neben dieser Gleichung (S) zugleich auch die folgenden beiden: 

>?d0 + ÖdH+dZ = 0, 
i?d^©+öd^H+d2Z = 0, ^^^ 

wobei wir dZ constant nehmen (wonach d^Z = 0) und dann -r=-, ^;=^, -r^r> "i;^ als Functionen toä 

üL alt dZ' dZ^ 

Z, H und © aus den Gleichungen (2) ableiten können. Eliminiren wir hiemach zwischen den Tdnf 

Gleichungen (8), (3) und (4) die drei Veränderlichen Z, H, ©, so erhalten wir zwei resultirende 

Gleichungen in ^, 97 und ^^ welche die verlangte Curre darstellen und mit den Gleichungs-Systemen 

(1) übereinstimmen. 

Ebenso erhalten wir, wenn durch die. Gleichungen (1) die Curve doppelter Krümmung gegeben 
ist, die beiden Gleichungen der zugehörigen Abwickelnngs-Fläche in Z, H, ©, wenn wir zwischen den 
drei Gleichungen (1) und (3) und den folgenden beiden Gleichungen: 

d^-H^dv + HdÄ = 0, 

d«^ + 0d27? + Hd^^ = 0, 

die drei Punet-Coordinatea ^, n, ^ eliminiren. 

38. Wenn eine gerade Linie, ein auf derselben Uzender Punct und eine durch dieselbe gehende 
Ebene gegeben sind, so kann das System dieser drei geoaetriscfaen Oerter sich im Räume so fort- 
bewegen, dass der Punct coatinuirlich aftf der geraden Linie fortrückt, die Ebene eontinuiriich um 
die gerade Linie rotirt, und endlich die gerade Linie selbst um den continoirlieh fortrückenden Punct 
in der continuirtich rotirenden Ebene eontinuiriich sich dreht. In der Bestimmung einer solchen 
Bewegung liegt zugleich die Bedingung ausgedrückt, dass in zwei auf einander folgenden Lagen der 
geraden Zinie ein Durchschneiden Statt findet, so dass durch eine solche Bewegung der geraden Linie 
g^eiehzeitig auch die Bewegung des Punetes (als des Durchschnittes zweier auf einander folgenden 
Linien-Lagen} und der Ebene (als derjenigen, welche durch zwei auf einander folgenden Linien- 
Lagen geht) bestimmt ist Drücken wir hiemach das Gesetz des suecessiven Fortrückens der gera- 
den Linie durch Gleichungen aus, so stellen solche Gleichungen gleichzeitig einerseits die von 
der geraden Linie umhüllte und von dem auf derselben liegenden Puncte beschriebene 
Curve doppelter Krümmung und andrerseits die von der geraden Linie beschriebene 
und von der durch dieselbe gehenden Ebene umhüllte Abwiekelnngs-Fläche dar* 

In irgend einem Momente wollen wir die Lagen der geraden Linie, des Punetes und der Ebene 
bezüglich durch L, P und E bezeichnen, während wir A, n und £ als die ursprünglichen 
Lagen derselben drei Oerter betrachten. Es sei ferner X die Summe der unendlich vielen unendlich 
kleinen Winkel, um welche die gerade Linie von A bis Z sich gedreht hat, tr der Weg, welchen 
der Punct von II bis P beschrieben hat, und endlich e die Summe der anendllck vielen unendlich 
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Ideinen Winkel, om welche Alt Ebene von £ bis £ sich gedreht hat. Die drei Ordssen X, «» c 
ändern sich, anabhängig von einander, mit der Zeit, wonach wir am die fragliche Beweganip ans- 
aadrficicen, 

X = <pit), w = ^(t), e = x(0 (1) 

setzen Itönnen, indem wir darch <p, ^ und x drei unebene Functionen bezeichnen. Eliminiren wir 
t zwischen je zweien dieser drei Gleichungen, so ergibt sich : 

X(X,t!r) = 0, *(€,«)= 0, 'P(X,0=0. («) 

Diese drei neuen Gieichangen, von denen jede eine algebraische Folge von den beiden übrigen ist, 
bestimmen alle möglichen Lagen, welche die gerade Linie, in Gemässheit des durch die frühern 
Gleichungen (1) ausgedruclEten Gesetzes der Bewegung, successive annehmen Icann: es sind Gleich- 
ungen, welche zugleich eine Abwiokelungs-Fläche und die zugehörige Gurre doppelter KrOmmnog 
darstellen, und zwar, unabhängig von der Lage derselben, bloss ihrer Natur nach. Die Lage Yon 
beiden ist erst durch Annahme der geraden Linie, des Punctes und der Ebene in den orspriingliehen 
Lagen A, 11 und £ bestimmt, und diese Annahme hängt von sechs Constanten ab. 
Fig. 1. Wir können die successiyen Elemente der dargestellten Curve und Abwicicelungs-Fläche annähe- 

rungsweise construiren« Aus den Gleichungen (1) ergibt sich: 

dX = (J>'(t) dt , dur = ^' (t) dt, ie = ;c'(t) dt, (3) 

und somit für jedes gegebene dt das entsprechende dX, d«r und de. Wenn also zur Zeit t die Lagen 
der geraden Linie Z, des Pimctes P und der Ebene E bezuglich pl, p und Ipl^ sind, so riickt, wäh- 
rend des folgenden Zeitmoments dt die Linie £, indem sie in der Ebene Ipl^ um den Punct p den 
Winkel dX beschreibt, von pl nach pl^ der Punct P, indem er auf der geraden Linie pl^ den Weg 
d«r zurücklegt, von p nach p^ und die Ebene £, indem sie um pF den Winkel de beschreibt, ron 
IpF nach VfV\ Für 'den folgenden Zeit-Moment geben, der vorgerückten Zeit entsprediend , die 
letzten drei Gleichungen wiederum die Werthe für dX, dur, df, die wir wie eben construiren kOnnea. 
Indem wir auf diese Weise fortfahren, erhalten wir ein Poljgon pp^p'V^'', das sich der zu bestim- 
menden Curve doppelter Krümmung im Räume um so mehr annähert, je kleiner wir dt nehmen, und 
eine von den Ebenen plp^ p'lV^ p^'I^'p'^' • • gebildete Fläche , deren Gränse die jener Curve nage- 
hörige Abwickelungs-Fläche ist. 

39. Die erste der drei Gleichungen (S) ist unabhängig von e, und würde also auch unver- 
ändert dieselbe sein, wenn e immer Null geblieben wäre, oder, was dasselbe ist, wenn wir die AIh 
wickelungs-Fläche mit der zugehörigen Curve in die ursprüngliche Ebene £ abgewickelt hätten. Nach 
der Abwickelung ist der von den geraden Linien* A und L gebildete Winkel der W^rth von X , wäh- 
rend die Länge der Curve oder v unverändert geblieben ist. Bei dieser Abwickelung bleibt die erste 
Krümmung der Curve« welche für jeden ihrer Puncte in der bezüglichen Osculations*Ebene «i 
nehmen ist, ebenfalls unverändert, während gleichzeitig der Curve ihre zweite Krümmung genommen 
wird. Die abgewickelte Curve und ihre Ebene werden durch die beiden simultanen Gleichungen: 

X(X,ts.) = 0, e = 0, (4) 

dargestellt. Für irgend einen Punct dieser Curve, und also auch fär den entsprechenden Punct der 
Curve im Räume, ist 

dX _^ _dX ^ ivf_(p^(i) 

dw "" dT • dT"^) 

der Krümmungshalbmesser, und der reciproke Werth desselben 
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der diff dX 
dX ~ dT ' IT 

du 

das Maass der ersten Krfimmang (Flexion). Berücksichtigen wir, dass -r- die Geschwindigkeit des 

Ol 

dX 
Punctes P and — die Drehungs-Gesch windigkeit der geraden Linie L zur Zeit t ist, so ergibt sich 

der folgende Satz: 

DasMaass der ersten Krümmung einerCarve imRaume ist gleich derWinkel- 
Gescliwindigkeit der diese Cnrve umhüllenden g'eraden Linie, getheilt durch 
die Geschwindigkeit des dieselbe beschreibenden Punctes.*) 

40. Die zweite der drei Gleichungen (2) ist unabhängig von X und würde also auch unver- 
ändert dieselbe sein, wenn X immer gleich Null geblieben wäre. Dann aber wäre dieselbe gerade 
Linie A g'teichzeitig von dem Puncte P beschrieben und von der Ebene E umhülft worden. Die 
folgenden beiden simultanen Gleichungen: 

*(£,«r) = 0, X = 0, (ö) 

stellen also dieselbe g^eradc Linie in doppeltem Sinne dar, einmal als die rectificirte Curve im 
Räume, das andere Mal als eine gerade Linie, auf welche sich die Abwickelungs-Fläche dadurch 
reducirt hat, dass die umhüllende Fläche 'in allen ihren Lagen durch diese gerade Linie geht* Um, 
von einer g^egebenen Abwickelungs-Fläche und der zugehörig'en Curve ausgehend, zu der Bedeutung 
des letzten Gleichungen -Paares zu gelangen, müssen wir in folgender Weise verfahren: Es sei 
|////p//y|/// jie Ebene E in ihrer äussersten Lage; diese Ebene wollen wir so fortbewegen, dass sie 
mit der vorhergehenden Ebene F^p^^F^ fortwährend denselben Winkel bildet und dass die Durchschnitts- 
linie beider Ebenen p^^l^^^ um den Punct p^^ sich dreht, bis sie mit der vorhergehenden Linie f^^ 
zasammenfillt» Dann sind auf diese gerade Linie zwei Elemente der Curve im Räume, p^p^^ und 
p"p"', zurückgeTührt, und durch dieselbe gehen die beiden Ebenen l""p'"l'" und l"'p"l", früher 
beide Oaculations-Ebenen dieser Cjirve. Auf gleiche Weise können wir fortfahren und die Linie 
p/^>/ mit den beiden auf ihr liegenden Elementen und den beiden durch dieselbe gehenden geraden 
Linien in der Oscnlations-Ebene l^^p^l^ um den Punct p' sich drehen lassen , bis drei Elemente der 
Curve, pp% p^p^^ und p^'^p^^^, in die gerade Linie pi^ fallen und durch dieselbe die drei Osculations- 
Ebenen l""p'"l"', l"'p"l" und l"p'l' gehen. Hiernach bringen wir zuletzt alle Elemente der Curve 
auf die Linie L in der ursprünglichen Lage A, wobei dann zugleich alle Osculations-Bbenen der 
Curve durch dieselbe Linie gehen« 

Bei der Bestimmung der zweiten Krümmung einer Curve im Räume tritt die Drehung der 
Osculations-Ebene derselben, beim Uebergange von einem Puncte zum andern, an die Stelle der 
Drehung ihrer Tangenten, die für die erste Krümmung bestimmend war. Als Krümmungshalbmesser 
är die zweite Flexion der Curve erhalten wir also : 

d«r ^ d.17 de _ f (t) 
~dT "• IT • dT ~ 7(0' 



*) Vergl. Theorie der algebrftiselien Ciirvcn p. 20&. 
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und für den reciproken Werth desselben oder das Maass der Krümmung: 

de de iv 
d«~ dT* AT" 

Drtteken wir die letzte Gleichang in Worten ans, so ergibt sich der nachstehende Satz: 

Das Maass der zweiten Krttmmang einer Carve im Räume ist gleich der Winkel- 
Oeschwindigkeit der die zugehörige Abwickelungs-Fläche umhüllenden, die Gurye 
selbst osculirenden Ebene, getheilt durch die Geschwindigkeit des die Cnrye 
beschreibenden Pnnctes. 

Um den Krümmungshalbmesser der zweiten Flexion für jeden Pnnct der Cunre im Baume st 
bestimmen, brauchen wir bloss die erste der Gleichungen C&)9 vi« die erste der Gleichungen (4), 
als eine ebene Gurre, s mit X vertauschend, zu construiren. Dann ist der Ton den äussersten Tan- 
genten dieser Cunre gebildete Winkel derjenige Werth von £, welcher dem Endpuncte der Curve 
im Baume entspricht, während die Länge der beiden Curven dieselbe ist. Und*, so wie wir in 
irgend einem Puncte der gegebenen Curve im Baume den Halbmesser der ersten Krümmung als den 
Krümmungshalbmesser der Abwickelungs-Curve in den\ entsprechenden Puncte construiren kennen, 
•0 können wir den Halbmesser der zweiten Krümmung als den Krümmungshalbmesser der eben 
bestimmten Curve in dem entsprechenden Puncte construiren. Entsprechende Puncte der drei Curven 
sind hierbei solche, denen gleiche Bogenlängen entsprechen. 

41. Die dritte der drei Gleichungen CS) ist unabhängig von v und würde also auch onver- 
ändert dieselbe sein, wenn « immer gleich Null geblieben wäre, das heisst, wenn der beschreibende 
Pnnct seine ursprüngliche Lage behalten hätte. Die Curve im Baume redncirt sich hierbei auf eipen 
Pnnct, die Abwickelungsfläche aaf einen KegeL Beide werden durch die simultanen Gleichungen: 

9r(X,e) = 0, « = 0, 

dargestellt. Um den Kegel zu construiren^ wenn die Curve im Baume oder fie zugehörige Ab- 
wickelungs-Fläche gegeben ist, brauchen wir bloss die gerade Lmie, weldie die erstere umhülit, 
die letztere beschreibt^ in ihren verschiedenen Lagen parallel mit sich selbst, durch den ursprüng- 
lichen Punct n zu legen; so entsteht alsdann der fragliche Kegel, dessen Tangential-Ebenen parallel 
sind der die Curve osculirenden, die Fläche umhüjlenden Ebene in ihren verschiedenen Lagen. 

Für jede Seite dieses Kegels, und also auch für jede Tangente der Curve, jede Seite der Ab- 
wickelungs- Fläche erhalten wir ans der ersten der vorstehenden Gleichungen eben vollkommen 

de 
bestimmten Werth für ^, den wir das Maass der conischen Krümmung der Curve oder 

auch der zugehörigen Abwickelungs-Fläche nennen wollen. Es ist: 

de _ d« dX x'O) 

dX ""IT ' "diT"^^ 
oder, in Worten ausgedrückt: 

DasMaass der conischen Krümmung einer Curve doppelterKrümmung ist gleich 
der Winkel-Geschwindigkeit der diese Curve osculirenden Ebene, getheilt durch 
die Winkel-Geschwindigkeit der dieselbe umhüllenden geraden Linie. 

Knüpfen wir den Begriff der conischen Krümmung an die Abwickelungs-Fläche, so ist das Maass 
derselben gleich der Winkel-Geschwindigkeit der dieselbe umhüllenden Ebene, getheilt durch die 
Winkel-Geschwindigkeit der dieselbe beschreibenden geraden Linie. 
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So yfle wir zar Bestimmung der ersten Krammang einer räomlichen Cmrve in einem gegebenen 
Ponete einen Kreis za Hülfe nehmen, der überall dieselbe Krflmmang hat, so bedienen vir ans 
nach d^ Torigen Nummer zur Bestimmung der zweiten Krümmung ebenfaUs rines Kreises, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, aber mehr der Sache entspricht, eines geraden Kreis-Cylinders* 
Und ebenso bedienen wir uns hier zur Bestimmung der coniscben Krümmung eines geraden 
Kegels mit kreisförmiger Basis. Auf allen Seiten eines solchen ist offenbar die conische 
Krümmung desselben gleich« Wir wollen dieselbe für einen als gegeben betrachteten . Kegel, dessen 
Seiten mit der Axe desselben einen gegebenen constanten Winkel a bilden, construiren. 

Zu diesem Behufe wollen wir uns in den Kegel eine n-seitige Pjramide , deren Basis ein reget 

massiges n-Eck ist, beschrieben denken, und dann den Winkel — der Kürze halber durch $, ferner 

n 

den von zwei auf einander folgenden Kanten der Pyramide gebildeten Winkel durch y und den 

Nebenwinkel des ron zwei auf einander folgenden Seitenflächen gebildeten Winkels durch S be- 

Beichnen. Dann finden wir auf bekanntem Wege: 



m'^%3 = 



tang^Va^cos'a 



l + tang'^Va§cos'2a' 
sinVs/ = sinVa^sina. 

Diese Gleichungen bestehen, wie gross auch die Zahl n angenommen werden mag; nehmen wir 
n immer grösser, so nähert sich die eingeschriebene Pjramide immer mehr dem Kegel. Dann 
werden 4» und hiermit zugleich 7 und <^, immer kleiner, bis sie zuletzt in dX und de übergehen. An 
dieser Gränze können wir an die Stelle von sinVs{ (und ebenso von tangVs^), sinVs/ und sinV^d 
die entsprechenden Winkel Vs^, VadX und Vsde setzen, und tang^ Vi$ gegen die Einheit vernach- 
lässigen« Hiemach gehen die vorstehenden beiden Gleichungen in die folgenden Ober: 

de = §cosa, dX = {sina, 

und hieraus ergibt sieh: 

de 1 

dX tanga' ^ 

Das Maass für die eonstante conische Krümmung eines geraden Kreis-Kegels ist also der reciproke 
Werth der trigonometrischen Tangente desjenigen Winkels, welchen die Seiten desselben mit der Axe 
bilden, dem analog, wie das Maass für die eonstante Krümmung eines Kreises, der reciproke Werth 
des Radius desselben ist. Das Maass der conischen Krümmung eines schiefen Kegels oder einer 
Abwickelungs-Fläche überhaupt auf einer gegebenen Seite desselben ist hiemach möglichst einfach 
durch einen geraden Kegel, welcher die Fläche auf der gegebenen Seite osculirt, bestimmt. 

48. Von den drei Gleichungen (2) bedingen je zwei die driUe, wonach auch zwischen den 
Bestimmungen der dreifachen Krümmung einer räumlichen Curve eine Abhängigkeit Statt finden 
Wir haben; 



*) Wenn wir swisclien den obigen beiden Gleichungen des Textei $ eliminiren^ se ergibt sich nach einfachen 

Rednctionen : 

• 1/ > tang^Vjy 
sin 72^ s= — - — '- , 
tanga 

weraiis unmittelbar daeselbe Resultat hervorgeht 
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de iX dg 

di'^di'djr' 
oder, in Worten ausgedr&ckt : 

Das Maass der zweiten Krünrmiing einer räumlichen Curye in einem gegebenen 
Pancte ist gleich dem Maasse ihrer ersten Krümmung, mnltiplicirt mit demMaasse 
ihrer eonischen Kriimmang. 



§3. 
Das Zählen der Constanten. 

43. Um die Anzahl der Glieder zvl bestimmen, welche die allgemeine Function des n. Grades 
zwischen drei Veränderlichen enthält, können wir diese Function, geordnet nach steigenden Potenzen 
der Veränderlichen, als zusammengesetzt betrachten aus allen allgemeinen homogenen Functionen von 
dem 0. bis n. Grade zwischen denselben Veränderlichen. Die allgemeine homogene Function irgend 
eines m. Grades zwischen drei Veränderlichen besteht aber ans eben so viel Gliedern, als die all- 
gemeine nicht homogene Function desselben Grades zwichen zwei Veränderlichen, nemlich aus: 

(gi + l)(m + g) 
1.2 

Um also die Anzahl aller Glieder der allgemeinen Function des n, Grades zu erhalten, brauchen wir 
nach einander für oi alle ganze Zahlen von' bis n einzusetzen und dann die entsprechenden Werthe 
des vorstehenden Ausdrucks zu summiren. Auf diese Weise kommt: 

1.2"^ 1.2"*" 1.2 "^ •••"'" 1.2— 1.2.» 
Diese Anzahl, um Eins vermindert, ist also die Anzahl der Constanten in der allgemeinen Gleichung 
des n. Grades zwischen drei Veränderlichen, die wir durch tp (n) bezeichnen wollen. Hiemach ist 

^r ^ («+l)(fi + 2)(n+3) . >iCn^ + 6n + ll ) 
^^'^^ = 1.2.3 ^ = — 6 ' 

so dass f (0) = 0, <p(l) = 3, <f (2) = 9, (p(S) = 19, f (4) = 34, (j^C^) = 55, (p(ß) = 83, 
(pC7^ = 119, cf>(8) = 164, (t>(9) = 219, <p(10) = 285, und so weiter. 

Je nachdem die drei Veränderlichen lineare Punct- oder Plan-Coordinaten bedeuten, stellt die 
allgemeine Gleichung vom n. Grade die Flächen der n. Ordnung oder n. Classe dar. Im erstem 
Falle gibt jeder Punct, welcher anf der Fläche liegt, im zweiten Falle jede Tangential-Ebene der 
Fläche eine lineare Bedingungs-Gleichnng zwischen den <^(n) Coefficienten der allgemeinen Gleichung 
des n. Grades. Durch (piß) solcher Bedingungs-Gleichungen sind die sämmtlichen Coefficienten anf 
lineare Weise bestimmt: eben so viele gegebene Puncte gehören also zur linearen Bestimmung 
einer Fläche der*n. Ordnung, nnd. eben so viele Tangential-Ebenen zur linearen Bestimmung einer 
Fläche der n. Classe. 

44. Es seien 

0„ = 0, ö'. = (1) 

die Gleichungen irgend zweier Flächen der n. Ordnung; dann stellt die Gleichung 
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a.+xß'. = 0, (f) 

wenn X eine beliebige Constante bedeutet, irgend eine neoe Fläche derselben Ordnang dar, welche 
durch die Durchschnitts-Curve der beiden Flächen (1} geht. Denn die Coordinaten jedes Pnnctes 
dieser Durchscbnitts-Curve befriedigen gleichzeitig* die beiden Gleichungen (1) und folg^Iich auch die 
Gleichung (Z). 

Wenn wir den ersten Theil der letzten Gleichung durch — ^Q^^n bezeichnen, so erhalten wir 
die folgende identische Gleichung: 

Ö. + ^Ö'.4-f*ö". = 0, (3) 

welche ausdrückt, dass die drei Flächen der n. Ordnung Hn, 12'», H^^n eine gemeinschaftliche 

Durchschnitts-Curve haben. 

Jede Fläche der «. Ordnung*, welche durch die Durchschnitts-Curve der beiden Flächen ö« 

und ü^n geht, lässt sich, bei gehöriger Bestimmung von X, durch die Gleichung (i) darstellen. 

Wenn nämlich 

ö". = 

die Gleichung einer solchen Fläche ist, so mnss, nach der Voranssetsung, die Gleichimg: 

Öa + wß". = 

bei gehöriger Bestimmung von fi, mit der zweiten der Gleichungen (1} übereinstimmen, was wiederum 
zu der vorstehenden identischen Gleichung (3} führt. Es ist also (2) die allgemeine Gleichung aller 
Flächen der n. Ordnung, welche mit den beiden gegebenen Flächen derselben Ordnung 12» und Q.^^ 
eine gemeinschaftliche Durchschnitts-Curve haben : sie stellt alle diese Flächen dar, wenn wir für fi 
successivc alle Werthe von — QO bis + 00 einsetzen. 

Hierbei sind die Flächen X2n und Q/n nicht absolut bestimmt, sondern können durch irg'end zwei 
andere, welche willkührlich aus der Gruppe der unendlich vielen Flächen derselben Ordnung, welche 
dieselbe gemeinschaftliche Durchschnitts-Curve haben, genommen werden. Die Durchschnitts-Curve 
ist ihrerseits durch irgend zwei Flächen der n. Ordnung, welche, bei willkührllcher zwiefacher 
Annahme von X, durch die Gleichung (8) dargestellt werden, bestimmt Die Anzahl der Constanten 
jeder solcher zwei Flächen reducirt sich hiemach auf (p(n} — 1, wonach die fragliche Durchschnitts- 
Curve von 2[<p(n)'—i} Constanten abhängt. Zur linearen Bestimmung dieser Constanten reicht 
es hin, dass [<p(n)--l] Puncte gegeben sind, durch welch» die Curve g^^t, vnd die also gleich- 
zeitig auf den beiden Flächen, als deren DurchsqhniU sie construirt wird, liegen« 

Eine räumliche Curve, durch welche sich Flächen der it. Ordnung legen lassen, 
ist vollkommen bestimmt, wenn [^(n) — 1] ihrer Puncte gegeben sind. 

Oder, mit andern W^orten: 

Alle Flächen der n. Ordnung, welche durch [<t>Cn) — i] Puncte gehen, haben eine 
gemeinschaftliche Durchschnitts-Curve. 

45. Flächen der zweiten Ordnung, welche durch. 8^ Flächen der dritten Ordnung, welche 
durch 18 gegebene Puncte gehen, haben hiemach dieselbe Durchschnitts-Curve. Zum vollständigen 
Verständniss der vorstehenden Sätze fügen wir noch die folgenden Erörterung-en hinzu. 

Durch die Durchschnitts-Curve zweier geg'ebencn Flächen der n. Ordnung, Q>n und ü\, lassen 
sich noch unendlich viele andere Flächen derselben Ordnung legen, deren allgemeine Gleithnng (9) 
ist. Eine einzelne dieser Flächen ist- erst bestimmt, wenn der entsf rechende Werth von % gegeben 
ist, und X ist gegeben, wenn wir irgend einen Panct der Fläche kennen, welcher nicht auf der 
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Ddrchschnitis-Ciirve liegt. Denn, auf einta gtgebeiien Pmtct bezogen, erhalten die Fiuictionen Um and 
S^'a constante Werthe, die vir durch « und ca' bezeichnen wollen» und hiemach kommt: 

Liegt der gegebene Pnnct auf der Dorchschnitts-Carve der beiden gegebenen Flächen , so erscheint X 

unter der unbestimmten Form — ; liegt er aber, was vorausgesetzt worden ist, ausserhalb derselben, 

So ist X durch die vorstehende Gleichung immer auf einzige Weise bestimmt. Eine Fläche der fi. 
Ordnung ist aber überhaupt durch ^(n)Puncte auf lineare Weise gegeben, so dass also zu dem 
genannten Puncte noch [<^(fi) — 1] gegebene Puncte hinzulcommen müssen. Nehmen wir diese auf der 
Durchschnitts-Curve beliebig an, so tragen sie also zur Bestimmung der Fläche gerade eben so viel 
bei, als die Gesammtheit aller Puncte* dieser Durchsdinitts-Curve, die unmittelbar aus der Form der 
Gleichung (2) sich bestimmen lassen. Hieraus ergeben sich unmittelbar die fraglichen Sätze. 

46. Es können zwischen den <p(n) Constanten der allgemeinen Gleichung der Flächen n. 
Ordnung lineare Bedingungs-Gieichnngen Statt finden, wodurch die Natur der Flächen particularisixt 
und die Anzahl der sor Bestimmung derselben nothwendigen Puncte um so viel Einheiten vermindert 
wird, als Bedingungs-Gleichungen da sind. Hiemach erhalten wir neben dem letzten Satze der 44. 
Nummer sogleich den folgenden: 

Alle solcheFlächen der n. Ordnung, welche durch m gegebene Puncte auf lineare 
Weise bestimmt sind, haben, wenn sie durch (tn — 1) dieser Puncte gehen, eine 
gemeinschaftliche Durchschnitts-Curvel 

Während dieser Satz als eine Beschränkung des letzten Sataes der 44. Nummer sich darstellt, 
erhalten wir dagegen in der nachstehenden Auffassung eine Verallgemeinerung desselben. 

AlleFlächen der n. Ordnung, welche [<^C^) — 1] linearenBedingungs-Gleichangea 
unterworfen sind, schneiden sich in derselben räumlichen Curve. 

Durch <p (fi) solcher linearen Bedingungs-Gleichungen sind die <p (n) Constanten der Fläche, im 
Allgemeinen f auf einzige Weise bestimmt. Insbesondere fBfcrt zu einer solchen linearen Bedingongs- 
GleichuBg die Annahme, dass die Fläche durch einen gegebenen Punct gehen soll. 

47. Wir wollen awei Zahlen ji und f so bestinuaen, dass 

und dann annehmen, dass von den [<}^(n)-^l] gegebenen Pnncten des letzten Satzes der 44. Nummer 
<p(p) beliebig abgesondert werden, durch welche eine Fläche der p. Ordnung auf lineare Weise 
bestimmt wird, deren Gleichung die folgende sei: 

und ferner voraussetzen, dass alle übrigen Puncte, deren Anzahl 

beträgt, auf einer Flüche der q. Ordnung liegen, für deren Gleichung wir 

O, s 
nehmen wollen. Alsdann gehört das System der beiden Flächen Q,p und Of zu denjenigen FlädMi 
der n. Ordnung, w^he die gemeinsehaftliche Durchschnitls-Curve haben, oder, analytisch aosgedrfiekt, 
bei ffMrigtr Bestilnmong der Coefficienten X und (c, ist: 
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Alle DorchschiiUtspiiiicte der Flächen n. Ordnung liegen also gletchzeitlg entweder auf der Pliefce 
Qf oder der Fläche O, und somit ergibt sich der nachstehende Satz. 

Alle Flächen der it. Ordnung, welche durch [<p(n') — (p(n-'q)'^t] gegebene^ einer 
Fläche der 9« Ordnung angehörende, Puncte gehen, schneiden dies« letstgenannt« 
Fläche in ein und derselben Curve. 

Setzen wir beispielsweise q =s I , so erhalten wir zur Bestimmung einer ebenen Cunre n. 
Ordnung die bekannte Anzahl von 

gegebenen Puncten. Ebenso erhalten wir für Bestimmung einer Curre, die auf einer (gegebenen 
Fläche zweiter Ordnung und überdiess auf einer Fläche der n. Ordnung liegt, indem wir in dem 
allgemeinen Ausdrucke q = 2 setzen, die folgende nothwendige Anzahl von gegebenen Puncten : 

Wir können die gegebenen [f (n) — 1] Puncte der Sätze der 44« Nummer anf die beiden 
Flächen der p. und q. Ordnung auch anders yertheilen, so nemlich, dass auf die Fläd^ der p» 
Ordnung [f(p} + Jl] Puncte und auf die Fläche der q, Ordnung die übrigen [(^(n) — (^Cp}-— A— 1] 
Puncto kommen, and hierbei bloss voraossetzen, dass die letzte Anzahl ron Puncten Uborhaupft zur 
Bestimmung einer Fläche der f. Ordnung kinreiebend sei, wonach 

sem muss, also 

oder aock 

Pq(n+4) 



*< 2 



weil sich sogleich «rgibt, dass 



Dann schneiden alle Flächen der n. Ordnung, welche durch die gegebenen [<^ (n) — 1] Puncte gehen, 

sich auf denselben beiden Flächen der p. und q. Ordnung. 

Die gemeinschaftliche Durchschnitts-Curve allerFlächen der n. Ordnung^ welche 

durch [<^(n) — 1] gegebene Puncte geht, zerfällt, wenn von diesen Puncten [<p(p)+k} 

auf einer Fläche der p* jind die fibrigen auf einer Fläche der q. Ordnung liegen, in 

zwei yerschiedene Curven, die bezüglich den beiden Flächen der p. und q. Ordnung 

Angehören« 

48. Es seien femer 

üu == 0, a\ = 0, a'^. = (0 

die Gleichungen irgend dreier gegebenen Flächen der n* Ordnung; dann stellt die folgende Gleichung 

0.+XO'. + fia", = 0, («) 

wenn X und ft beliebige Constanten bezeichnen ( — QO und +C0 aicht ausgeschlossen) irgend eine 
neue Fläche derselben Ordnung dar, welche der Bedingung unterworfen ist, dass sie durch alle 
DorchschnittsiMmcte der drei gegebenen Flächen O«» ü\ und Ü^\ geht, wobei die Ansiahl dieser 
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Durchs chnittspancte n^ beträgt. Es ist dkss aogeDSchemlieh , weil die letzte GleichaDg* durch die 

Coordinaten-Werthe jedes Punctes befriedigt wird, welche gleichzeitig die drei Gleichungen (t) 

befriedigen. 

Bezeichnen wir den ersten Theil der Gleichung (2) durch ( — yi2^^^.), «o erhalten wir die 

identische Gleichung: 

a. + Xß'a + fiö".+yß'"a =0, 

um auszudrücken, dass die vier Flächen Quj Q^n^ £t^^ii, Q^^^n durch dieselben n^ Puncte gehen. 

Wir können fenier unmittelbar nachweisen, dass jede Fläche, welche durch die fraglichen n^ 
Puncte geht, bei gehöriger Bestimmung von X und fi, durch die Gleichung (2) dargestellt wird. Es 
ist, mit andern Worten, diese Gleichung die allgemeine solcher Flächen der n. Ordnung, welche 
durch n^ gegebene Puncte gehen, indem unter den unendlich vielen Flächen, die dieser Bedingung 
unterworfen sind, irgend drei willkiihrlich herausgenommen und durch Üb, ö'« und ö"« be- 
zeichnet werden. 

Zur Particularisirung einer einzelnen Fläche, die durch die allgemeine Gleichung (2} dargestellt 
wird, ist die Bestimmung der beiden Coeflficienten % und ft nothwendig/ und diese sind ihrerseits 
bestimmt, wenn wir zwei neue Puncte der Fläche kennen. Für diese Fläche können wir, unbeschadet 
der Allgemeinheit, die Fläche ün nehmen, dann ist zur Bestimmung derselben nothwendig, dass wir 
zwei ihr^ Puncte kennen, welche nicht gleichseitig auf den beiden Flächen Q,^m und Q^. liegea. 
Denn , wenn wir die Coordinaten-W^erthe jedes dieser beiden Puncte nach einander in die Gleichung 
(2) einsetzen, so verschwindet beidesmal £tn, während Q^^ und Q,\ nicht verschwindende und 
endliche W^erthe erhalten, wonach sich zur Bestimmung der Fläche X = und fx = ergibt. Die 
Fläche wird also hier dadurch bestimmt, dass sie durch n' Puncte geht, die gleichzeitig auf zwei 
(beliebrgen) Flächen derselben Ordnung liegen, und ausserdem Boch durch irgend zwei ihrer Puncte: 
sie ist es andrerseits eben so vollständig durch (p (n) ihrer Puncte, für welche wir die letztgenannten 
beiden nehmen und ausserdem noch [<(>(n) — 2] willkührlich aus jenen n ^ Puncten auswählen können. 
Diese n"^ Puncte tragen also zur Bestimmung der Fläche nicht mehr bei, als jene [(pOO — ^^t woraus 
folgt, dass durch diese letztere Anzahl von Puncten die an der Anzahl von n^ Pnncten noch fehlenden 

Puncte der Fläche vollkommen bestimmt sind. 

Alle Flächen der n. Ordnung, welche durch [<^(n) — 2] gegebene Puncte gehen, 
schneiden sich überdiess noch in [n^ — <^(n)+2] neuen festen Puncten. 

Die Bestimmung dieser Puncte hängt von der Auflösung einer Gleichung ab, deren Grad durch 
die Anzahl derselben bestimmt wird. 

Beispielsweise schneiden alle Flächen der zweiten 'Ordnung, welche durch sieben gegebene 
Puncte gehen, sich ausserdem noch in einem achten festen Punct, und dieser ist durch die sieben 
gegebenen auf lineare Weise bestimmt. Alle Flächen der dritten Ordnung, welche durch 17 
gegebene Puncte gehen, schneiden sich ausserdem noch in 10 andern festen Puncten. 

Insbesondere können auch die Flächen n. Ordnung sich in Systeme von Flächen niederer Ordnung 
auflösen , Flächen der zweiten Ordnung zum Beispiel in Systeme von zwei Ebenen. Drei solcher 
Systeme schneiden sich in acht Puncten, welche die Ecken eines Körpers bilden, der, wie ein vier- 
seitiges Prisma , von sechs Vierecken begränzt wird. Solche acht Puncte sind also als die Durch- 
schnittspuncte von unendlich vielen Flächen der zweiten Ordnung anzusehen, in der Art, dass jede 
Fläche dieser Ordnung, welche durch sieben dieser Puncte geht, zugleich auch den achten Punct enthält. 
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49. Ein anderer Beweis des vorstehenden Satzes liegt in den nachstehenden Bemerkungen. 

Zur Bestimmang* der n^ Durchschnittspunote der drei Fläehen (1) sind irgend drei der dnroh die 
allgemeine Gleichung (2) dargestellten Flächen hinreichend« Jede dieser Flächen hängt aber, mit 
Rücksicht auf die beiden willkührlichen Constanten X und ft, nur von [(pM — t] Constanten ab, 
was zur Bestimmung der n^ Durchschnittspuncte im Ganzen 3[(^(n) — t] Constante gibt. Diese 
Constanten, und somit die n^ Durchschnittspuncte sind vollkommen bestimmt, wenn insbesondere 
irgend [(p(n) — 2] derselben gegeben sind. 

Zugleich ist ersichtlich, dass zur Bestimmung der fraglichen n^ Durchschnittspuncte nicht noth- 
wendig [<p(n) — 2] derselben gegeben sein müssen, sondern dass auch bloss Z[(p(n) — 2] lineare 
Bedingungs-Gleichungen zwischen den Coordinaten der n^ Durchschnittspuncte gegeben sein können. 
Bei der Uebertragung der Resultate dieses Paragraphen auf Flächen der zweiten Ordnung werden wir 
in die Discussion dieses neuen Gesichtspunctes eingehen, hier aber die bezügliche Verallgemeinerung 
des Satzes der vorigen Nummer nicht weiter verfolgen. 

50. In diesem Satze kann jeder gegebene Punct durch irgend eine lineare Bcdingungs-Gleichung 
zwischen den Constanten der allgemeinen Gleichung der Flächen der n. Ordnung vertreten werden, 
iivonach die folgenden Sätze sich ergeben. 

AUeFlächen der ».Ordnung, welche [<]^(n) — 2] linearen Bedingungs-Gieichungen 
unterworfen sind, gehen durch dieselben n^ Pnncte. 

Alle Flächen der n. Ordnung, welche durch m Puncto auf lineare Weise bestimmt 
sind, schneiden sich, wenn sie durch (m— 2) gegebene Puncte gehen, überdicss noch 
in denselben (fi^ — ni + 2) Puncten. 

51. Es sei, indem wir 

p + q = r + s = n 
nehmen , 

wonach die Gleichung (2) in die folgende übergeht: 

Xla + XiapQf-f fißra. e= 0. {3) 

Alsdann bestimmen [(^(n) — 2} Durchschnittspuncte der Fläche 12» mit den beiden Flächen-Svstemen 
i2p und X2„ ür nnd Hu fortwährend noch die übrigen [n' — (p(n) + 2} Durchschnittspuncte. In 
denselben sämmtlichen n^ Durchschnittspuncten schneiden sich zugleich auch alle Flächen, welche, 
bei beliebiger Annahme von X und u, durch die vorstehende Gleichung (3) dargestellt werden. 

Es zerfallen hier die n^ Durdischnittspttncte in vier Gruppen von bezüglich nq^f nps^ nqr und 
npr Puncten, welche bezüglich die Durchschnittspuncte der drei nachstehend in Gruppen zusammen- 
gestellten Flächen sind : 

i2.,12,,Q.; a.,12p,i2.; 12.,12q,a,; aB,12p,X2r. 
Um auszudrücken, dass durch die gegebenen [<^C^)— 2] Puncte das System einer Fläche der 
p. und einer Fläche der q. Ordnung gehe, ist es hinreichend anzunehmen, dass \fi>(n) — <P(j>) — 2] 
dieser Puncte auf einer Fläche der q. Ordnung liegen, weil alsdann durch die übrigen <^(p} gegebenen 
Puncte immer eine Fläche der p. Ordnung sich legen lässt. Ferner geht durch dieselben gegebenen 
[(^(it)— 2] Puncte das Sjstem einer Fläche der r. und einer Fläche der s. Ordnung, wenn von 
diesen Puncten [f{n)^<p{r) — 2] auf einer Fläche der 9. Ordnang liegen, weil alsdann dnrch die 
übrigen <p{f) Puncte immer n«eh eiaa Fläche der r. Ordnung sich legen lässt. Hiemach konunen 
▼OB den gegebenen Durchsehidttspiiacten 
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auf die Gruppe nqi^ ferner <^(p) aof die Grappe nps und (p(r) auf die Gruppe nqr. 

Wir wollen zunächst von den beiden Flächen il^ und ü, abstrahiren; dann sind, nach dem 
Vorstehenden, die Dnrchschnittspuncte der drei Flächen 

üa = 0, ö, = 0, ö. = 0, 

deren Anzahl nqs beträgt, sämmtlich bestimmt, wenn irgend 

<p(fO — <pin-q}^<pCn—s}—2 (4) 

derselben gegeben sind. Nur wird hierbei vorausgesetzt, dass, wenn die Flächen Q^ und Q» bestimmt 
sind, dadurch auch die zugehörigen Flächen X^p und X2r vollkommen bestimmt werden, oder mit 
andern Worten, dass die Functionen Q,p und Qt in der Gleichung (3) nicht mit andern derselben 
Ordnung vertauscht werden können, ohne dass die Gleichung selbst sich dadurch ändert. Es ist aber 

mpÖ, + ^ß, ß, = X (ßp + a|iß._,_. ß. ) ß, + ft (ßr — aXß—,-. ß,) ß. , 
und wenn wir der Kürze wegen 

ßp -4- O-fißn-^— aßg ^ ß'p, 
ßr + 0'Xß..,-.ßq = ß^ 

setzen, geht dadurch die Form der Gleichung (3) in die folgende über : 

ß. + Xß^pß, + fiß^ ß. = 0. 

Wenn n<Cq+Sj so findet diese Umformung nicht Statt; die beiden Fl&cbra ßp und ßr lassen 
sich dann nicht mit andern vertauschen und verlangen zu ihrer Bestimmung die volle Anzahl von 

Constanten. Für diesen Fall gilt die obige Zahl-Bestimmung. Wenn aber n^q+Sj so hängt die 
Bestimmung der beiden Flächen ßp und ßr von so viel Constanten weniger ab, als die wlllktthrliehe 
Fanction o-ßB-^—. enthält, nemlich nur von 

So viele von den gegebenen [<^(n) — 8] Puncten sind also auch zur Bestimmung dieser beiden Flacben 
hier hinreichend, so dass wir die übrigen 

unter den nqs Durchschnittspuncten der drei Flächen ßm, ß, , ß. annehmen müssen, um dadarch 
die übrigen 

2 '^ 

dieser Durchschnittspuncte zu bestimmen. Mit diesem zweiten Falle können wir endlich auch da 
dritten Fall, dass n =zq^Sj zusammenfassen, indem alsdann ^Pin^-q — s) auf Null sich redncirt. 

Wir sind hiemach za dem aachstehjpnden Satze gekngt: 

Drei Cnrven der n., q. und s. Ordnung (wir wollen voraussetzen, dass die fcdchste 
dieser Ordnungen die n. sei) schneiden sich im Allgemeinea in nqt Paneten: 

1^ in dem Falle, dass n<iq + s, sind, weqn von diesen Durchschnittspuncten 
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gegeben«8ind, dadurch die fibrigen 

▼ollkommen bestimmt; 

S®. in dem Falle, dass n'^q+s^ sind, wenn von den nqs Durchschnittspancten • 

gegeben sind, dadurch die übrigen 

qsCq + s — i) 

2 "^^ 

vollkommen bestimtoit. *) 

52. Mir gelangen auch zu denselben Resultaten, wenn wir, unter der Annahme, dass die beiden 
Flächen üq und & gegeben sind, die Constanten der Gleichung (3) zählen, wobei sich, je nachdem 

n<Cq + s oder n^q-^-s, Zahlen ergeben, welche die durch die Ausdrücke (4) und (5) gegebenen 
Zahlen um zwei Einheiten übertreffen, und dann den letzten Satz der 50. Nummer in Anwendung 
bringen. Das Resultat, das auf diese Weise unmittelbar gewonnen wird, enthält der folgende Satz. 



*} Bezeichnen wir die Anauthl derjenigen Puncte^ welche bezüg^lich im ersten und ZAveiten Falle des Satzes 
von den gegebenen Puncten bedingt werden^ durch Jtf und Ny wonach 

nqi—<p(n)+<p(n—q}+(f>Cn—8} + 2 = M, 
nqs—f 00 + (p(n—qj + (p(n—i)—(pCn—q--'€^ + l = N, 

■0 ergibt sich 

M 5= N+f(H—q—s)-\-l. 

Es ist aber 

<!>(«— J-0+1 = j— j— ; 3 , 

wenn also 

n = q + s—iy 

n — y+#— 2, 

ff = }+« — 3, 
so ergibt sieh 

M = N. 

Wir können hiemach den zweiten FaU des Satzes^ wo die Anzahl der bedingten Ptincte N oder 

q±£q + S—4^ 
2 "^ 

betragt^ in der Art musdehnen, dass wir voraussetzen^ es sei bloss 

ny-q+s — 4. 

In dieser Voraussetzung ist die Anzahl der bedingten Pnncte unabhängig von n, der Ordnung der 
ersten Fläche. Ist beispielsweise 

g = 6, ^ = 5, 

so ergibt sich 

« > 7, iV t= 106, 

11 = 7, 3/ =105, 

11=6, Jlf=10«. 
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Alle Flächc'D der it. Ordnang, welche, wenn n-^Cq+s, durch eine Anzahl von 
_ <p(n)—<P(n—q}—tpin—sy—9, 

and, wenn n^q + t, darch eine Anzahl von 

«?* 2 ■_ 1 

j^ nieten der Durchschnitts-Carve zweier gegebenen Flächen der q! und s* Ordnung 
g^hen, schneiden sich überdiess noch, im ersten Falle in denselben 

nqs—((>(n) + <p {n~q) + <f> (n— #) + 2, 
und im zweiten Falle in denselben 

qs{q + s—A) 

i "^ 

neuen Puncten jener Durchschnitts-Curve. 

Wir können den Resultaten dieser Nummer eine viel grössere Ausdehnung geben, wenn wir die 
gegebenen [<^(fi) — 2] Puacte auf andere Weise auf die vier Gruppen von bezüglich nqs, npSj nqr 
und npr Puncten vertheilen, als wir vorstehend gethan haben. Doch das würde uns hier zu 
weit führen. 

53. Nehmen wir insbesondere « =: 1, so ist die dritte Fläche eine Ebene und die Durchschnitte 
der drei Flächen sind die nq Durchschnittspuncte derjenigen beiden ebenen Curven der n. und q. 
Ordnung, in welcher die Ebene von den beiden ersten Flächen geschnitten wird. Wenn also 

Durchschnittspuncte dieser Curven (der allgemeinen Curven ihrer Ordnung) gegeben sind, so sind 
die übrigen 

2 

Durchschnittspuncte dadurch gleichzeitig bestimmt. (Theorie der algebraischen Curven, S. 10.) 

Nehmen wir ^ = 2, so werden die ebenen Curven des vorstehenden Satzes durch solche ver- 
treten, die auf einer Fläche der zweiten Ordnung, beispielsweise einer Kugel, beschrieben sind, und 
die gleichzeitig auf Flächen der n. und 9« Ordnung liegen. Von den 2nq Durchschnittspuiicten zweier 
solcher Curven sind 

?(?-«) + ! 
durch die übrigen bestimmt. 

54. Die analytischen Entwickelungen der letzten 10 Nummern, die wir in dem Vorstejienden 
unter der Voraussetzung von Punct-Coordinaten geometrisch gedeutet haben, können wir auf gleiche 
Weise auch in der Voraussetzung von Plan-Coordinaten deuten, und gewinnen alsdann die- 
jenigen neuen Resultate, die wir auch unmittelbar aus den bereits gewonnenen durch Anwendung des 
Princips der Reciprocität ableiten können. 

Alle Flächen der n. Classe, welche [<^(n)--l] gegebene Ebenen berühren, oder 
die überhaupt [(^(fi) — 1] linearen Bedingungs-Gleichungen unterworfen sind, werden 
von derselben Abwickelungsfläche umhüllt. (44, 46.) 
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Beispielsweise werden also alle Flächen der zweiten Classe (und Ordnung}, welche acht 
geg^ebene Ebenen berühren, von derselben Ab wickelnngsfiäche umhiillt. Wenn insbesondere die acht 
gegebenen Ebenen zu vier und vier in demselben Puncte sich schneiden, oder auch, wenn fünf der- 
selben einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunct haben , so gehört offenbar ein System von zwei 
Puncten zu den fraglichen Flächen zweiter Classe iiild die Abwickelungsfläche ist alsdann ein System 
von zwei Kegelfiächen aweiter Ordnung« 

55. Eine Abwickelungsfläehe, welche [<(>(n) — 1] gegebene Ebenen beriihrtj 
umhüllt unendlich viele Flächen der n. Classe. Wenn von jenen gegebenen Ebenen 
\fp{p)+hi] eine Fläche der p. und die übrigen [<^(«) — 9^(p) — * — 1] eine Fläche der 
g. Classe berühren, so gehört zu jenen unendlich vielen Flächen der n. Classe 
Insbesondere auch ein Sjstem zweier Flächen der p. und j. Classe, und/die Ab- 
wickelnngsfläche zerfällt in zwei verschiedene, welche einzeln die beiden letzt- 
genannten Flächen ier p. und q. Classe umhüllen« (47.) 

Es ist hierbei n = p + q und überdiess 

h<f(n)-<f>(p^-<f>iq). 

Setzen wir insbesondere A = 0, so folgt, dass alle Flächen n. Classe, die mit einer gegebenen 
Fläche der q. Ordnung [c^ (n) — <p(n — 9) — 1] gemeinschaftliche Tangential-Ebenen haben, ebenso 
wie die letztgenannte Fläche von derselben Abwickelungsfläche umhüllt werden. 

Setzen wir » = 2, p= 1,9=1, wonach A = 1 oder i = 2 genommen werden kann, 
so kommen wir auf dieselben Particularisationen , za denen wir am Ende der vorigen Nummer 
gelangt sind. 

56. Alle Flächen der n* Classe, welche [(p(n) — 2] gegebene Ebenen berühren 
oder überhaupt [^(n)— 2] linearen Bedingungs-Gleichungen unterworfen sind, 
berühren ausserdem noch [n^ — <^(n) + S] fest« Ebenen. (48, 49.) 

Alle Flächen der zweiten Classe und Ordnung, welche sieben gegebene Ebenen berühren, 
berühren ausserdem auch noch eine achte feste Ebene, die durch die sieben gegebenen auf lineare 
Weise bestimmt ist. Wenn wir insbesondere drei Systeme von zwei Puncten statt Flächen zweiter 
Classe nehmen, so bilden diese die drei Paare gegenüberliegender Winkelpuncte eines Oktaeders, 
dessen acht Seiten-Ebenen, indem sie durch je drei Puncte der drei Systeme gehen, als gemein- 
schaftliehe Tangential-Ebenen von diesen zu betrachtai sind. Es lassen sich demselben Oktaeder 
noch unendlich viele Flächen der zweiten Classe einschreiben, in der Art, dass jede Fläche dieser 
Classe, welche sieben der acht Seiten-Ebenen berührt, nothwendig auch die achte berühren mass. 

57. Drei Flächen der n.^ q. und 4. Classe (wir nehmen n grösser als 9 und^) haben nq$ 
f^emeinschaftliche Tangential-Ebenen. Diese Tangential-Ebenen sind vollständig 
bestimmt: 

W in dem Falle, dass ikCj+^v venn irgend 

<p{n)—tpin-'q)—<pin-s)''%y 
and __ 

2^. in dem Falle, dass ny>q+€j wenn irgend 

g^(y + #-4) 
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dlerselben gegeben sind, in der Art> dass alle Flächen der tu Classe, welche die jedesmal gege- 
benen Ebenen berühren, gleichzeitig sämmtlich dieselben nqs gemeinschaftlichen Tangential-Ebenen 
haben« (51.) — 
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der Flächen zweiter Classe. 



-O^OK)- 



S- 1- 

der aUsemelneii li0iii#s^iieii Vunetlon des swelten Orades 
Bwfaiebeii Tier Terftnderllelieii CirSMen. 



1. Es sei 

Ap*' + A'q2 + A"r 2 + A^'s^ + 2B"pq + 2B'pr + 2Bqr + 2Cps + 2C'q8 + 2C"rs (1) 

die allgemeine homogene Function des zweiten Grades zwischen den vier veränderlichen GrOssen 
p, q, r and s. Im Allgemeinen können wir alsdann drei constante Grössen a, ß^ y auf einzig'e 
Weise so bestimmen, dass aus dieser Function, die wir der Uebersichtüchkeit wegen durch Q 
bezeichnen wollen^ wenn wir in dieselbe 

p + as, q + ?s, r + ys 

bezüglich Tür p, q, r einsetzen, diejenigen Glieder, welche diese drei Veränderlichen nur in der ersten 
Potenz enthalten, ausrallen, so dass die allgemeine Form der Function 12 in die folgende übergeht: 

Ap*^ -f A'q'^ + A"r« +2B"pq +2B'pr + 2Bqr + <r8«, 

die wir, indem wir die ersten sechs Glieder, welche sich auch in der ursprünglichen Form schon 
vorfinden, in das Sjmboi ü, zusammenfassen, auf nachstehende Weise schreiben wollen : 

a,+*r82. (2) 

Es bedeutet hierbei a einen, im Allgemeinen, vollkommen bestimmten Coefiicienten. 

Weiterhin können wir in der Function Q^, welche die allgemeine homogene Function des 
zweiten Giadea zwischra bloss drei Veränderliehen ist, die beiden nur mit der ersten Potenz von p 
und q bekafieten Glieder loiHselitffen, wemi wir, bei geliöriger, auch hier wiederum linearer Be- 
Stimmung' zweier conabMlen GoeSicieoten a^ und ^^ 

p+a'r, q + ^r 

an die Stelle von p und q einsetzen. Dann ergibt sich, wenn wir die drei Glieder Ap^ + A^q^ +2B^^pq 
in das Sjmbol H^^ zusamnienfassen, statt der ursprOnglichen Function Q. , nun : 

%,+pr«+o»S (3) 

wobei der Coefficient p wiederum^ im Allgemeinen, vollkommen bestlinmt i«t. 
Endlich können wir in 12^^,, wenn wir 

'p + a"q 

an die Stelle von p einsetzen und a^' gehörig bestimmen, das mit pq behaftete GHed fortschaffen 
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und erhalten dann endlich, ' wenn wir zngleieh zur Unterscheidung p, q, r und s durch P, Q, R und 
S ersetzen, statt der ursprünglichen Form die folg'ende : 

^P2+xQ« + pR« + <rS2. (4) 

Hierbei ist x yolikommen bestimmt und zugleich haben wir, der Symmetrie wegen, ^ an die Stelle 
Ton A geschrieben. 

Wir können die in dem Vorstehenden angezeigten successiven Substitutionen zusammenziehen 
und unmittelbar durch die nachstehenden Yier Gleichungen 

s = S, • 
r = R+yS, 

Ton der ursprünglichen Form (1) zu der Form (4) übergehen. Andrerseits können wir asch aus 
diesen Gleichungen die folgenden ableiten: 

S = s, 

B SS r — 7S, 

Q = q^^'r-.(?-.^'y)s, W 

P = p-a"q — (a' — a^'^Or — (a— a'y — «"? + a^y)s, 
um die neuen veränderlichen Grössen P« Q, R und S durch die ursprünglichen p» qi r und s aus- 
zudrücken. 

2. Der Uebergang von der ursprünglichen Form (1) au der Form (4} hängt von den sechs 
Constanten a, §^ 7, a^, ß'j a" ab. Wir wollen zuvörderst uns mit der Bestimmung der drei ersten 
beschäftigen und zu diesem Ende für einen Augenblick 

as = p', ^s = q', ys = r' 
setzen, und während 

sei insbesondere: 

ö'=f(p',q',r',8). 

Bei dieser Bezeichnung kommt, wenn wir nach der Taylor'schen Reihe entwickeln: 

f(p' + P, q' + q, '"+r,s) = a'+(^^.p + ^.q + -^.rj + ö„ (7) 

wobei wir wiedenim O, in der Bedeutung der vorigen Nnronver nehttieii, indem wir in dieses S^bd 
alle Glieder, weiche p, q und r in der zweiten Potenz enthalten, miX denen die Entwickdmg selbiC 
abbricht, zusammenfossen. Zugleich haben wir, weil A^ eine homogene FflMtfoH des zweiten Grades 
von p^ q^ x' und s ist, nach bekanntem Thsorem, die nachstehende identische Gleichung: 



ida^ da^ da^ da' / 



Bollen aus der Function (7), wie es die vorige Nummer fordert, die ersten Potenzen von p, \ 
und r fortfallen, so erhalten wir xiir BestimmMing von p', q' und r' die folgenden drei Gleichungen: 

wonach sieh der Werth der Function SL* sogleich auf 
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du' 
ds 
redttcirt. 

Entwickeln wir die in dem Vorstehenden vorkominenden partiellea Differeolial-Coefficienten , so 
ergibt sicli 

Va ^ = Ap'-f-B'Y + BV+Cs, 

dß' 
y« — = B"p' + AY + «1^+ C's , 

y« -^ = By H- Bq' + A'V + C"8 , 

ya-J^ = Cp'+ CY+ C"r' + A"'8. 

^^\r erhalten also y wenn wir für p', q' und r' ihre obigen Werthe as, ^s and ys wieder einsetzfeft, 
zur Bestimmung' Ton a, ß^ y die folgenden drei Gleichungen: 

Aa + B"^ + B'y+e =0, 

B"a + A'^ + By+C' = 0, (8) 

B'a + B^ + A'V+C"=0, 
and überdiess kommt: 

indem wir 

ff = Ca + C';3+C'V+A"' C9) 

setzen« Hiemach reducirt sieh die Function (7) auf 

ö, + ff8^. 

3. Wir wollen, des leichtem Ueberbilcks wegen, die nachstehenden Abkürzungen einführen: 
AA'— B"-^ = S", AA"— B^« sS', A'A" - B^ s B, 
A"B''— BB'= ^2,, A'B'~BB"=W,3, AB — B'B" =*oi» 
AA'A" — (AB« + A'A'« + A"B"0 + ^BB'B^' = 03. 
Dann erhalten wir, in Folge der Gleichungen (8), für a, ß und y die folgenden Ausdrücke: 

-^ 0; ' 

^ = 0; ' 

und, wenn wir diese Werthe in C9D substituiren, ergibt sich: 

A'"03 + SC« + S'C« + •äf'Q'ii - 2* j 3 CC — 2*, 3CC« — 8*oiOC« 

"^ 0; -; • 

Bezeiehnen vir den Zähler in diesem WetAe von v durch $, so kommt: 
und- es ergibt sich, wenn wir diesen Zähler entwickeln : 
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O = AA'A"A"'- |AA'C"* + AA"C'^+A'A"C«+AA'"B*+A'A'"B'« + A"A'"B''«j 
+ 8 |ABC'C"+A'B'CC"+A"B"CC' + A'"BB'B"| 
— 2 1BB'CC' + BB"CC" + B'B"C'C"( 

+ |B2C* + »'2C'» + B"«C"*|. 

Der Ausdrack, welchen wir durch 03 bezeichnet haben, ist sjuimetrisch in Beziehung aaf die 
den drei Veränderlichen p, q und r auf gleiche Weise entsprechenden Coefficienten der nrsprong- 
lichen Function 12, so dass derselbe bei einer beliebigen Accent-Yertaaschung anverändert bleibt. Der 
Ausdruck, den wir durch <P bezeichnet haben, ist symmetrich in Beziehung auf die den yier Terschie- 
denen Veränderlichen p, q, r und s auf gleiche Weise entsprechenden Coefficienten der ursprung- 
lichen Function Q. *) 

4. Es sei ferner 

a'r = p", ^'r = q", 

und während wir überhaupt 

Ö, =F(p,q,r), 
setioi) insbesondere : 

ö',=F(p",q",r). 

Alsdann ergibt sich, wenn wir nach der Taylor 'sehen Reibe entwickeln: 

F(p'' + p,q-+q,r)=ß',+ (^^;.p+— \q+— '.rj+O,, 

wobei wir, wie in der 1« Nummer, 

Ap* + A'q'^ + 2B"pq = ö„ 
setzen. Damit aus der vorstehenden Entwickelung die ersten Potenzen von p und q ausbllen, miissen 
wir p^^ und q^' durch die folgenden beiden Gleichungen: 



Der Ausdruck <(> bleibt nemlich unverändert^ wenn wir gleichseitig die beiden Coeffieienten in jedem der 
drei neben einander stehenden Paare einer der nacbfolgenden aeclis ZuMmnenstellungen mit einander 
gegenseitig vertauschen : 



A uDd A' , 


B und B' , 


C und C ; 


A „ A'S 


B „ B'S 


C n C'U 


A' A" 


B' „ B'' , 


C „ C''5 


A ,j A , 


B«„ C, 


B' „ C"; 


A' „ A'", 


B«„ C , 


B „ C''5 


A"„ A% 


B' „ C , 


B „ C'5 



Diese Coefficienlen- Vertauschung entspricht einer Vertanschung je zweier der vier Verioderlichcn. Wir 
sind liier nicht mehr^ wie in dem Falle von bloss drei Verinderlichen^ im Stande^ die firagUche Symmetrie 
durch verschiedene einfache Ma^en^ die den verschiedenen Coefficienten angehängt werden^ hervortreten 
SU lassen. Wir konnten diess bloss durch doppelte Marken. Bezeichneten wir cum Beispiel jeden Cocfi- 
cienten durch die beiden Veränderlichen^ welche er multiplicirt^ und die wir hier als blosse Marken ansehen, 
also A durch pp^ A' durch qq, B durch qr oder rq^ C durch ps oder sp^ und so weiter, so erhielten wir: 

*=.ppqqrrss— !ppqq(rs3«+pprr(q8)a+ppssCrq)2+qqrr(ps)2+qqs8(pr)«+rr8sCpq)*l 
+ 2 Ippqrrssq+qqprrssp+rrpqqssp+sspqqrrpl 
— Slpqqrrssp + prrqqssp-f-prrssqqpl 

+ )(pq)Hrs)2 + (pr)Hq8)' + (ps)Hqr)^| ; 
ein Ausdruck, der unverändert derselbe bleibt, wie wir auch die vier Marken p, q, r nnd s mit er einander 
vertauschen mögen. 
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dp" — "' Jq" "' 

bestimmen. Da 12^/ eine homogene Function des zweiten Grades von p", q" and r ist, so hat 

man überhaupt: 

i dü', dö' dö', i 

und hier insbesondere, mit Berücksichtigung der vorstehenden beiden Gleichungen: 



dö' 



Entwickeln wir, so kommt: 



Va -j^ = BV'+AY'+Br, 

folglich, wenn wir Ar ^" nnd q^^ wiederum a't und ^V einsetzen, zunächst 

B'V+A'^'+B = 0, 



woraus sidi ergbt: 



A'B'— BB" W„ 





AA'— B"* ~ S, ' 


Dann ist femer: 
indem wir 


AB-B'B« Wo, 
^ ~ AA'-B"* ~ gj • 

ß', =: (B'a' + ß^'-f-A'Or* = prS 
BV+B^'-f A'' = P 



setzen. Substituiren wir in den vorstehenden Ausdruck von p für a^ und ^^ die obigen Werthe, 

8o kommt: 

A"(AA^— B"0 — (A^B^--BB^OB^--(AB^B^B^OB _ 0s 

^r AA' — B"^ ~ »/ 

Wir erhalten hiemach statt der Function Q, nun die folgende: 

In weicher der neue Coeflicient p durch das Vorstehende, im Allgemeinen, vollkommen bestimmt ist. 

5. Es sei endlieh 

a"q = p'", 
nnd, indem wir 

^►Ö,, = f(p, q) 
setzen, insbesondere: 

a'„ = f(p%q). 
Dann kommt: 
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Damit p in der ersten Potenz aasfalle» setzen wir 



= 0. 



dp"' 
Da Q.'ff eine homogene Function des zweiten Grades von p"' und q ist, so kommt überkaapt 



\ dß' . dö'., } 

and hier insbesondere, mit Beriicksichtigang der vorherg-ehenden Gleichung', 

Entwickeln wir, so ergibt sich: 

y«Äi ^B'V'^-i-A'q, 

und also, wenn wir a^'q für f"' schreiben: 

Aa" + B" =0, 
mithin 

und 

Ö'^ = (B"a" + AOq^ = «qS 
indem wir 

X = B"a" + A' = , = ^ 

A A 

setzen. Wir haben hiernach also die Function Q.,, in die folgende: 

Ap*-|-xq"^ 

verwandelt und zugleich den Coefficienten x bestimmt. 

6. Wenn wir die Entwickelungen der vorstehenden Nummern zusammenfassen, und uns, wie 
in der ersten Nummer dieses Paragraphen, zur Unterscheidung, der Buchstaben des grossen Alphabets 
bedienen, so kommt: 

a = AP'2 + -r^.Q* + ^.R2+;^.SS 
A ».2 fc>j 

oder auch: 

Ö = orP-^ +xQ2 + pRi + crS« , 

indem wir, der Kürze wegen, 

H, 03 ^ 

. = A, x=-, p = g., 0^ = -, 

setzen. 

Für die Unterscheidung der verschiedenen Fälle, welc|e die Function Q, darbieten kann, sind die 
Zeichen der vier Coefficienten tt, x, p und o* characteristisch. Zuvörderst bemerken wir, dass 



Es treten ans hier zwei coordinirte Haaptfälle entgegen. W>nn nemlich 

^ <r 0, 



%. L Discamion der allgemeinen Function a. 55 

«0 stimmeii drii der vier Coeflfeienten im Zeichen tiberein, \rftiirend der vierte im Zeichen abweicht» 
Dadurch wird der erste Hauptfall angezeigt, für den wir hier keine weitern Untersoheidungen 
erhalten. 

Dem zweiten Hanptfalle entspricht: 

und umfasst swei coordinirte FUle. Es können erstens alle Coefficienten im Zeichen ttbereinstimmen. 
Dann ist nothwendig und hinreichend, dass das Product je zweier auf einander folgender Coefficienten 
positiv sei. Diess gibt, da 

TTX = Äi, xp = — = -^ , per = — , 

neben der vorstehenden, noch die folgenden beiden Bedingungen: 

Bi > 0, 
A03 > 0. *) 

In Lesern Falle wird die ursprüngliche Function bei keiner Annahme der vier Veränderlichen 
p, q, r und s gleich Null. 

Wenn zweitens die beiden vorstehenden Bedingungen nicht beide zugleich Statt finden, so 
haben zwei der vier CoeflQcienten positive, und die beiden übr^en negative Werthe. Um diesen Fall 
besonders hervorzuheben, können wir die folgende Form wählen: 

und dann ferner 

P+XQ = t, P — XQ = u, 

R+9«sv, R — yS=w, 

setzen, wonach 

a ^ tu + f*vw 

sich ergibt 

7. Den Uebergang zwischen den in der vorigen Nummer bezeichneten beiden Haupträllen bildet 

derjenige Fall, in welchem 

ip = 0, 

der dann Statt findet, wenn gleichzeitig* die folgenden vier Gleichungen befriedigt werden können : 

dö dö ^ da ^ dÜ 

d^ = ö' d? = «' d7 = ^' i;'^''- 

Dann reducirt sich die ursprungliche homogene Function von vier Veränderlichen auf eine homogene 
Function von drei Veränderlichen, und zwar ergibt sich bei unserer Umformungsweise 

ö = ^P2 + xQ* + pR2, 

wobei die drei Coefficienten n, x und p ihre bisherige Bedeutung beibehalten. 

Wir begegnen hier zwei coordinirten Fällen* Es können erstens alle drei Coefficienten im 
Zeichen übereinstimmen und dann können wir die bezügliche Function ü nur dadurch auf Null 



*> Wenn wir allen Coefficienten der Function 12 entgegengesetzte Zeichen geben ^ so andern wir dadurch 
nur das Zeichen der ganzen Function^ nicht ihre Natur. Hierbei behalten <^ und gi ihr Zeichen, wahrend 
A und 03 dasselbe wechseln. Darin liegt der Grund^ dass^ wShrend das Zeichen der Ausdrecke tP und 
gl für die Unterscheidung der fraglichen Function charaeteristisch ist^ das Zeichen von 9s diess nicbi 
•ein kann^ wohl aber das Zeichen von A®« es wiedcmoi wird. 
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bringen^ dass wir P, Q and R zagleich TerschwindeD lassen. Dieaem Falle ent^riek^ daas ndien 
der obigen Bedingungs-Gleicbung' auch noch die folgenden beiden Bedingongen erftlk werden : 

B, > 0, 
Aej > 0. 
Wenn zweitens diese beiden Bedingungen nicht befriedigt werden, so stimmen nur zwei Coeffi- 
cienten im Zei^^hen überein* Ais allgemeine Form, die diesem Falle ehtqHJeht, können wir die 
nachstehende nehmen: 

tu + f*v* = 0. 

8. Wenn, bei fernerer Particularisirnng, gleichzeitig die folgenden beiden Bedingung^-Gleichongen 
Statt finden: 

- = 0, ©3=0, 

so reducirt sich die Function Q auf: 

7rP2+-xQ% 

und dieser Ausdruck lässt sich, je nachdem ttx positiv oder negativ ist, also je nachdem 

pder S^ <0, 

in zwei imaginäre oder reelle Factoren des ersten Grades auflösen. Wenn also die beiden 
vorstehenden Bediugungs-Gleichungen befriedigt werden, so ist die ursprüngliche Function ebenfialls 
in zwei lineare Factoren zerlegbar; nur ist nicht zu übersehen, dass die erste dieser Bedingmigs- 
Gleichungen für zwei zu rechnen ist. Detan da &j in Folge der zweiten Beding'ungs-Gleichnng 
verschwindet, so muss <P den Ausdrndc 0^ zum Factor haben and dann mnss überdiess auch noch 

der andere Factor für sich verschwinden^ damit ~ Null werde. Der fragliche. Fall hängt also von 

drei-Beding'ungs-Gleichungen ab. 

9. Wenn zugleich : 

1- = «, 1 = 0. i=., 

und demnach zwischen den Coefficienten der nrsprüng^lichen Function drei Bedingungs- Gleichungen 
befriedigt werden, so reducirt sich die fragliche Function auf 

^PS 

so dass sie das Quadrat einer linearen Function ist. Die obigen drei ßedingungs-Gleichungen sind 
für sechs verschiedene zu rechnen; denn zuvörderst muss 0^, in Folge der beiden letztem dieser 
Gleichungen, sich in zwei Factoren auflösen, welche beide für sich verschwinden, und hiernach, in 
Fol^e der ersten dieser Gleichungen, O in drei Factoren, die alle drei, einzeln für sich genommen, 
gleich Null sind. Wir können hiernach auch 4>, 0j und S.2 bezüglich als unendlich kleine Grössen 
der dritten, zweiten und ersten Ordnung betrachten. 

10. Die Unterscheidung der beiden Hauptfalle der Function A, welche durch das Zeichen von 
iP bestimmt sind, lässt nichts zu wünschen übrig und hierbei ist a priV^rt ersichtlich , was früher 
direct nachgewiesen worden ist , dass <[> symmetrisch sein muss in Beziehung auf die den vier Ver- 
änderlichen glelchmässig entsprechenden Coefficienten, oder auch, was dasselbe heisst, unverändert 
bleiben, w^nn wir in der gegebenen Function Sl die vier Veränderlichen beliebig unter einander 
vertauschen. Aber anders verhält es sich schon bei den beiden Untecscheidangan des zweiten Falles 
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in der 6. Nammer. Hier treten neue Bedingnngtti aof, die nicht in Beiieliang auf alle vier Ver- 
inderlidiea «^mmetrisch sind and notliwendigerweise also auch durch andere eraetst werden IcOnnen. 
Die Absicht der nldisten Entwickelungen ist, vas hier aodi nuToilständig ist, zu ergänzen, um, was 
dadurch allein erreichbar ist, die möglichste Eleganz zo erreichen und zugleich alle Fragen j welche 
sieh an die Form der entwickelten Ansdrüclce knüpfen lassen, zu erledigen. 

Zu diesem Zwecke wollen wir die einzufahrenden neuen AbkOrzungen, zugleich mit den bereits 
angewandten, Obersichtlich zusammenstellen. Wir setzen: 

AA' — B''»sB„ AA'' — B'« = St, A-'A^'-B^sS; 
A"A^'— C'"sYj, A'A'«— C«sY,, AA^'-CIeY,*) L 

femer 

AB — B'B" 5 9o, , A'B'— Bß" = W, , , A'^B'' — BB' 3 W.j, ; 
AC'-^ CB« s Woa , A'C— C'ß"= W,, , A'"B«— CC = W,a ; 

AC«— CB'=Wo,, A''C— C'B'sWj,, A'"B' — CC's V,,; H. 

A'C"— C'Bs'F.o, A"C'— C"B = W4o, A'"B — C'C" = W,o; 
wobei die Aufeinanderfolge der beiden dem Symbole W beigefiigten Marken nicht gleiehgfiltig ist, 
and weiterhin: 

AA'A« — (AB* + A'B'« + A"B«*) +«BB'B« = 0, , 

AA'A'« — (AC'*+ A'C*+ A'^'B"«) +2CC'B" = j , 

AA'^A'" — (A(y'^+A''C*+A'"B'«)+ JCC'B' = 0, , "^ 

A'A«A'«— (A'C"*+A''C'*+A^«)+«0'<yils 0. 

Ef ergeben sich hier cuTQrderst die nachstehenden zw9lf identischen Gleichungen, von denen wir 
nur eine direct zu entwickeln brauchen, «m dann dnrdi Vertanschung alle zu erhalten: 

S,H,-(Vo,)'sA0„ BS, -CP.,)« = A'0,. BS, -CP„)» sA«0„ 

YB, -(W„)«sA0a, Y,S.,-(W,O*=A'0., YY, -(^3,)« = A'«0„ 

YB, -(Vo,VsA0„ Y,S, -(*„)* = A''0„ YY, -(*„)' = A'«0., "* 

. Y,B - CF, 0)« = A'0 , Y,B - (T,o)' = V'0 , Y,Y, - (W,o)* = A'"0. 
mid dann auf ähnliche Weise auch die folgenden zwQlf : 

Wo,'P,.+S,l'„sB''0„ 'PojW.j + YW,. sC0„ W„9r3,+Y.W„, = C0„ 
W«.Vii+J?,'P,.sB'0, , Vo.^.i+YW,» sC0,, W„'P„+Y,Wo,sC''0„ "•■• 
*,i>»*«+Ä»i«sB0, W,.*„ + Y,W4o«C'0, WaoW,o+Y,W,.sC''0. 

Dann bestehen ferner die folgenden sechs Relationen, indem wir zugleich sechs neue Sji^olt 
A einAhren: 

«'«C +W,,Cs9Fo*B +?.,B' s A,„ 

»•.C'+WoCsWo.B +V„B«sA,„ 

*, ,C«-|-Vi,C'= iF, oB' + W,oB'' s Ao„ 

V»iC"+W, ,B'= fo.C +1?, ,B'' = A, „ ▼• 

»liC^+V^B =¥,„€ -fWjoB« sAo,, 

f^C'+Wj.BsWioC+'Fjo»' 3A0,. 
Endlieh wollen wir noch 



•) FIr A"' baton wir ia den «fSteta B^wkktloagen den Backrtabe« D eiaftfühH. 
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SC —AojsA^j, Yl 

YB -A,, = A,„ 
Y,B'-Ao»sAo2, 
Y.B«— Ao, = Ao, 
setzen. Dann ergibt sich: 

Äa5'o.~Woi«'o$=AAj3, H,Woa-'Po»*o3sAA„, Y»?«, -5r^,*o, = AA,„ 
ÄÄo~*i,Vt,sA'A„, Stp^j -f.o^ijsA'Ao,, Y.W.j-WjoW.jSA'Aoj. -^ 
5'i^jo-W2iT«=A"A„, £tp,, -'P,oV2s=A"Ao„ Y,W.„-W,oVa, =A«Ao, , * 
Y'P,o -W„y, j = A'"A,„ Y.'F^.-W^o'Psj = A'"Ao, , Y,T,j-W3oV„ = A«'Ao« , 
ond schliesslich gelangen wir noch, indem wir den in der 3. Nummer fQr ^ gefandenen Werth: 

* = AA'A"A'''— }AA'C"*4-AA"C'^ + A'A"Ci+AA"'B«+A'A'"B'2+A"A'"B«2J 
+ « j ABC'C''+ A'B'CC" + A"B"CC' + A"'ßB'ß" | 
— 2 I BB'CC + BB^'OC' + B'B"C'C" ( 

+ j B«c* +ß'*c'« + B«*c"« j , vnr. 

berficksichtigen, za den nachstehenden vier identischen Gleichungen, von denen wir wiederam nur 
«ine direct za entwickeln brauchen, um alle Übrigen sogleich hinschreiben zu können: 

Ä,£,Y-Ä.(«'o,)*-E2(«oO''-YCPo3V +»Fo.9'ot9'o. =A'*, ' 
SS,Y^-SiV,,y -Äa(^„)«-Y,CP,3)«+»P,,tp^.9r^,=A'«*, 

SS,Yi-S(9ior -Ä»('P..)'-Y,(W,3)»4-«'F,o*2,9'*, =A«^*, ^*"'** 
YY,Yj-YCP,o)» -Y.CF„)«_Y,CP,J»+8W,„'P„W3, =A"''*; 
ond ebenso zu den folgenden sechs: 

03 0,-(Aa, )* = -=»*. 

0.01 - (Ais)' =^,*, 

0,0 -(A„)5 = H*, 

020,-(Ai2)'' = Y«>, 

0,0 -(Ao,)»=Y.*, 

0,0 -(AoO'sYj*. 
11. Wir haben in der 6. Nammer zur Bestimmung desjenigen Falles, wo die gegebene Function 
Q, durch keine Werthe der vier Veränderlichen auf Null gebracht werden Icann , die folgenden drei 
Bedingungen erhalten ; 

* > 0, ASs > 0, Äu > 0. 
Aus der eweiten Bedingung folgt, dass A und @j im Zeichen iibereinstimmen , und da wir dieselbe^ 
in Folge der ersten identischen Gleichung IV., auch unter der nachstehenden Form schreiben kOnnen : 

femer auch, dass mit S^ zugleich auch St positiv ist. Hiernach ergibt sich aus den beiden ersten 
Gleichungen L, dass A, A^ und A^^ im Zeichen fihcreinstimmen, and ebenso aus den beiden ersten 
Gleichungen IX., dass 63, 6^ und 0^ unter sich und also auch mit A, A^ und A'^ dasselbe Zeichen 
Laben. Weiterhin folgt hieraus und etwa aus der ersten Gleichung der zweiten Vertical-Colnnine IV.^ 
dass mit E^ zugleich auch S positiv ist, dann aus der dritten Gleichung IX., dass auch mit 63^ 
02 und 0g im Zeichen fibereinstimmt, femer aus den drei letzten Oleichungen der 6rei Votical- 



IX. 
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Coiamnen IV., dass auch Y, Y^ ond Y^ positiv siod, und endlich aus einer beliebigen 4er drei 
letzten Gleiebangen L, dass A'^^ mit A, A' and Af^ dasselbe Zeichen hat. Hiemach Mitsprechen dem 
fraglichen Falle die nachstehenden Bedingan^en: 

O>0, 
Ä>0, ,g|>0, 5a >0, 
Y>0, Y,>0, Ya>0, 

and fiberdiess stimmen die Ausdräckc 

©J, 02f ©4, 
anter sich und mit den Coeffieienten * 

A, A', A", A'" 

im Zeichen flbcrein. 

Nach dem Principe der Symmetrie hätten wir diese vollständigen Bedingungen aas den drei 
hinreichenden der 6. Nummer sogleich ableiten und hipschreiben können. 

IS. In dem Falle, dass die homogene Function von vier Veränderlichen Q, auf eine homogene 
Function von bloss drei Veränderlichen sich reduciren lässt, ist nach der 7. Nummer: 

* = 0, 

ond demnach stimmen, in Gemässheit der Gleichungen IX., die Wertbe von 

©3 1 021 ©I» © 

im Zeichen fiberein. 

Daneben bestehen die Bedingungen der vorigen Nummer , wenn die Function Q» nur durch das 
gleichzeiitge Verschwinden der drei neuen Veränderliehen auf Null gebracht werden kann. 

18. Wenn die homogene Function von vier Veränderlichen Sl auf eine homogene Funetios 
von bloss zwei Veränderlichen sich reduciren lässt, so ibestehen nach der 8. Nummer die beiden 
Bedingungs-Gleichungen : 

In Folge dieser beiden Gleichungen müssen zuvörderst 4» und ©3 gleichzeitig verschwinden. Dann 
gibt die erste der identischen Gleichungen IX. : 

A„ =: 0. 
Wenn ~ ebenfalls rerschwinden, oder, was dasselbe heisst, wenn 63 ein unendlich Kleines der 

zweiten Ordnung sein soll, so folgt aus derselben identischen Gleichung, dass überdiess auch : 

04 = 0. 
Wir körnictt also fQr die hinreichenden, in der eben angeführten Nummer angedeuteten, Bedingungs» 
Gleichungen die folgenden nehmen: 

* s=s 0, ©3 = 0, ©4 = 0. 
Vollständig ergibt sieh auf dem bisher eingeschlagenen Wege: 

* = 0, 

©3=0, ©a = 0, ©1 ac 0, © = 0. 
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Zvgleich iat 

A23=0, A^3=:0, Ao, =0, A,, «0, Aoj«0, A^t » 0, 
und ans den identischen 6Ieichangen';IV. folgt, dass die Werthe der AasdrBeke : 

^ H,, S., H. Y, Y,, Y,, 

im Zeichen Übereinstimmen; and zwar sind nach der angezogenen Nammer alle positiv oder negatiT, 
je nachdem die Factoren, in welche, der fraglichen Voraussetzung entsprechend, die Function Q, sich 
auflösen lässt, imaginär oder reell sind. Im erstem dieser beiden FäOe stimmeB, in GemäaslMii 
der identischen Gleichungen Ii, die vier Coefficienten 

A, A', A", A'" 
im Zeichen fiberein. 

Die obigen drei hinreichenden Bedingungs-Gleichungen kOnnen wir durch folgende drei einfadiem 
ersetzen : 

A.,3 == 0, A„ = 0, Ao2 — 0. •) 

14. Wenn [endlich die Function 12 auf das Quadrat einer einzigen linearen Function sich 
rednciren Usst, so ist nach der 9. Nummer: 

^=.0. ^=0. ^=0. 

Nach den beiden letzten dieser drei Gleichungen verschwinden gleichzeitig S^ ^^^ ®3> ^*^^ ^ Folge 
der ersten identischen Gleichung IV. mit sich bringt, dass 


und wenn UberdieM auch ^ verschwinden soll, wodurch 9j tum oaendUch Kleinen der sweit» 

Ordnung wird, ist nadi derselben Gleichung nöthwendig auch 

S, = 0. 

Die erste der identischen Gleichungen IX. zeigt, dass gleichzeitig mit 6j and S^ &adi A^, ver- 
schwinden muss, dass femer, wom 4>, 63 und S2 onoidlich kleine Grossen bezBglich von der 
dritten, ^zweiten und ersten Ordnung sind, nothwendig auch 02 und A23 unendlich kleine GrrOssen 
von der zweiten Ordnung sein müssen. 

Hiemach geben die identischen Gleichungen IV. und IX. schrittweise die nachstebenhen 2S 
Bedingungs-Gleichungen, die wir nach dem Priacip der Symmetrie auch ohne Weiteres vollständig 

hinschreiben können: 

4» et 0, 

0, = 0, ©2 =0, 0, = 0, 0=0, 

E,, =0, S. =0, S =0, Y =^ü, Y, =0, Y, =0, 

Wo3 = 0, W„=0, ^23=0, *o2=0, *.a=0. ^f2=0, 



Die erste und sweite dieser Bedingung;t-GIeichuiigeii gibt nemlich, .wenn wir die erste md swette der 
identischen Gleicbangen ViL uad die erste ideaiische Gieieang IV. berfteksielitiseD t 0« = 0, die erste 
and dritte der drei Bedingungs-Gleichungen^ unter Berfici(8ichtigttng der vierten und sedtsten identischeD 
Gleichung VII. und der fünften identischen Gleichung IV.: 0i = 0. In Folge der eistctt identisdie» 
Gleichung IX. versehwhidel hiernach 4. 
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UeberdieM stiaiiBett dk vier CoeSicieDten 

A, A', A", A'" 
im Zetcbtti Cberdn. 

Dnter den vorstehenden S3 Bedingiings-Gleichangen kOnnen wir fBr diejenigen, welelie vir in 
der 9. Nommer bereits als die zur Cliaracterisirung des vorliegenden Falles hinreichenden sechs 
bezeichnet haben, die nachstehenden aaswählen: 

O « 0, 03 = 0, e.^ = 0, S-z =0, Y = 0, Wo* = 0, 
oder aach als die möglichst einfachen: 

W^s « 0, ^13 = Of *ts * 0. «^12 = 0, W3., s= 0, Wg, s= 0, 
welche sich in die folgenden auB(feen (11): 

AB = B'B", A'B' = BB", A"B" = BB', 
A'C = CB", A'"B" = CC , A'"B' = CC". 

Die jedesmaligen sechs Bedingungs-Gleichungen sind von einander unabhängig, und aus ihnen ergeben 
flieh die übrigen 17 auf linearem Wege. *} 

15. Es bleiben uns jetzt nur noch diejenigen Fälle zu discutiren übrig, in welchen die Form 



r-«'+|- -e. 



AP^ + P.Q'+-=^.B^ + ^.S5 O) 



dadurch, dass ein Coefficient in derselben unendlich gross wird, aufhört statthaft zu sein. Zuvörderst 
ist hier zu bemerken , dass wir, weil die obige Transformation in Beziehung auf die vier ursprüng- 
lichen VerSnderlichen p, q, r und s nicht symmetrisch gewesen ist, zu einer Fonetien von ganz 
derselben Form auf 1. S.S. 4 ^34 verschiedenen Wegen kommen können. Durch Yertauschung der 
Marken erhalten wir aus dem vorstehenden Ausdruck sogleich die S3 übrigen, und diese werden in 
d^ lU^el ihre Geiluiig aaoh diou bdMtten, wenn die Form des vorsteiienden Aiisdrack« ihre Be- 
dentong verlieren sollte. 

Wenn erstens: 

03=0, 



Nehmen wir das letste System tod sechs Bedingangs^Sleichnngen , so ergibt sich aus den drei ersten 
derselben, dass Ss^ Si w>d S verschwinden, aus den beiden folgenden, dass Yi gleich Null ist. Nach . 
der 6. und A. der identischen Gleichungen IV. folgt hiernach, dass auch 0s und Woi verscbwtndeik Aus 
dem Verschwinden des letzten Ausdrucks und der fünften Bedingungs-Gleichung folgt^ dass auch Y gleich 
Null ist. Hieraus und aus der letzten Bedingungs-Gleichung ergibt sich^ in Folge der zwölften identiachen 
Gleichung IV.^ dass auch 0i und dann^ in Folge der beiden vorhergehenden identischen Gleichungen IV.^ 
dass Woi und Wx4 Terschwfaiden. 
Das Verschwinden von ^n, Wiif W«s und gx gibt die folgenden vier Gleichungen: 

A"'B"«s=CC', CC" = A"'B', B'B" = AB, AA' =» B"S 

und^ wenn wir diese Gleichungen gliedweise mit einander multipliciren und dm gemehisdMIlchcn Factor 
fortlassen^ 

A'C" =s 09. 

Es verschwindet also ¥j« und folglich auch nach den drei letzten identischen Gleichungen IV. 0^ 9zo 
und V»o. 
4^ vertchwindet in Folge der identiscbao Gleiehnngea IX* 
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ohne dass zugleich 4> verschwindet, so wird die vorstehende Functions-Form illttsorisdu Wir wollen 
aber nachweisen, dass dless keineswegs seinen Grand in der Natur der Function A, sondern bloss 
in der ursprünglichen Annahme der Veränderlichen s hat, in der Art, dass das lUasorische sogleich 
fort£ällt , sobald wir eine homogene lineare Function von p, q> r «nd s an die Stelle jener Yer- 
änderlichen s setzten. Wir wollen zu diesem Ende 

setzen, indem wir Q., in derselben Bedeutung als in der 1. Nummer und, der Kfirse halber, 

A'"s + 8C"r+2C'q4.«Cp s h 

nehmen« Nach der 4 Nummer bedeutet aber das Yersebwinden von 63 oder, was dasselbe ist, voi 
p, dass die Function Q,, sich auf eine homogene Function il,f, von bloss zwei Veränderlichen reda- 
ciren lässt, für welche wir, in Folge der 5. Nummer die nachstehende erhalten : 



Hiemach kommt also: 



AP2 + ^.Q*. 
A 



a = AP2+p.Q*+rfi. 



Auf nnendlichfache Art können wir aber zwei neue lineare Veränderlichen H und N und zwei 
Coefficienten p und v so bestimmen, dass- 

fiM+t^N = 8, 
fiM-^yN^h, 



und dann kommt: 



a = AP«+^,Q«+fi«M«— v«NS 



also die ftttere Form {!), nir dass das ursprangliche s^S nicht mehr in derselben vorkonmci 
kann. Wir gelangen hier zum ersten Hauptfalle der 6. Nummer, wenn 

und zum zweiten der beiden coordinirten Fälle des zweiten Hauptfalles, wenn 

5, <0, 

. während der erste dieser beiden coordinirten Fälle nicht mehr Statt finden kann. 
Wenn endlieh 

S^ = 0, 
so lässt sich Q. auf eine homogene Function von bloss drei Veränderlichen zurfickfuhren. 
Der Ausdruck (1) wird zweitens auch dann illusorisch, wenn , 

H, = 0, 
ohne dass zugleich 9, verschwindet. Wir erhalten hier zuvörderst, wie in der 2« Nummer, die 
folgende Fiorm-Bestimmong: 

Dann wollen wir femer die Function H, auf folgende Weise schreiben: 

a,sß„+rk. 
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fadem Wir U,, in der Mlieni Bedeotcng ron^ 

a„ = Ap2 + A'q« + 8B"pq 
nehmen und, der Kürze balber, 

A"r+«Bq + 2B'p = k 

setzen. In dem Falle, dass S^ Terschwindet, kann nach der 5. Nummer Q^^ die Form AP^ annehmen. 
Das Prodact rk können wir wiederum durch die Differenz zweier Quadrate , unter denen aber r^ 
nicht vorkommen kann, ersetzen. *) Hiernach ergibt sich also wiederum die aligemeine Form : 

AP« + fA^M 2 — v^N^ + ?- SS 

die sich, wenn 

*<0, 

anf den ersten HaoptfiiU bezieht, weil alsdann das erste und letzte Glied im Zeichen flbereiistimmeii, 
in Folge davMi, dass, wenn.iSi versehwindet, nach der ersten d« Gleiehnngen IV,, der Avsdhnick 
AQs gleiekzeitig mit 4> negativ wird« Wenn 

4» > 0, 
erhalten wir den zweiten der beiden coordinirten Fälle des zweiten Hanptfalls. Wenn endlich - 

* = 0, 

80 reducirt sich hier, wie überhaupt, die ursprüngliche Function Q, anf eine homogene Function von 
bloss drei Veränderlichen. 

Wenn drittens A = 0, 

ohne dass zugleich S^ Terschwindet, so wird ebenfalls die Form (1) illusoriseh. Dann können 
wir aber 

Mtseli, wob^ weil A vertdnrindet, 

ö„=CA'q + 2B"p)q = lq, 

indem wir, der Kürze halber, 

Aq+SB''p = l 

selmibeB. Aa£ diesem Wege gelangen wir also wieder zur Fof« (1). •*) 



*) Es ist Dicht sa übersehen^ dass die Verinderlichen des Textes p^ q> r nicht mehr die iira|N0it^|[Miett siiltf; 
sondern dsss^ wenn wir dieselben sur UnteoKheidnng umklammern: 

P = (P) + a8, 

r = (r3H-ys = R+yS,, . 

und endlich 
**). Wenn wir aucfa hier die VerSnderliobeii des Textes cur Untend^eidanj) nmklaaBem, ist 

wahrend (r) die bisherige Bedeutung behalt. i 
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Es ist somit vollständig* nachgewiesen, dass in der^& bis^ Niimner alle DntersekeiiaBgea 
der Function ü erschöpft sind, Toransgesetzt nemlich, dass wir die vier Veränderlicken als 
wiUktthrlich angenommene and von einander anabhängige betrachten. 

16« Anders aber verhält es sich and neue Unterscheidangen treten hinza, sobald eine dar Tier 
Veränderlichen» etwa s, eine gegebene lineare Function der drei übrigen ist. Dann geht die aligemeiBe 
homogene Function der vier Veränderlichen in die allgemeine, nicht homogene, Function von drei 
Veränderlichen über. Zu einer Function von derselben Form gelangen wir, wenn wir in der bisher 
behandelten Functions-Form fdr s eine Constante und insbesondere die Einheit setzen« Demnach sei 
für die nächsten Entwickelungen : 

a = Ap^ + A'q«+A"r2 + 2B"pq+2B'pr+2Bqr+2Cp+2C'q+2C"r+D, 

wobei wir bloss D fär A^^^ geschrieben haben. In dieser neuen Function ist die CoeSicienten- 
Beseichnung symmetrisch in Beziehung auf die drei übrig geblleb^en Verlnderfidien« Diejwigett 
Ausdrücke, welche wir friiher darch S-xf S^ and S bezeichnet haben, steilen unter aieli in gleich- 
massiger Beziehung zur Function Hj ebenso Y, Y| und Y^, aber nicht mehr jene mit diesen. 0,0, 
und 02 stehen unter sich in gleicher, mit 6 j in versdiiedener Beziehung zur Function H. 

Indem wir auch S = s gleich Eins. nehmen, erhalten wir, nach dem V<»<icigehenden, mii Bei- 
behaltung der bisherigen Bezeichnung^ die folgende Form-Bestimmung: 

Dem ersten Hauptfalle der 6. Nummer, der dadurch bestimmt ist, dass 
entspricht, dass drei der vier Constanten: 

^' A ' E,' ©; 

im Zeichen übereinstimmen. Hier stellt sich nnn aber eine zwiefaebe Unlecscheidang iMrann: et 
kann die im Zeichen abweichende Constante entweder die letzte sein oder eine der drei ersten. 
In dem ersten dieser beiden Fälle, dem hiernach die charaeteristische Form; 

entspricht, ist dadurch bestimmt, dass das Prodm^ der letzten Constanten mit jeder der drd voffcer- 
' gehenden negativ ist. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen sind also : 

* < 0, Äa > 0, A03 > 0. (2) 

VoUständig ist 

* < 0, 

S2>0, S, > 0, S > 0, 

und flberdiess stimmen A, A' und A^' unter sich und mit 0, im Zeichen fiberein. 

In dem zweiten Falle, dem die folgende Form entspricht 

a=± (ic*p^ +Ä«ö* — ?*R* +<^0» 

in welcher das abweichende Zeichen eine dreilache Stelle haben kann, werden die beiden letzten 4er 
Bedingungen (2) nicht zugleich befriedigt 

Den beiden coordinirten Fällen des zweiten Hauptfalies der 6. Nummer entsprechen hier kerne 
weitem Unterscheidangen. 
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17. Nene antergeordnete Fälle ergeben sich*, wenn in dem Ausdrucke (1) das letzte Gljed mAlt 
nnenffieh wird, während die Coefiicienten eines oder sweier der Torhergehenden Glieder Null werden. 

Soll 0s verschwinden, ohne dass zugleich das letate Glied nnendliclr wird, so mnss 9 den 
Aasdmck 0^ zam Factor b&en. Diess bringt »acli der ersten Otrichnng (X. mit sidi, dass 

and man erhält alsdann: 



03 "" £■.' 



vonach sich 



asAP» + ^.Q*+S^ (Ä) 



A - ' B, 
ergibt. Hierbei treten ans drei coordinirte Fälle entg'eg'en. 

Es kdnnen erstens die.I»eiden ersten Glieder entgegengesetzte Zeichen haben ^ dann ist 

Das Prindp der Symmetrie gibt ans ffir diesen Fall, freleher dorch die Form : 

charaeteridtt ist, die naehstdienden Bedingungen: 

O» s= 0, 

A.,3 = 0, A,, = 0, A,3 = 0, 

s^<o, Äi <a,. Ä <0. 

Es hönnoi zweitens alle drei Constanten im Zeichen fibereinstimmen. Dum jst: 

f 

S. >,0, A0, > 0, 

und ToHsKndig et^gfhm sich die Mchstehenden Bedingongen: 

O r=:0, 

0, =0, 
Aas = 0, A,, = 0, A^3 =: 0, 
Ha > 0, Ht > 0, Ä > 0, 

und überdiess stimmen A, A^ and A^^ unter sich, so wie mit 0, 0^ und 0^ im Zeichen ubereln. 
Die characteristische Form fdr diesen Fall ist: 

Es können drittens die beiden ersten Glieder unter sich, aber nicht mit dem dritten im Zeichen 
fibereinstimmen« Dann erhalten wir dieselben Bedingungen als im vorigen Falle, mit dem einzigen 
Unterschiede, dass zwar einerseits noch A, A^ nnd A% und andrerseits 0, 0^ ond 0.2 unter sich 
gleiches, in Beziehung aufeinander aber entgegengesetztes Zeichen haben. iMc characteristische Form Ist: 

18. Wenn aus der Form (3) auch noch das zweite Glied ausfallen soll, ohne dass das letzte 
Glied anendfldk wird, so muss S-i Factor TOn 0^ sein« Diess fordert In Folge ^er fünften der 
Gleichngen IV.: 

W^i = 0, 



it FlaäieD «weiter Ordtrang und z^rtüer Ckusse. 

fo doss die noA Walter particalaiiairte Fem (3) in die naobstdlende ttergeht: 

A 

Hier treten ans wieder zwei neae coordinirte Fälle entgegen, für welche beide 

* =0, 

03 =0, 

©2 = 0, 01 = 0, © =0, 

S2 =0, Hl =0, Ä =0, 

^«0 =0, Vjo =0, ^2, =0. 

Im ersten dieser Fälle lässt sich jdie Fanction Sl in zwei reelle Factoren des ersten Grades zer- 
legen, wonach noch die folgrenden Bedingungen hinzukommen: 

Y>0, Y, >0, Y, >05 

im zweiten Falle sind die beiden Factoren imaginär und wir erhalten die Bedingongen: 

Y < 0, Y, < 0, Y, < 0. 
19. Wir haben in der 15. Nommer diejenigen Fälle discutirt, wo die Form 

dadurch, dass ein Coefficient unendlich wird, ihre Bedeutung verliert In dem zuerst discutirten 
Falle fiel das Illusorische dieser Form weg, sobald wir statt der vierten Veränderlichen S^s eine 
andere, von p, q, r und s linear abhängige, VeräaderliclM einfilfcrtett. Wenn aber 8^8 auf eine 
ConsCante sich reducirt hat, so Icann von einer solchen Vertauschung von S nicht mehr die Bede sdn 
and darum müssen hier nothwendi^ neue Unterscheidungen der Function ü hervortreten. 
Es sei demnach: 

©s = 0, 

ohne dass zugleich O verschwindet. Dann erhalten wir, wenn wir die ■ Bezeichnung zu Anfang der 
15. Nummer beibehalten und bloss s ^ 1 setzen, und h mit H vertauschen : 

A 

Um die Bedingungen, die di^m CragUchen Falle, der wiederum in zwei coordinirte zerfällt, die durch 
das Zeichen von S^ bestimmt werden, i^tsprechon^ vollständig zu entwickeln, bemerken wb: zu- 
vorderst, dass in Folge davo«, da^s Qt^ verschwindet, die erste der Relationen IX. auf: 

, ". . =-(C'Fi,+C%,-C"Ä,)S 

«i(e|i rediiekrt Aus de^ ersf^n identischisn Gleichung JV, a. ergib! sijdi, weil Q^ verschwindet: 

•^f — ■" XU' » 
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ud wem wir Jitaen Werth für £, in die letste CBcicluug eniBeteeB, nach «iaSielMS Rtdoeti^MBc 

IC C C" }« ' 

oder auoh in GemBaaheit der drei ersten idi^ntischen Gleicliiuigen IV i 

Es sind vorC, C and C^^ die obem oder untern Zeichen zu y^^>>9 je nacUem bezSgtidi die 
Werthe von W^a, W^^ nnd V.2s positiv oder negativ sind. Der. Aiusdruck fUr $ bleibt übrigens 
derselbe, wenn vir in der Riammer g^leicbzeitig^ alle Zeichen ändern. 

In Folge der letztgenannten drei Gleicfaongen nnd der drei ersten identischen Glefchongen IX. 
erhalten wir fiberdiess: 

S,,zS,:S= (A,3)^ : (A,,)* : (A03)* 
— ^ 1 1 

Aas den vorstehenden Aasdriielcen ist erakbtUeh, dasa Sjf St nnd S Qnter fpith in Zeiehen 
iibereinstimmen, aber mit O das entgegengesetste Zeichen haben mSssen. Insbesondere folgt diess 
auch daraos, dass der letztgefiindene Aasdrack fiir O nothwendig reell sein moss« Dem ersten der 
beiden schon erwähnten coordinirten Fälle, fdr welchen sich die characteristische Form' 

oder aoch die folgende ergibt: 

£lsta + ftT, 
entspredien also die nachstehenden Bedingangen: 

* >0, . 

S^ < 0, Ät < 0, S <,«! 
dem «weiten Falle, chareüerisirt dflr^h die Form: 

entsprechen die folgenden Bedingungen.: 

wobei logleich die Zeidien von A, A' und A'^ dieselben sind. 

Endlich ergibt sich noch ein intermediärer, untergeordneter Fall, chnracterieirt durch die Form: 

a = AP«+.H, 
welchem die folgenden Bedingungen entsprechen: . ^ 

Ä, *0, 5^ =0, S =»0, 
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««d v0 ttberdkss neck A, A^ vnd A^ imler sieh im Zeichen IbereinstEnunen, aberentgegflngesetetis 
Zeichen haben mit jedem der drei Aosdrücke 6, O^ und O^* Wir kOnnen die drei letztes 
Bedin^ngs-QIeichongen fdr die drei hinreichenden nehmen. * 

2Hh Wir haben in den Torstehenden Erörterangen die an die Spitze dieses Paragraphen gestellte 
Aufgabe vollständig gel9set. Dennoch mOchte es angemessen sei^, zu jEeigen, wie vnr auf einai 
Wege, der von dem in der 1« Nammer bezeichneten und bisher yeriblgten gans verschieden ist, n 
denselben Resultaten gelangen können. 

Die allgemeine Function sei wiederum: 

a = Ap« + A'q« + A"r2 + A"'s« + 2B"pq + 2B'pr + 2Bqr + 2Cps + «C'qs + «C'rs* 
Wir wollen p =5= P— a''i|— a'r— as 

setzen und, nach dieser Substitution/ 

* -r» V - A^ *- A 

nehmen. Alsdann iallen aus der umgeformten Function die mit der ersten Potenz von P behaßetea 
CHieder ans, nnd mit Beibehaltung der Bezdchnnng der 10. Nummer: 

AA'-B"-2 =J52, AA"-B'«=H,, AA'''-C«sY, 

KB-^m'' = ^osy A'C — CB" = ¥o«, AC" — CB' = Wpj, 
kommt: 

Aß = A«P« + Ä^q« + S*r* + Ys« + «Wojqr + VPo^qn + 2'Foirs • 

Wir wollen weiter 

q s Q — Vr— bs 

setzen nnd, nach dieser Substitution, 

nehmen. Alsdann verschwinden aus der um|feformttai Gleichung die mit der ersten Potenz von Q 
behafteten Glieder nnd wenn wir, wie frfiheri 

Mst9o% — '^ot^o j ^ AA js , 
setzen, so kommt: 

Wir wollen endlich 

r 3sR*^cS 
setzen, Mem wir zngleich ^ 

SS S 
und, nach der Substitution, I ^ 

nehmen. Alsdann verschwindet das mit R in der ersten Potenx behaftete Qlied, und nehmen wir, 
wie firiiher: 

80 kommt: 
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wUJ», ynam wir sogleich darch A3^ difidirai: 

dieselbe Form, wie firtUier. 

Wenn wir die vorstehenden Verwandlungs-Formeln ^osammenstellen, Mo ergibt sich: 

P SS p+a'^q + a^r+a9, 
Q = q + b'r+bs, 
R = r+cs, 
8= b; 

nnd wenn wir umgekehrt die vier ursprünglichen Veränderlichen p, q, r und s .durch die neuen 
Vy Qy R und S ausdrucken: 

8 == S, ■ 

r = R— cS, 

q = Q_b'R-.(b— b'c)S, 

p = P— a"Q— (a'— a"bOR— (a— a'c— a"b+ aVc)S. *) 

21. Nachdem wir hiermit von unserer eigentlichen Aufgabe eine zwiefache voUstSudige Lfisung 
gegeben haben, woUen wir zum Schlüsse dieses Paragraphen noch zeigen, wie das Vorstehende uns 
eine einfache Methode liefert, ans eincgr Function des zweiten Grades zwischen beliebig vielen 
Veränderlichen alle Prodncte je zweier dvselben ftrtxnschaAB«..- Es wird hierbei genügend sein, 
die letzten Entwicklungen auf eine homogene Function von fünf Veränderlichen auszudehnen, mn zu 
zeigen, wie wir sie auf alle Functionen dieses GFrades unmittelbar ausdehnen können. Die fragliche 
Function sei: 

aaE Ap«+A4q«+Ajr«+Asfl«-f A^t« > - 

+2Bo,pq-f«B^«pr+«Bo3Ps-H«Bo4Pt+«Bi2qr 
+«B4,qa+2B,4qt +8B43rs.+2B,4rt + «B3^st 

Dann erhalten wir, indem wir durch die Gleichung: r 

. , . -. p SB P-ua^q — a^rr^nit— a^ti 

P statt p einfuhren, die vier Coef&oieiikeB a«, a^, a^ nnd ^4 durch die Gleichungen: 

\TT~'- •«"!"' •*~ä:^*- ■♦"'ä"' 

bestimmen und zugleich^ der Kürze wegen: 



ZwMcben den sedw Coeflßcienten der Verwandfiuigs-Fonnelii der 1. Nommer und den lechi CoeZieienten 
der eben entwickelten, bestehen die folgenden ^«llkenuien gegenseitigen Besiehnngen: 

W » -ß% ß/ = _V, :. . i 

b =-(^-^V), ' ß =-Cb-b'c), 

a" == — a", a" = — a", 

a' SB — («'— a"^, a' = — (a'— ä'*^,'* "• -'•"' * 

a sa — (a— a'y-^a^^+af'y^, •- a '= - (a-.a'c— a^b + a'b'c). 
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AB42 — BoiBoa^^ti» AB4, — Bq^Bos ^Cij, AB14 — B^^B^^^Cj^, 
ABas — B^^^Bos ^ C.23, AB24. — ^04^04^ C24, AB34 — B03B04 ^ €,4, 
setzen, die folgende identiscbe Gleichang: 

ÖS AP» + -i|Ä,qa-f^jr« + Ä58« + Ä4t«| 

+ 2C,^qr+«Cisqs+«C^4qt+«Ca3r8 + «C24rt+tC,48t 
Indem wir weiter darch die folgende Gieichong': 

q = Q— b^r— bjfl— b4t, 
Q statt q einfiibren, die drei Coefiicienten b.^, b, and b4 durch die Gleichungen : 

ba-^-, b3_-gr-, b4_g--, 
bestimmen and zagleich, der Kürze wegen: 

SfC^s — C^^jCij^AD^g, jS'iC44 — Ci^Cj4^ADj4, - £1094— *G^3C|4^ADj4. 
setzen, so kommt: 

Indem wir femer durch die folgende Gleichung : 

r SS R— €38— C4t, 
R statt r einfDhren, die beiden CoeSieieiiteB «3 und 84 durch die GieidiiDiifen: 

;. ^*in ^ _ * 44. 

€3-^, «4«^. 

bestimmen und zugleich, der Kiine wehren: 

0,P,4<-*D„D.4S JftBs«, 
setzen, so ergibt sick: ■> 

luden wir endlich durdi die folgenden OleichoDgen: 
, 8 = S— d+t, 

8 statt s einfilhren and t mit T Teitanschen, den Coefficienten d4 durch die folftade Qleichang 
bestinaen: , -• ^•; -• <• 

and sofl^ich, der Ktap wegen: • -, i_ 
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Betten, gelangen vir sidetst so der Form: 

Die Zasammenstellong der versehiedenen Yerwandliuigs-Formeln gibt: 

T = t, 
S = s+d4t, 

R = r+C3S+C4t, (2) 

ö =q + bar+b38 + b4t, 
P = p+a,q + ajjr+a38 + a4t, 

mtij umgekehrt, erhalten iK^ir Ansdriioke Ton derselben Form, um die ursprünglichen Veränderliehen 
durch die ^euen auszudniclien« Setzen w: 

t = T, 

s = S + d4T, 

r^Ii+uS + uT, (3) 

p = P + a|Q + a^R + a3S + a4T, 

80 bestehen zwischen den 10 Coefficienten der fünf ersten Formeln und den 10 Coefficienten der 
fdnf letzten die folgenden 10 Relationen : 

73 = — «3 > 

74 = — (C4 — C3d4), 
ßs = — (bf—b^Cj), 

^4 ==^(b^^b3d4-b2d3 + b^C3d), 

a^ = —aj, 
a^ = — (a^— a^bj), 
«3 =—(»3—^1^3 — a^bj +aibjC3), 
«4 = —(^4— «3^4— «2^^— aib4 + a5C3^4 + aibs*4 + aib.2C4— aibjC3d4). 

Die Beziehung der beiden Gruppen von CoeCfIcienten ztt einander ist eine durchaus gegenseitige, 
in der Art, dai^ wir in den vorstehenden 10 Gleichungen die griechischen und lateinischen Buch- 
staben gegenseitig mit einander vertauschen können. 

82. Das in der 1* Nummer dieses Paragraphen angedeutete Vetfabren gibt, wenn wir es auf 
fBnf Veränderliche ausdehnen , auf directem Wege die Cocifficienten der Formeln (3) , welche wir 
anwenden mfissen, um die urspriing^liche Function auf die einfachere Form (1) zurückzufahren. Und 
zwar erhaUoi wir, was man leicht einsieht, wenn wir in. der ursprünglichen Form t st;;^ tfetsesi 
diese Function dann durch Üq unterscheiden, und femer die vier partiellen Differential-GUydipgen : . 

dOo _ ^Oo _ ft d^o _ n ^^0 _ o 

dT" ' dT" ' <t"~ ' dT-"' 
entwickeln, vier diese Gleichungen befriedigende Werthe flir p, q, r, s, welche bezüglich keine andern 
sind, als eben die Werthe von 04, ß^^ 7^4, ^4. 

Wenn wir femer in der ursprünglichen Function 

t = 0, 8 = 1 
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setzen und die neae Function darch H^ unterscheiden^ .so geben die drei paNtelto IKfferenlisl- 
Gleichungen : 

dp ' ii ~ ' dr "' 

drei Werthe Tdr p, q, r, welche bezü^rlich die Werthe Ton a,, ^3 und 73 sind« 

Wenn wir ferner 

t = 0, s = 0, r =3 1 

setzen und die resnltirende Function 12^^ nennen, so sind diejenigen Werthe Toa p und q, welche 
durch die partiellen Differential-Gleichungen: 

dp "• dq *^' 

bestimmt werden, die beiden Constanten a^ und ß,^* Und endlich gibt, wenn wir 

t = 0, s = 0, .r=0, q = i 
setfeen und die resnltirende Function durch ll^^^ bezeichnen, «die^artielle Differential-Gleichiuig : 

einen Werth für p, welcher der Werth des letzten Coefficienten a^ ist* 

Nach der Verfahrungsweise der yorigen Nummer erhalten wir «uvörderst und unmittelbar die 
zehn Coefficienten der Gleichungen (2) und erst ans diesen die Coefficienten der Gleichongeii (3)» 
Aber wir gelangen hierzu durch eine blosse Vertauschung und yermeiden dann die weitläufigen 
Eliminations-Rechnungen, welche die eben angedeuteten Entwicklungen nothwendig verlangen. Wir 
haben unmittelbar: 

Nachdem wir diesen Ausdruck entwickelt haben, brauchen wir bloss in demselben die Marke 4 

sttccessiye mit den Marken 3^ t, 1 zu vertanschen, um die Ausdrficke Tiir y^ ß^y a^ m erlialten. 

Wir haben ferner:* 

Dl, 
Ts ^ — «3 ^ — g — f 

und erhalten aus diesem Ausdrucke, wenn wir entwickeln und dann die Marke 3 successire mit 
den Marken 2 und 1 yertanschen, sogleich die Ausdrücke für ßj und a,. Wir haben : 

P2 — — 0.^ s= — ^ , 

und hieratts, wenn wir tntwickeln und die Marken t and 1 ycrtaaKhen, den Aiis4mk für a^. 
onulien ist • 

«« = — ft, = — IT"* 
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Aufieftlilmis der Flftelieii der mweäten Ordiiiuiff# 

S3. Wir wollen diesem Paragraphen die nachstehende Gleichang: 

Ap^+AV+A"r« + A'"s* + 2B"pq + 8B'pr+2Bqr + 2Cp8+2C'q8 + 2C"rs = 0, (1) 
cu Grunde legen und alle Ausdrucke der 10. Nummer in ihrer bisherigen Bedeutung beibehalten, und 
nun, in der Voraussetzung, dass die vier Veränderlichen p, q, r und s lineare Punct-Coordinaten 
bedeuten, die verschiedenen Arten von Oertern der zweiten Ordnung aufzählen, welche durch diese 
Gleichung dargestellt werden können. 

Es lässt sich diese Gleichung immer, so lange die Annahme der ursprünglichen Veränderlichen 
ganz allgemein bleibt, auf die folgende Form * 

arP2 + xQ* + pR« + <rS-2 = 

bringen 0^)* ^^ ^^^^ ^^^^ ^^^ ^^^' eintreten, dass durch das Verschwinden einc^$ oder mehrerer 
der Coefficienten Glieder dieser neuen Gleichung ausfallen. 

Obgleich auch die letzte Gleichung noch 15 Constante, und unter diesen also 6 fiberzählige, 
enthält (die Annahme jeder der vier linearen Functionen fordert deren drei ; einen der drei Coef- 
ficienten TT, X, p, o* können wir, unbeschadet der Allgemeinheit, von Vorne herein annehmen), so 
liefert sie doch schon, nach der 6. Nummer, eine coordinirte und allgemeinste dreifache Unterscheidung 
der Flächen zweiter Ordnung. 

Wenn erstens 

^>0, H« > 0, Ae3 > 0, 

so wird 4i® allgemeine Gleichung (1) durch keine Coordinaten-Werthe irgendwie befriedigt: die 
Flache ist eine imaginäre Fläche. 

Wenn zweitens 

*>0, 

aber nicht zugleich H^ >- und A und @^ im Zeichen übereinstimmen, so lässt sich nach der 

6. Nummer die allgemeine Gleichung auf folgende Form mit 13» und folglich noch vier überzähligen, 

Constanten bringen: 

tn+fivw = 0. (3) 

dm diese Gleichung zu befriedigen, können wir, bei durchaus willkührlicher Annahme von 9, 

gleichzeitig: 

t+»V =0, 

*u — jiw = 0, 

setzen. Die erste dieser beiden Gleichungen stellt irgend eine Ebene dfir, welche durch die Durch- 
Schnittslinie (tv) der beiden Ebenen (t)' und (v) geht; die zweite eine Ebene, welche durch die 
Durchschnittslinie (uw) der beiden Ebenen (u) und (w} geht. Wenn der Werth des unbestimmten 
Coeflficienten d sich ändert, so drehen sich die beiden Ebenen bezüglich um die geraden Linien (tv) 
und (uw) und ihre Durchschnittslinie beschreibt dann die durch die allgemeine Gleichung (1) dar- 
gestellte Fläche. Wir werden auf diese Erzeugnngs- Weise der Flächen zweiter Ordnung in einem 
besondern Paragraphen später ausführlich zurückkommen und wollen hier nur hervorheben, wie 
unmittelbar aus der Form der Gleichung (3) hervorgeht, dass die bezügliche Fläche durch eine 
gerade lAaie besehrl^ben werden kam: dass sie eine geradlinige Fläche ist. 

10 
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Wenn drittens 

* <0, 

80 können wir, weil 4tiia ia der QbidHing (2) nur eines dar ¥ier Glieder dervelbea ein abweichendes 
Zeichen hat, die allgemeine Gleichung^ (1} nicht mehr auf die Form (3) bringen. Sie kann die 

folgende Form : 

tu + p^R^+cr^S« = 0, 

annehmen. Wir sehen aber zugleich hieraus, dass die beiden früher durch v und w bezeichneten 
linearen Functionen imaginär werden und mit ihnen die, im vorigen Falle die Fläche beschreibende, 
gerade Linie* Eine solche Beschreibungs- Weise fällt also hier fort; die Fläche ist eine nicht 
geradlinige Fläche. 

24. Wenn = 0, 

80 particularisirt sich die Gleichung (2) folgendergestalt : 

?rP«+«Q*+pR* = 0. (4) 

Diese Form enthält eilf Constante, unter denen sich noch drei tberzähligehefiiiden; denn infolge der 
obig^en Bedingungs-Gleichung hat sich die Zahl der nothwendigen Constanten, Ton welchen die Fläche 
dbhlBgt) von nenn auf acht reducirt 

Wir begegnen hier zwei coordinirten. Fällen. Wenn erstens 

S^ > 0, Ae3 > 0, 

80 wird die ursprüngliche Gleichung nur dann befriedigt^ wenn gleichzeitig 

P = 0, Q=0, R = 0. 
Sie stellt also einen blossen Fun et dar, und zwar denjenigen Pnnct, in welchem die drei Eboien 
(P), (Q) und (R) sich schneiden. 

Wenn zweitens die letzten beiden Bedingungen nicht zugleich befiriedigt werden, so ktonen 
wir der Gleichung (4) auch nachstehende Form geben: 

tu + ^v^ = 0, ^ (5) 

und dieser, ähnlich wie frfiher. Genüge thnn, indem wir, bei willkOhrlicher Annahme von 9, gleichzeitig 

t 4- »v = 0, 
9ii — ftv s» 0, 

setzen. Diejenige gerade Linie, welche durch diese beiden Gleichungen dargestellt wird^ besebrelbt, 
wenn 8 allmählig alle möglichen Werthe erhält, die bezügliche Fläche, wobei sie indess in allen 
ihren Lagen durch einen festen Punct geht, in welchem sich die drei Ebenen (P), (Q) ond (R) 
schneiden. Die Fläche ist ein Regel. 

tS. Wen femer gleichieitif 

* = 0, ®, = 0, e, =e 0, 
wonach die Anzahl der nothwendigen Constanten sich um drei Einheiten, also auf sechs, redacirt, 
80 zerföllt die gegebene Gleichung in xwei Gleichungen des ersten Grades, und diese sind reell 
oder imaginär, je nachdem 

Si < 0, 

"""^ Ä >». 

Die dargestellte Fläche degenerirt «Mann in ein System van nwei Ebenen, die kl eralen Falle 
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reellt im zweitev imaginär sind. Im leUsten Falle nimmt die allgemeine Gleicliuig die folgende 

Form an: 

w2p«+x*Q2 = (tnrP — xQ 1^1:1) (wP+jcQ i^—i) = 0, 

voraus cagleich ersichtlich ist, dass die fraglichen beiden imaginären Ebenen : 

wP— xQ i^rrj = 0, 

t^P + xQl/^ZTi = 0, 
in einer reellen geraden Linie, welche zugleich auch die Dnrcbschnittslinie der beiden Ebenen (P) 
and (Q) ist, sich schneiden. Es ist also nur ein andrer Ausdruck für dieselbe Sache, wenn wir 
sagen, dass die allgemeine Gleichung in diesem Falle eine gerade Linie darstelle. 
Wenn endlich (14) : 

= 0, ©3=0, 0.2=0, £2=0, Y = 0, Wo, =0, 

so reducirt sich die Anzahl der Constanten auf drei und es stellt die allgemeine Gleichung zwei 
zusammenfallende Ebenen dar. 

26. Die vorstehende Unterscheidung der Flächen zweiter Ordnung können wir als eine col li- 
neare bezeichnen, weil irgend zwei verschiedene Flächen, welche derselben Gleichungs-Form 
entsprechen, in der allg^emeinen Verwandtschaft der Collineation stehen.*} Ob diese Flächen sich 
in's Unendliche erstrecken ojier nicht, Hegt in ihren Gleichungen unmittelbar nicht ausgedrückt, weil 
für unendlich weit entfernte Puncte zwar die verschiedenen linearen Functionen unendlieh gross 
werden, ihre Quotienten aber (und nur auf die Bestimmung von diesen kommt es hier allein an) 
endliche Werthe erhalten. Es verbirgt sich das Unendliche noeh untor den ttberzäbUgen Constanten 
der allgemeinen Coordinaten-Annahme. Anders verhält es sich aber, wenn wir die bisher unsem 
Erörterungen zu Grunde g^elegte Gleichung (1) auf die Form 

Ap2 + AV+A"r^+«B"pq + «B'pr+2Bqr + «Cp+2C'q+«C"r-hD = 

bringen können, wo alsdann das nnendlieh weit Liegende als solches characteristisch hervortritt» 
Die hier nch anknüpfende spedellere Ciassificirung der Fläcben zweiter Ordnung, als deren allgemeine 
Gleichung mit bloss drei übersibligen Constanten sich hier die folgende herausstellt : 



Nehmen wir irgend zwei Fliehen derselben Unterscheidung;, cum Beispiel diejeni|cen beiden^ welche durch 
die Gleichungen: 

gj2p2^^«Qa_p9Ri.cr2S'' = 0, 

hei beliebiger Annahme der linearen Funclionen und der CoefTicienten; dargestellt worden, so drucken^ 
wenn wir, der Kurze wegen, 

o^j o, 0*1 ö, er, d] 

setaen, die Gleichungen: 

welche die allgemeinen Gleichungen der Collineation sind (EinL 8), den tJehergang von der Gleicbim^ 
•iner .Fliehe au der Gleichmig der andern Fliehe ans. Wenn die lineare Function S auf eine bloMO 
CoMtaate sich redochrt, ao sind die letaton GleieiMNigeii die allgeneinen der Affiaiiaf. 
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7rP*+JcQ2 4-pRl + cr =0, 
können Avir eine affine nennen. 

Imaginäre Flächen bestimmen sich hier wie früher; die allgemeine Form ihrer Gleichung ist: 

^2p2^^2Qi^p2R2^0'^ =0. L 

Die geradlinig'cn Flächen bieten keine coordinirten Unterscheidungen dar. Sie heissen, so lan^ 
sie überhaupt durch eine voUständig'e Gleichung von der Form : 

^•2p2 4. x2Q2 _ p2R2 — o"^ = , IL 

dargestellt werden können, hyperbolische oder geradlinige oder einschalige Hyperboloide. 
Um den Ausdruck ,,ein8chalig'' schon hier zu rechtfertigen, ist es hinreichend zu bemerken, dass 
jede mit (R) parallele Ebene die Fläche in einer Ellipse schneidet, deren Dimensionen zunehmen, 
wenn die schneidende Ebene von der Ebene (K) sich weiter entfernt. 

Die nicht geradlinigen Flächen zerfallen in zwei coordinirte Gruppen. Der ersten Gruppe 
entsprechen Gleichung^en von der Form: 

^2p2^x2Q2^p2R^_^a =0. ffl. 

Dieser Fall wird dadurch bestimmt, dass 

^ <0, S,j > 0, A0, > 0. 
Die bezügliche Fläche hat in Gemässheit der vorstehenden Gieichnngs-Form keine Puncte, die 
pnendlich weit lieg'en; sie heisst Ell ipso id. 

Per zweiten Gruppe entspredien Gleichungen von der folgenden Form: 

w«P« + x«Q« - p2R« + er« = 0, rV. 

und wird dadurch bestimmt, dass 

aber nicht zugleich S.^ ^ und A@3 >• 0. Die bezügliche Fläche erstreckt sich ia's Unendlidie 
und zwar in zwei von einander abgesonderten Schalen, welche zu den beiden Seiten der Ebene (R) 
liegen, welche keinen Punct mit der Fläche gemein hat Diese Fläche heisst elliptisches oder 
zweischaliges Hyperboloid. 

Hiermit sind die allgemeinen Fälle von Flächen zweiter Ordnung, Fälle, die von neun Con- 
stanten abhangen, erschöpft. 

«7. Wenn 0, = 0, 

ohne dass ^ verschwindet, so reducirt sich die Anzahl der nothwendigen Constanten auf acht. 
Dann verlieren die Formen I. — IV. ihre Bedeutung und müssen, in Gemässheit der 19. Nummer, 
durch die folgenden ersetzt werden: 

^2pa_x2Q2 + H = 0, V. 

t^t^^P« + x^Q^ + H = 0. VI. 

JStatt der ersten dieser beiden Formen können wir auch die folgende nehmen : 

tu + fiv = 0, 
und um diese Gleichung zu befriedigen, bei willkührlicher Bestimmung von d, gleichzeitig: 

t+8 =0, 
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setEen. Das Sjstem dieser beiden Gleichungen stellt eine solche gerade Linie dar, welche, wenn wir 
S nach einander alle mög'lichen Werthe geben, die fragliche Fläche beschreibt. Die beschreibende 
gerade Linie bleibt in allen ihren Lagen der Ebene (t) parallel und darin unterscheidet sich dieser 
Fall von der allgemeinem Beschreibung eines geradlinigen Hyperboloids. Die Fläche heisst hyper- 
bolisches oder g'eradliniges Paraboloid und ist dadurch bestimmt, dass, neben der obigen 
Bedingungs-Gleichung', auch noch die beiden Beding^ung^en : 

£, < 0, 4> > 0, 

Yon welchen eine die andere mit sich bringt, erfiillt werden. 

In dem zweiten Falle, wo 

Bi > 0, a> < 0, 

ist die Fläche keine geradlinige und heisst elliptisches Paraboloid. 

Die Bestimmungen, dass dio allgemeine Gleichung einen Kegel und einen Fun et dar- 
stelle, sind dieselben als in der 24. Nummer. Die Anzahl der nothwendigen Constanten beträgt 
acht und die entsprechenden Formen sind: 

^«P2 + xiQ* - pm^ = 0, VU. 

ar2P2+ge«Q« + pm2 = 0. VKL 

S8. Den gleichseitigen Bedingungs-Gleichungen 

^ = 0, ©3=0» 

welche die Anzahl der nothwendigen Constanten auf sieben reduciren, entsprechen drei coordinirte 
Fälle. Je nachdem erstens 

oder zweitens 

JS(2 > 0, A0.2 < 0, 

oder endlich drittens 

H, >0, Aei>o, 

kann die allgemeine Gleichung bezüglich auf die folgenden drei Formen gebracht werden: 

^2pi_x5Q'2_^2 _ 0, IX. 

nip^ + ^^Q'i^a^ =0, X. 

w2p* + x4Qi + «ri =0. XL 

Die beiden ersten dieser Gleichungen können wir auch unter der folgenden Form schreiben: 

u^±Xv(v + €), 
und dann befriedigen, indem wir, bei wiilkührlicher Annahme von 9^ gleichzeitig 

u±8y = 0, 

au+Ä,(v+o = 0, 

setzen« Die durch diese beiden Gleichungen dargestellte gerade Linie beschreibt also die fragliche 
Fläche, wenn S nach einander alle möglichen Werthe erhält. Diese gerade Linie bleibt in allen 
ihren Liagen mit sich selbst parallel und erzeugt also eine cylindrische Fläche, und zwar im ersten 
Falle einen hyperbolischen Cy linder und im zweiten Falle einen elliptischen Cjlinder. 
Im dritten Falle wird die Fläche imaginär: wir müssen dieselbe consequenter Welse als einen 
imaginären Cy linder bezeichnen. 

Es ergibt sich endlich noch ein vierter, aber untergeordneter Fall, der von sechs nothwendigen 
Constanlm abhängt, dadurch bestimmt, dass 
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4» =0, ©3=0» ^2 =0. 
Diesem Falle entspriclit die characteristische Form: 

p«+§H = o. xn. 

Die bezügliche Fläche ist ein parabolischer Cjlinder.* 

29. Die Bestimmungen, dass die fragliche Fläche in ein System von swei reellen oder swei 

imag'inären Ebenen, das ebenralls von sechs noth wendigen Constanten abhän^ degenerire und 

demnach durch Gleichungen von folgender Form dargestellt werde: 

^2pi_^2Q2 = 0, XDDL 

n^pi+x^Qi = 0, XIV. 

bleiben dieselben als in der Sa. Nummer, nemlieh: 

* = 0, e, = 0, e.| = 0, 

wobei zugleich in dem ersten Falle 

H, < 0, I 

and in dem zweiten Falle: I 

5, > Ü. I 

Dann ergeben sich, in Gemässheit der 18. Nummer, zwei unt^eordnete Fälle, die nur von vi» 
Constanten abhangen und durch die Bedingungs-Gleichungen : 

<Ii = 0, 03 = 0, 0^ = 0, S2 = 0, Woi = 0, 
bestimmt werden. Die diesen Bedingungs-Gleichungen entsprechenden Formoi sind die folgenden: 

pa— <r«=0, XV. 

P2+a^=0, ^ XVL 

je nachdem überdiess 

Y<0, 
oder Y > 0. 

Die allgemeine Gleichung stellt alsdann ein Sjstem von zwei parallelen Ebenen, die im erstes 
Falle reell, im zweiten imaginär sind, dar. 
Wenn endlich 

* = 0, 0, =0, 0.^=0, H4=0, Y = 0, 'Po4=0» 
80 wird dadurch die Anzahl der nothwendigen Constanten auf drei reducirt. Die allgemeine Glelchang 
stellt alsdann, da sie sich auf die Form 

P« = XVH 

bringen lässt, ein System zweier zusammenfallenden Ebenen dar. Die vorstehenden sechs 
Bedingungs-Glelehungen können wir, nach der 14. Nninmer, auch mit eiafadiem vcrtaaschen. 
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S. 8. 
Awtfkahlimg der FIftclieii der mweUem CliiMe# 

90« Wir woileo, indem vir zavörderst wieder die folgende Gleichungs-Form : 

Ap*+A'q^ + A"r2+A'"s« + «B"pq+2B'pr + 2ßqr+«Cps+2C'qs-f «Crs = 0, 

sa Gmnde le^^n, den yeränderlichen Grössen p, q, r, s nan die Bedeutangp von vier linearen Plan- 
Coordinaten beilegen, and aoch hier die Abkürzungen der 10. Nummer beibehalten. Diese Gleichung 
stellt alsdann die Flächen zweiter Classe dar, welche, im Allgemeinen, mit den Flächen zweiter 
Ordnung einerlei sind. (Einl. 96) Sie lässt sich auf die Form: 

bringen, wobei wir durch P, Q, R und S neue lineare Plan-Coordinaten bezeichnen, und dann bietet 
diese Form wiedenim, ohne dass eine Particularisation eintritt, drei eoordinirte Fälle dar: 

^•2p2_,,2Q2^p-2R2^^2S« = 0, 

wobei wir die beiden letzten Gleichungen auch durch die nachstehenden ersetzen können: 

tu + fivw = 0, 
tu + pm-^ + o^'S^ = 0. 

Diesen drei GleHkunj^-Formen entsprechen, auf ganz gleiche Weise, wie in der 83. Nummer, 
imaj^inäre Flächen, geradlinige Flächen, nicht g'eradlinige Flächen. Wir können 
diess direct nachweisen; sind aber zugleich einer solchen Nachweisung durch das Princip der 
Reciprodtät tberhoben.**) Je zwei geradlinige, so wie je zwei nicht geradlinige Flächen sind 
als zwei reciproke Flächen anzusehen. Dieselbe Fläche oder überhaupt Flächen ans derselben jener 
drei allgemeinen AbAeHnngen werden einerseits in der allgemeinen Punct-Coordinaten-Bestimmmig 
and andrerseits in der allgemeinen Plan-Coordinaten-Bestimmung durch zwei Gleichungen yon genan 
derselben Form dargestellt. 

31. Wenn * = 0, 

wodareh die Anzahl der nothwendigen Constanten sich auf acht redncirt, so ergeben sich die in 
der nachstehenden Gleichong zusammengezogenen Formen: 

^api^xaQ2:pp2R2 _ q. 



•> SctMB wir aenttch 

«. P _ ^ *i A - « ^' iL - ^ 

iDdem wir &^ 17 and 4 *'* •ltg:eineine Punct-Coordinaten nehmen^ so sind die Gleichnngen: 

e = &, H = )?, z = i,^ 

die Glcichmigeii der Reciprocitit wad diese f&bren atodana too Jeder der drei GMabniigea Ct) mi eiaer 
QleiolMUig TOD gaas derfeUien Form in P, Qf K, S. 
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In dem FaUe des negativen Zeiehens stellt diese Gleidiiuig eine ebene reelle Carve der sweiten 
Classe dar, welche gana io der Ebene der drei Puncte (P), (Q) and (R) liegt; in dem Falle des 
positiven Zeichens stellt sie eine imaginäre Curve dieser Olasse, oder, was dasselbe heisst, eine 
Ebene dar, nemlich die Ebene der drei Pancte (P), (Q) and (R). 

Wenn zug'leich 

1^ = 0, 03=0, e, =0, 

wodarch die Anzahl der noth wendigen Constanten sich aaf sechs reducirt, kann die allgemeine 
Gleichung* auf eine von folgenden beiden Formen gebracht werden : 

TT^P^Tx^Q* = 0, 
und'stellt alsdann ein System von zwei reellen oder zwei imag'inären Pancten dar. Im 
letztern Falle können wir auch sagen, dass die gerade Linie (P, Q) durch die allgemeine Gleichung 
dargestellt werde. 

Wenn endlich zugleich (wir nehmen die einfachsten Beding^ng's-Gleichangen der 14. Nummer): 
Wo, =0, W,, =0, 'Pa3=0, ^,a = 0, ^3, =0, ^3, =0, 
80 erhalten wir, von drei Constanten abhängeud, das System zweier zusammenfallendenPuncte: 

P^ = 0. 
Auch diese Particularisationen sind der collinearen Classification des vorigen Paragraphen 
ganz analog. 

38. Wir erhalten neue Unterscheidungen, wenn wir eine der vier arsprünglic^ Veränderliefaen, 
etwa s, mit einer blossen Constanten vertauschen, wonach: 

Ap^+AV+A"r« + 2B"pq+2B'pr+2Bqr + »Cp+«C'q+«C"r + D = 0. ^ 

Dann ist der, der fr&hem linearen Function s entsprechende, Panct nach g^ebener Richtung 
unendlich weit gerückt, während wir den drei übrigen Veränderlichen p, q, r die Bedeutui^; geben 
kennen von drei mit unbestimmten Coeffidenten multiplicirten Segmenten, weldie auf drei, nach der 
gegebenen Richtung durdi die drei Puncte: 

p == 0, q = 0, r = 0, 
gehenden, geraden Linien zwischen diesen festen Puncten und der bezQg'lichen Ebene liegen, {^inl.) 
Hier können wir aber keine Analogie mehr mit der geometrischen Deutung' der entspreehendea 
Entwickelungen des vorigen Paragraphen erwarten. Während nemlich bei derjenigen Coordinaten- 
Bestimmung, welche der Aufzählung der 17 Fälle dieses Parag'raphen zu Grunde liegt, die Coordinaten- 
Ebene (s), dadurch, dass an die Stelle der Veränderlichen s eine blosse Constante getreten, unendlich 
weit gerächt ist, hat sie jede Spur ihrer frühem Richtung' verloren und deshalb kann hier an€h die 
Lage der Fläche durcliaus nicht, sondern einzig und allein ihre eigene Natur den Etntheilnngs- 
Grund abgeben. Anders verhält es sich hier, wo eine Ebene nicht unendlich weit zu liegen braucht, 
damit ihre drei Coordinaten anendlich gross werden; diess geschieht nemlich dann, wenn die 
fragliche Ebene der gegebenen Richtung parallel ist, und hört also auf zu geschehen, wenn die 
Ebene gedreht wird. Also muss noth wendig bei der fraglichen neuen Eintheilung' die Lage der 
Fläche in Beziehung auf die gegebene Richtung' maassgebend sein. 

33. Wir begegnen keiner Schwierigkeit, wenn wir. In der neuen Coordinaten-Annahme, die 17 
verschiedoien Oleiehungs-Formen geometrisch deuten. Statt dessen wollen wir sogleich die Annahme 
machen, dass drei der vier, die Plan-Coordinaten-Bestimmung vermittelnden, Punele nach drei 
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gegeheneB RkUiaigai unoiiKeh weif Hegra. Dann eriiaken wir das einfoehste PtanhCoordinates« 
System, und wenn wir die Tier Coordinaten der Ebenem wie in der 7. Nummer derEtoteitong, inrdi 
w, t, n und t bezeichnen, tSr die allgemeine GUeichanir der Flächen zweiter Claase: 

Aw«+A't«+A''a«+A'''v«+«B''tw+W'aw+«Bttt+«Cvw4-«C'ty+«C"av ss 0« (1) 

Im Allgemeinen können wir dieser Gleichung, indem wir 

V =v, 

U =n + yv, 

T =t + ^'a + ^v, («) 

W= w+at + a'a+a"v, 

setzen und übrigens die bisherige Bezeichnung beibehalten, aaf folgende Form bringen : 

AW* + |i.T«+||.U^ + |-.V*=0, (3) 

und erhalten alsdann, denselben Bedingungen als frQher in der SS. Nummer entsprechend , die nach- 
stehenden vier eoordinirten allgemeinen Gleichungs-Formen : 

^1 W2 + x^T« - p^u^ — aw* = , n. 

^aW» — x^T« — p^ü'»— crW« = 0, m. 

TT^w^ +x2T* + p*ü2— o-^v« = a IV. 

Diese irier Gleichungen stellen bezüglich eine imaginäre Fläche, ein einschaliges Hyper- 
boloid, ein Ellipsoid und ein zweischaliges Hyperboloid dar. Bloss die Untersdietdnng 
der beiden letzten, nicht geradlinigen, Flächen bleibt noch zn rechtfertigen ttbrig. Zu diesem Ende 
bemerken wir, dass, im Falle der Gieidmng HI., die umhüllende Ebene alle möglidien Riehtungen 

ü V 

haben, aber weder durch den Punct (W) gehen noch unendlich weit rücken kann, weil -^ und -^ 

T ü V 

zwar alle möglichen "Werthe erhalten, aber ",—, — weder zugleich unendlich gross werden, 

noch zugleich ▼er9chwinden können. Hiemach ist die dargestellte Fläche eine im endlichen Räume 
umschlossene, wie die durch die gleichnamige Gleichung der 96. Nummer dargestellte, mithin 
ein Ellipsoid« 

Wenn wir W ^ 1 setzen, so stellen die vorstehenden Gleichungen, bei derselbefi Form, dieselbe 
Fläehen-Gattung als in der Voraussetzung ganzer und linearer Punct-Coordinaten dar. 

Wenn * = 0, 

wonach die Anzahl der nothwendigen Constanten sich auf acht reducirt, so ergeben sich die 
folgenden drei eoordinirten Gleichungs-Formen : 

^nv-i + x^T-^ + p'^ü* = , V. 

^nV«-^x«T^-~piU* = 0, VL 

wnv * + x^T* - p^ü* =0, VIL 

welche ebene Curven zweiter Classe darstellen. Es stellen nemlich in Folge der identifchen 
Gleichungen (2) auch die drei Gleichungen: 

T = 0, ü=«0, VäO, 

11 
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im Pmicle dar, die uA g^gehtMU RkbtaDgeB snenUidi wril lleg«k Voa dicMi Ridteagm 
bB9mn wir «imeliiiieDy te» sie in dem Poncte 

W = 

^icli schneiden, and sie dann als die Axen T, U und V bezeiehnen. Die reciproken Werthe derjenigen 

Segmente, die eine gegebene Ebene Ton diesen drei Axen absehneidet , sind, mit entgegengesetzten 

TU V 

Zeichen genommen, f&r die gegebene Ebene die Werthe der Coordinaten -^f -^ und r^. Da ans 

den Gleichungen V. — VII. die dritte dieser Coordinaten ganz verschwunden ist, so bestimmen irgoid 
swei Werthe der beiden übrig gebliebenen Coordinaten, welche diese Gleichungen befriedigen, 
unendlich viele Ebenen , welche alle eine in der Ebene der beiden Axen T und U liegende gerade 
Linie zum gemeinschaftlichen Durchschnitte haben. Diese gerade Linie tritt, bei anderer Annahme 
der Coordinaten- Werthe nicht aus der Ebene dieser beiden Axen heraus, und umhüllt eine in derselben 
Ebene liegende Cnrve, die wir auch als von jeder Ebene, welche durch diese gerade Linie geht, 
umhüllt betrachten liOnnen. In diesem Sinne stellen die fraglichen drei Gleichungen eine in der 
Ebene der Axen T und U, die wir auch als Ebene (W, T,U) bezeichnen können, liegende Cnrve 
zweiter Classe dar, und zwar bezüglich, den Bedingungen 

Ma < 0, A03 > 0, 

E^ > 0, AOa > 0, 

A©, < 0, 
entsprechend, eine imaginäre Curve der zweiten Classe, eine Ellipse» eine HyperbeL 
Wenn zugleieh 

so ergeben sich je nach dem Zeichen von S2 zwei Gleiehnngs-Formen, die wir in die folgoide 
zusammenziehen können: 

A^W^ ± jc^T^ = 0, VIEL IX. 

wonach die dargestellte FlSche in ein System von zwei imaginären oder zwei reellen 
Puncten ausartet. In dem Falle imaginärer Puncte können wir auch sagen, dass die Fläche la 
eine reelle gerade Linie degenerire, welche hier mit der Linie (W, T), oder der Axe 
T, zosammenfUlt. 

W*enn endlich, wie in der 29. Nummer: 

* = 0, 03 = 0, 0^ = 0, S, =0, Y = 0, ^ai = 0, 
so geht die ursprüngliche Gleichung (1) in die folgende über : 

W» = 0, i 

und stellt also ein Sjstem von zwei zusammenfallenden Puncten dar. 

34. Es sind nun noch diejenigen Fälle zu betrachten übrig, in ^welchen die allgemeine Forpi: 

:TW* + xT^+pU* + <rVa = 0; 
dadurch illusorisch wird ^ dass einer der Coefficienten in derselben einen unendlich grossen Werth 
erhält. Diess findet, in Gemässheit der 15. Nummer, erstens Statt, wenn 0^, nicht aber sleidh 
zeitig <I>, verschwindet. Dann ergibt sich indess, indem wir 

A"'v+8C"u + 2C't + 2Cw = H 
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setzen, die folgende Form i ^ 

AW* + ?^.T« + HV = 0. (4) 

A 

Zweitens findet dieses Statt, wenn S^j nicht aber gleichzeitig 0, Terschwindet; dann kommt, 
wenn wir nach der eben angesogenen Nammer: 

A"u + 2Bt+«B'w = K 
setzen, die folgende Form: 

AW«+KÜ +%-. V« = 0. (5) 

wobei U ^ a — yv. 

Die vorstehenden Formen (4) und (5) sind zwar in den allgemeinen der beiden letzten 
Gleichungen (I) der 30. Nammer einbegriffen, lassen sich aber nicht auf die speciellem Formen 
L — IV. bringen. Der Grund von diesem letztem Umstände ist aber bereits schon in der 15. Nummer 
angedeutet ; er fällt, was die Gleichung (4) betrifft, fort, wenn wir statt der ursprünglichen Veränderliche« 
T eine andere, bei beliebiger Annahme von t etwa (v + '^u}, einfuhren, oder, was dasselbe heisst, 
die Richtung der Axe v ändern, indem wir diese Axe, etwa in der Ebene (w, u, v), um den Punct 
(w) sich drehen lassen. Dadurch erhalten nemlich die Gonstanten der ursprOnglichen Gleichung 
andere Werthe, so dass im Allgemeinen 03 dann nicht mehr verschwindet und die Form (3) von 
Neuem wieder mOglich wird. Es erhellt hieraus, dass durch die Bedingung des Verschwindens von 
03 die Natur der dargestellten Fläche keiner Partiealarisation unterworfen wird, sondern dass 
dadurch bloss eine particuläre Lage gegen die Axe v angezeigt wird. 

Ganz analog verhält es sich in dem Falle der Gleichungs-Form (5), wa wir nor den ursprfing* 
liehen Axen u und v eine andere Richtung zu geben brauchen , damit die aligemeine Gleichung auf 
die Form (3) gebracht werden künne. 

£s bleibt hier nur noch die Frage zu beantworten Übrig, zu welchen der Formeln I. — IV., bei 
veränderter Axen-Annahme, die Gleichungen (4) und (5) führen. Wir sehen zuvörderst, dass die 
Form I. ausgeschlossen ist, die Fläche also beidesmal nothwendig reell ist« Aus den Formen ü.— IV. 
ist femer ersichtlich , dass W nur in dem Falle der beiden Hyperboloide Df. und IV. verschwinden 
kann, nicht aber in dem Falle des Ellipsoids IIL Also können auch die Gleichungen (4) und (S) 
kein Ellipsoid darstellen. Beide Gleichungen stellen also entweder ein einschaliges oder ein 
zweischaliges Hyperboloid dar. Ersteres findet Tdr <Re Olekhungs-Form (4) offenbar dann 
Statt, wenn neben der obigen Bedingungs-Gleichung 0j =» 0: 

und fiir die Gleichungs-Form (5), \venn neben der Bedingungs-Gleichung H« = 0, 

* > 0; 
denn alsdann erhalten das erste und letzte Glied dieser Gleichung entgegengesetzte Zeichen, weil, in 
Folge der 1. CReiehung IV. der 10* Nammer, durch das Verschwinden von S^ der M'erth ffir A03 
gleieh — (^os)** also negativ wird. Werden diese Bedingungen nicht befriedigt, so ist die Fläche 
ein zweiscknliges Bilipsotd. 

Wenn endlich, im Falle der Oleichnng (4), 

3^ = 0, 
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und im Falle der Gleiehiuig (5) 

* =0, 

so erhaKen vir bezüglich die übereinstimmendeii Gleicfanngs-Formen : 

AW^ + HV = 0, A\V2+Kü = 0, 

welche eine Hjperbel darstellen, die bezüglicg gegen die Axen Y und U eine solche Lage hat, dass 
ihre Gleichung nicht mehr auf die Form VII. gebracht werden kann« 

35. Zdletzt ist noch derjenige Fall zu betrachten, wo die allgemeine Gteichangs-Form dadnrdi 
anstatthaft wird, dass 

A = 0. 

Dann ergibt sich schon aus dem blossen Anblick der ursprünglichen Gleichung (1) eine charakte- 
ristische Eigenschaft der alsdann durch dieselbe dargestellten Fläche. Beliebig angenommenea 
Werthen von t, u^ v entspricht in diesem Falle immer ein einziger Werth von w, weil der zweite 
durch das Verschwinden von A unendlich gross wird- Es gibt also auch immer nur eine einzige 
Lage der umhüllenden Ebene, in welcher sie irgend einer gegebenen Ebene parallel i^U In der 
zweiten Lage ist sie unendlich weit gerückt. 

Wir erhalten, diesem Falle entsprechend, in Gemässheit der 15« Nummer, indem. wir in der 
ursprünglichen Gleichung' 

T =V, 

u = ü+yV, 

t = T+ßOJ + ßV, 
W=W' + aaJ+aV, 
setzen, nnd A Null nehmen: 

(«B"W'+AT)T+|^.Ü4 + |-.V* = 0, (6) 

wobei wir noch, der Kürze wegen, 

2B"W'+AT = W 

setzen wollen. Wir erhalten hier aw^i verschiedene coordinirte Fälle, je nachdem S« ud 4> im 
Zeichen übereinstimmen oder nicht, oder, was in Folge der ersten der identischen Gleicknngen IX. 
hiermit gleichbedeutend ist, je nachdem 

©3®»— (A^O* > 0, oder ©.04~(A.,3)« < 0. 

Die beiden neuen, von acht nothwendi^en Constanten abhängigen Gleichungs-Formen sind Memach: 

WT + p«|J« + ir«V« =0, • XI 

WT + p5U* — a«V2 =0, XSL 

wobei wir die letzte Gleichungs-Form auch mit der folgenden vertauschen können: 

WT+(pü+<rV)(pü— aV) = 0. 

Die durch diese Qleichuiigen dargestellten Flächen sind die beiden Paraboloide, das elliptische 
.and hyperbolische. Um dies nicht bloss als Definition hinzustellen, sond^n auefc nadmweis^ 
dass diese Benennung mit der, bereits im vorigen Paragraphen angewandten, tibereiastiiAme ^ wird 
es hinreichen, bloss den zweiten der beiden coordinirten Fälle näher in's ^uge zu fassen» Um die 
letzte Gleichung zu befriedigen, kOnnen wir, bei willkührlicber Annahme eines onbestuninttn Coef- 
icienten 8, gleichzeitig 
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W— »(pü-<rlJ) = », 

«T+(pü + crV) =r 0, 
setzen. Die erste dieser beiden Gleicbongen stellt einen Pnnct dar, der seine Lage bei einer andern 
Annahme von 9 ändert, die zweite einen Punct, der nach bestimmter Riehtang unendlich weit liegt 
Diese Bichtong ändert; sich mit Sj aber so, dass sie in allen ihren Lagen einer gegebenen Ebene, 
(derjenigen Ebene nemlich, welche durch die beiden Axen U and V geht) parallel bleibt. DaiT 
System der beiden letzten Gleichungen stellt also eine solche gerade Linie dar, welche durch den 
ersten Punct geht und dieser Ebene parallel ist, and die also, wenn der Werth von d nach einander 
alle möglichen Werthe eriiäh, ein bjperbolisches Paraboloid beschreibt (fT). 
Wenn zugleich endlich 

A = 0, ^ = 0, 

so artet die Fläche, indem ihre Gleichong die folgende Form mit sieben nothwendigen Constanten 
annimmt : 

WT+pü^ = 0, XIIL 

in eine ebene Curve aus und diese Curve ist eine Parabel. 
36. Wenn gleichzeitig 

A = 0, * =s 0, ©3=0, ©1 = 0, 

so reducirt sich die Anzahl der nothwendigen Bedingongen auf fänf. Die umgeformte Gleichung 
stellt, indem sie alsdann die nachstehende Form annimmt : 

WT = 0, XIV* 

ein Sjstem von zwei Puncten dar, von welchen einer, nach gegebener Richtung, 

unendlich weit liegt. 

Wenn gleichzeitig femer: 

A =» 0, B.2 s=s 0, 

oder was, in Folge der ersten identischen Gleichung I. der 10. Nummer, hiermit identisch isT, 

wenn gleichzeitig: ^ 

A = 0, B" =« 0, 

so wird die Gleichong (6) wiederum illusorisch, was aber nur in der besondeni Lage der Fläche gegen 

die Axe t seinen Grund hat. Bei einer Vertauschung dieser Axe mit einer dar beiden Axen u und v höit 

diese Form, im Allgemeinen, wieder auf, iilusorisch zu sein« Dann aber bleibt sie es immer, wenn 

Gleichzeitig 

A = 0, £, = 0, Ä, =5 0, Y = 0, 

oder, was hiermit gleichbedeutend, i 

A = 0, B" = 0, B' = 0, C = 0^ 

in welchem Falle die ursprfingfiche Gleichung^ sich auf eine {iMWOgene swischen den drei Vewt- 

änderlichen t, u und v redacirt, und nach der Umformung in die folgende übergeht : 

AT^ + ^U* + |.V» = 0. (7) 

Um diese Form aas (B) abzuleiten, setzen wir zuvorderst B'^ gleich Null , wonach das erste Glied 
sich aaf A^^ reducirt. Femer verschwindet ¥,3 und demnach kommt, wenn wir das Quadraü 
dieses Ausdracks vernachlässigen, in Folge der zweiten identischen Gleichung IV. der 10. Nummer: 

So ~ A'* 
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Ferner verschwindet A^, und wenn wir das Quadrat diües Ansdraeks TemacUässigen, in Fol^e der 
3. identischen Gleichongr IX. der 10. Nunmar 

e 

Die Gieichungs-Formen V — VL des gegenwärtigen Pragraphen stellen, statt einer Fliehe, eine 
blosse Curve dar, und diese liegt in der Ebene der drei Puncte: 

W = 0, T = 0, ü = 0, 
Ton welchen die beiden letzten nach bestiBuntea Richtongan onaadlieh weit listen, adar, mit aadca 
Worten, sie liegt in der Ebene der beiden Axen T und U. In dem Fall dar Glaidiangs-Forai (f) 
ist, an der Stelle des Panctes W, der Punct V getreten, der ebenfalls unendlich weit liegt. Die 
Analogie rechtfertigt uns also, wenn wir sagen, dass diese Gleichung eine ebene Gurre awmter Classe 
darstellt, die in der Ebene der drei Puncte 

T = 0, ü = 0, V = 0, 

oder, mit andern Worten, unendlich weit liegt. Einig'e nähere Erörterungen möchten hier wfinacheas- 
werth erscheinen. 

Wenn gleichzeitig* mit der Gleichung (7) die fol^^de: 

W »0 

hesteht, so stellt das System dieser beiden Gleichungen einen Kegel dar. Die Spitze deaselbea 
wird durch die letate Gleichung, die Richtung der durch dieselbe gehenden BerOhrungs-Ebenen durch 
die Gleichung (7) bestimmt. Dieser Kegel wird durch eine, parallel mit sich selbst, immer weiter 
fortrückende Ebene tou gegebener Richtung in einer Curve von immer wachsenden Dimensionen 
geschnitten. Vertauschen wir die letzte Gleichung mit der Gleichung irgend eines andern Pnnctes, 
ao ritckt jener Kegüf parrallel mit sich selbst, fort und die Durchachnitts^Curve in jener Schnitt- 
Ebene,, ist um so mehr mit der frflhem als identisch zu betrachten, je weiter diese Ebene liegt. Bei 
einer unendlich entfernten Lage der . Schnitt - Ebene ist die Identität als vollständig zu betrachten, 
neh derselben Anadiausng, wie zwei parallele Linie geraden in unendlichar Entfernung sich in einen 
Puncte, zwei parallele Ebenen sich in einer gemiwi Linie schneiden. Dann hat aber anah die 
nehneidende Ebene jede Spur ihrer nrspriittg'lichen Richtunf verloren, wonach die IJnteradieiduBg 
der Durchschnitts-Curve als Ellipse, Hyperbel und Parabel wegßUlt und wir können nur, je naehdca 
der Kegel reell oder imaginär ist, eine in unendlicher Entfernung liegende reelle oder imaginäre 
Dnrchschnitts-Curve unterscheiden. 

Nach dem Vorstehenden gewinnen wir die folgende Anschauung. Wenn wir einen ge|[ebencB 
Kegel paraUel mit sich selbst verricken, so schneiden sich die parallelen Barührangs-Bbenen die dea 
verschiedenen Lagen des Kegels entsprechen auf einer unendlich weit liegenden geraden Linie. Diese 
gerade Linie, oder auch die durch dieselbe in jeder ihrer verschiedenen Lagen gehenden parallelea 
Berahrungs-Ebenen, umhttllen in unendlicher Entfernung eine Curve der zweiten Classe, 
idie in dem Falle, dass der Kegel imaginär wird, oder^ was dasselbe heisst, auf einen Punct sich 
Mocirt, imaginär ist. Diesen beiden Fällen, entsprechen die folgenden beiden Oleichnngs- Formen 
mit fftnf nathwendtgen Constanten: 

x*T« + p*ü* ~ a^y^ s 0, XV. 

ie«T« + p^ü« + a«V* = 0. XVI. 



Dit Corve ist imagmär, wenn der leteten Fonn eutsprecbeBd, gleichzeitig: 

5 < 0, A'e > 0, 

sonst ist sie reell. 

Wenn insbesondere 8 = 0, 

so stellt die aus (7) resullirende Gflelchnng mit vier noth wendigen Constanten: 

A'^T* + £ü« = 0, xvu: xvm. 

ein Sjstem von swei nach zwei bestimmten Richtungen unendlich weit liegenden 
Puncten dar, die reell oder imaginär sind, je nachdem 

Ä < oder S* > 0. 
Wenn neben der vorstehendeii Bedingungs- Gleichung auch noch ^verschwindet, so wird dtt 
Gleichung (7) illusorisch, hört aber bei einer andern Annahme der ursprünglichen Richtung der 
Axe V. wieder auf es zu sein. Wenn aber letztlich zugleich 

©=«0, S = 0, Y = 0, 
so folgt ans der 4. der identischen Gleichungen IV. der 10. Nummer (weil ^^o =0 nicht aber AO 

dass -= ▼erschwindet und mithin die Gleicbimg (7) auf 

T^ = 0, XIX. 

sich reducirty und bei bloss zwei nothwendigen Constanten ein System von zwei Puncten 
darstellt, die nach gegebener Richtung unendlich weit liegen. 



5 4. 

IMseamion der Glelcliuiigs-Fi 

wP*+«0«+pR« + aS2 = 

In der sweifaelieii Coerdlnaten-BefttlmiiiiiiiS« 

37. Wir wollen zuvörderst den vier Veränderlichen die Bedeutung* von vier linearen Pmtet^ 
Coordinaten geben. Alsdann hängt die Bestimmung einer Vtädit durch die Ghichufig: 

^P2+xQ«+pR2if aS' = 0, (0* 

von den vier gegebenen Ebenen 

P =« 0, Q = 0, R a» 0, S:^0, Ü) 

und von drei Coefficienten, Im Allgemehieto also von 4. 3 + 8s=:15 Constatftto ab. Üntei^ dfesew 
befinden sich also sechs- überzählige« Jene vier Ebenen stehen' in einer snfmtteiriseb«» Bn* 
ziehiiog zu der dargestellten Fläclie, die niher zu besftimmen uns ibnächst obliegt. Der Bberzäh- 
ligen Constanten wegen, kann diese Beziehung keine ausschliessliche sein« 

Nach der 95« Nummer der einlehenden Mträchtungen können wir dui^ch die Veifmhtrfung einer 
Fläehe der zweite» Ordnung^ die Reciprociföt zweier Systeme constniiren. Nehmen wir fftr disM 
Fläche die^ durch die Gleichung (1) dargestellte^ setzen der KQrze halber 
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und bezeichnen diejenigen Werthe der Tier Veränderliehen, welche irgend einem gegebenen Ponete 
entsprechen, durch P^ Q\ W and S^, so stellt die folgende Gleichnng: 

iü, iQ, AQ iü 

die Polar -Ebene des gegebenen Punctes in Beziehung auf die Fläche Q dar. Diese Gleichung gek, 
entwickelt, in die nachstehende über: 

wP'P + jrQ'Q + pR'R -H crS'S = 0. (3) 

Fällt insbesondere der gegebene Punct in den gemeinschaßlichen Durchschnitt dreier der net 
Ebenen (2), namentlich der drei ersten, so reducirt sich die vorstehende Gleichung, durch das Ver- 
schwinden Ton P^, Q' und R% anf die Gleichung der yierten dieser Ebenen, auf: 

8 = 0. 
Es sind also die Ebenen (f) die vier Polar-Ebenen der gegentfcerli^enden Ecke» des ?oi 
ihnen gebildeten Tetraeders, und umgekehrt, diese Ecken die Pole der gegenfiberliegenden Seiten- 
Ebenen. Es sind ferner, was hieraus folgt, die drei Paare gegenttberiiegender Kanten drei 
Paare reciproker Polar-Linien. 

Das von den vier Ebenen (2) gebildete Tetraeder wollen wir Pol-Tetraeder nennen. 

38. Wenn eine Kante des Pol-Tetraeders gegeben ist, so erhalten wir, nach der Theorie der 
Pole, in der Voraussetzung, dass dieselbe die Fläche schneidet, unmittelbar die gegenüberliegende 
Kante, wenn wir in den beiden Durchschnittspuncten die beiden Tangential -Ebenen der Fläche cod- 
struiren und die Durchschnitts-Linie dieser Ebenen nehmen. In der Voraussetzung, dass durch die 
gegebene Kante zwei Tangential -Ebenen an die Fläche sich legen lassen, erhalten wir die 
gegenüberliegende, wenn wir die beiden Beriihrungspuncte auf diesen Tangential - Ebenen dareb 
eine gerade Linie verbinden. In dem Falle, dass keine der beiden gemachten Voraussetzungen Statt 
findet, bleibt nur übrig, die gegenüberliegende Kante als die Durchschnitts -Linie der Polar -Ebenen 
irgend zweier Puncto der gegebenen Kante, oder als die Verbindnngs- Linie der Pole irgend zveier 
durch die gegebene Kante gehenden Ebenen zu construiren. 

Wenn eine Ecke des Pol-Tetraeders gegeben ist, so erhalten wir die gegenüberliegende Seiten- 
Fläche, wenn wir durch die Ecke drei beliebige Tangential-Ebenen an die Fläche und durch die drei 
Berührungspnucte auf denselben eine Ebene legen. In derselben Ebene liegen alsdann die Berührungs- 
puncto auf allen Tangential-Ebenen, welche durch die gegebene Ecke gehen. Diese Ebenen umhüllen 
einen Kegel, welcher der Fläche umschrieben ist, und diese Fläche nach der vorstehenden Bemerkung 
in einer ebenen Curve berührt Wenn die gegebene Ecke innerhalb der Fläche liegt, das h einst, 
wenn durch dieselbe sich keine Ebene legen lässt, welche die Fläche berührt, so reducirt sich der 
fragliche Kegel auf einen Punct und die Berihrungs-Curve wird, indem die gegenüberliegende Seites- 
Ebene die Fläche nicht sehneidet, imaginär. Um alsdann diese Seiten -Ebenen zu eonstmires, 
brauchen wir bloss durch die gegebene Ecke zwei beliebige die Fläche schneidende gerade Linici 
zn legen: die reciproken Polaren von diesen liegen alsdann beide in der verlangten Seiten-Ebene. 

Auf analoge Welse bestimmt sich, wenn eine Seiten-Ebene des PoirTetneders gegeben ist, die 
gegenüberliegende Ecke« 

39. Die vorstehenden ResuUaie, die wir hier nicht weiter ausfiihren wollen, knüpfen sick, 
abgesehen tob der Theorie der Pole, auch unmitl^elbar an die Form der Gleichnng (1). Denn, an 
diese Gleichung zu befriedigen, können wir gleichzeitig, etwa 
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setzen. Die erste dieser beiden Gleichungen stellt einen Kegel dar (24), dessen SpitEe (P, Q, R) 
der Dordtfcbnittspunct der drei ersten Ebenen (f) ist, und ivelcher die Fläche im Durchschnitte 
derselben mit der Ebene (S) berührt. Denn weil diese Gleichung' eine alg'ebraische Fol^e aus der 
Gleichung der Fläche und der zweiten der beiden vorstehenden Gleichungen ist, geht der durch die- 
selbe dargestellte Kegel durch die beiden zusammmenfallenden Curven zweiter Ordnung, in welcher 
die Fläche und zwei in der Ebene S zusammenfallende Ebenen sich schneiden. Der fragliche Kegel 
reducirt sich auf einen Pnnct, wenn die drei Coefficienten seiner Gleichung im Zeichen überein- 
stimmen and dann liegt die Spitze desselben Innerhalb der Fläche. 

Wir können femer die Gleichung (1) befriedigen, indem wir gleichzeitig etwa 

^P* + 3eQ*^ = 0, R^=0, S^ = 0, 

setzen. Das System der beiden letzten Gleichungen stellt eine in die Kante (R, S) zusammen- 
fallende gerade Linie dar; die erste Gleichung, welche eine algebraische Folge aus den beiden letzten 
Gleichungen und der Gleichung der Fläche ist, stellt ein Sjstem von zwei Ebenen dar. Diese beiden 
Ebenen berühren die Fläche im Durchschnitte derselben mit der Kante (R, S), weil sie durch die 
zweimal vier Durchschnittspnncte der Fläche mit jenen vier in dieser Kante zusammenfallenden 
geraden Linien gehen muss. Sie können reell oder imaginär sein. Im letztem Falle , der analytisch 
dadurch ausgedrückt wird, dass tt und x im Zeichen übereinstimmen, wird die Fläche von der Kante 
(R, S) nicht geschnitten. 

40. Nach der vorigen Nummer ergibt sich eine Unterscheidung der Flächen zweiter Ordnung in 
Beziehung auf ihre Pol-Tetraeder. Wie alle solche Flächen, so haben auch die imaginären ihre 
reellen Pol -Tetraeder, deren Betrachtung indess für uns kein besonderes Interesse hat. In dem 
Falle der nicht geradlinigen Flächen (des Ellipsoids, des elliptischen Hyperboloids 
und des elliptischen Paraboloids), denen die Gleichungs-Form : 

w*P« +x2Q*^ + P«R« — <y«S« = 0, 

entspricht, liegt immer nur eine Ecke des Pol-Tetraeders, nemlich (P, Q, R), innerhalb der Fläche, 
die drei übrigen (P, Q, S), .(T, R, S) und (Q^ R, S) liegen ausserhalb. Diesem entsprechend 
begegnet immer auch nur eine einzige der vier Seiten*Ebenen des Tetraeders, nemlich (S), der 
Fläche nicht, während die drei übrigen, (R), (Q) und (P), dieselbe in reellen Curven schneiden. 
Drei Kanten, (S, P), (S, Q) und (S, R), schneiden ferner die Fläche, während die drei gegenüber« 
liegenden (Q, R), (P, R) und (P, Q) ihr nicht begegnen. 

In dem Falle der geradlinigen Flächen zweiter Ordnung (des hyperbolischen Hyperbo* 
loids und des hyperbolischen Paraboloids), denen die folgende Gleiehungs-Form : 

^apf -j. «2Q2 _ p«Ra _ o-zs^ = 0, 

entspricht, liegen alle vier Ecken der Pol-Tetraeder ausserhalb, denn es reducirt sich die vorstehende 
Gleichung, welches ihrer vier Glieder auch ausfallen mag, immer auf die Glelchang eines reellen 
Kegels. Die vier Seiten-Ebenen der Pol-Tetraeder schneiden also auch die Fläche in reellen Curven* 
Von den sechs Kanten begegnen bloss zwei gegenüberliegende der Fliehe nicht, nämlich (P, Q) 
und (R^ S), während die beiden andern Paare gegenfiberliegfnder Kanten, (P, R) und (Q, S), 
(P, S) und (Q, R), dieselbe schneiden« 

41. Bevor wir weiter gehen, müssen wir die Bedeutung der sechs willkührlichen Con- 
ntanten, welche die aligemeine Gleichung: 

18 
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^p2 + xO* + pR» + cS«=0, (1) 

finscMiessty naher ins Aoge fassen. 

Indem -wir, wie in der 23. Nammer die Flächen aweiter Ordnung dureh die allgemeine Qlci. 
ehung mit neun anbestimmten CoeSieienten: 

Ap2+A'q« + A"r« + A'"8a+«B"pq+«B'pr + 2Bqr + 2Cps + «C'qs + «C"r8 = 0, («) 
darstellen, können wir die vier, der Coordinaten^Bestimmang za Grande gelegten, Ebenen: 

p = 0, q == 0, r = 0, 8 = 0, 
von Vorne herein willkürlich annehmen; denn, wie wir sie auch angenommen haben mögen, irir 
können, bei gehöriger Bestimmung der nenn Constanten, immer jede Fläche der zweiten Ordoong 
darch die allg'emeine GIcichang (2) aasdrucken. Um von dieser ursprQng^lichen Coordinaten-Bestim- 
mung zu derjenigen überzugehen, welche der Gleichung (1) zu Grunde liegt, haben wir nach der 
in der 1. Nummer bezeichneten Umformungsweise zunächst 

s = S 

gesetzt, so dass also auch die Ebene (S) von Vorne herein immer noch durchaus willkürlich an^- 
Bommen werden kann. Indem wir dann femer in der ursprünglichen Gleichung r, q und p b^ 

süglich mit 

•r + yS, q + ^S, p + aS, 

vertauschen, drehen wir die drei beliebigen Ebenen (r), (q) und (p) um ihre Durchschnittsitnie 
mit der beliebig angenommenen Ebene (S) so lange, bis alle drei in dem Pole dieser Ebene sid 
schneidern Die Ebene (r) in ihrer neuen Lage ist die Ebene (R). Diese Ebene ist also nur der 
Bedingung* unterworfen , dass sie durch den Pol der Ebene (S) ^eht und übrigens willkührlick. 
Indem wir femer das neue q und das neue p besüirüch mit 

q+^'R, p+a'R, 

vertauschen, drehen wir die bezüglichen Ebenen um ihre Durchschnittslinie mit der Ebene (R) so 
lange, bis ihre eigene Durchschnittslinie die Polare der Kante (R, S) wird* Die Ebene (q) in der 
neuen Lage ist die Ebene (Q), und diese also bloss dadurch bestimmt, dass sie durch die Polar-Linie 
der Kante (R, S) geht, übrigens beliebig. Indem wir endlich das neue p mit 

P + a"Q 
vertauschen , drehen wir die bezügliche Ebene um ihre Durchschnittslinie mit der Ebene (Q) so 
lange, bis sie die Polar -Ebene des Punctes (0, R, S) wird, in welchem die drei Ebenen (Q), (R) 
und (S) sich schneiden. Die Ebene (p) nach dieser letzten Drehung ist keine andere als die Ebene 
(P) und vollkommen durch die Fläche bestimmt, nachdem es die drei letztgenannten Ebenen sind. 

Von den sechs überzähligen Constanten finden sich hiernach drei wieder in der willkührlicbeD 
Annahme der Ebene (S), zwei in der wilikührlichen Annahme der[Kante (R, S) in der Ebene (S) 
und eine endlich in der wilikührlichen Annahme des Punctes (Q, R, S) auf dieser Kante (R,S). 

42. Wenn wir, nach der zweiten in der 20. Nummer entwickelten Umformungsweise, statt 
p, durch die folgende Gleichung P einführen : 

p = P — a"q — a'r — as, 

80 verrücken wir die ursprüngliche Coordinaten - Ebene (p} so, dass sie nach der Verrückong ia 
die Polar-Ebene (P) des beliebig angenommenen Punctes (Q, R, S) fiUt« Indem wir ferner, statt q, 
durch die nachstehende Gleichung Q einführen: 
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q = Q — fr— bs, 

drehen wir die arsprongliche Coordinaten-Ebene (q) um ihren gemeinschaftlichen Durehschnittspunct 

mit den Ebenen (r) und (s) so, dass, nach der Drehung die Durchschnittslinie (P, Q) die Polare 

der durch den Punct (Q, R, 8) villkQhrlich gelegten geraden Linie (R, S) ist. Indem wir endlich 

durch die folgende Gleichung: 

r = R — CS, 

R statt r einführen , drehen wir die ursprüngliche Ebene (r) um ihre Durchschnittslinie mit der 
Ebene s), bis sie eine solehe Lage annimmt, dass ihr Durchschnittspunct (V, Q, R) mit der Kante 
(P, Q) der Pol einer wiUkührlich durch die gerade Linie (R, S) gelegten Ebene (S) ist. Letztlich 
ist (s) identisch mit (S). 

Hier finden sich von den sechs übenähligen Constanten drei wieder in der willkOhrlichen 
Annahme des Punctes (Qi R» S), zwei in der willkührliehen Annahme der durch diesen Punct ge- 
legten geraden Linie (R, S) und eine in der willkührliehen Annahme der durch diese gerade IJaie 
gehenden Ebene (S). 

43. Wenn wir durch die Kante (R, S), die wir als eine wiUkührlich angenommene gerade 
Linie betrachten können, irgend eine Ebene legen, die wir, indem X einen unbestimmten Coefficienten 
bedeutet, durch die Gleichung : 

R4-XS = r=0, 

darstellen, so erhalten wir für die Gleichungen der Durchschnitts -Curve der Flache (1) mit 
dieser Ebene: 

r ='0, srP« + xQ* + (pX» + <r)S* («) 

Hiemach sehen wir aus der Theorie der Cunron zweiter Ordnung *}, dass in Beziehung auf die 
Darchschnitts-Curve die gerade Linie (S, r) -—identisch mit der geraden Linie (R, 8) — den Durchs 
schnittt der beiden geraden Linien (P, r) und (Q, r), also einen» Punct der geraden Lhiie (P, Q} 
zum Pole hat. Zunächst erhalten wir hier also den Satz, dass, wenn whr nm eine beliebige gerade 
Linie eine durch dieselbe gehende Ebene sich drehen lassen, der geometrische Ort für die Pole 
dieser geraden Linie, in Beziehung auf die verschiedenen in der sich drehenden Ebene liegenden 
Durehschnitts-Corren, eine gerade Linie ist, und zwar die zugeordnete Polare der gegebenen geraden 
Linie in Beziehung auf die Fläche. 

Wenn wir insbesondere, was auf zweifache Art geschehen kann^ X so bestimmen, dass 

so werden, während die schneidende Ebene in eine Tangential-Ebene übergeht, die Gleichungen der 
Durchschnitts-Curve 

r = 0, irP^+xQ« =0. 

Die Bestimmung Ton X ist nur dann reell, wenn p und er entgegengesetzte Zeichen haben, nnd in 
diesem Falle nur lassen sich durch die gegebene Kante (Q, R) reelle Tangential-Ebenen an die 
Fläche legen, was nach der) 40. Nummer darauf hinauskommt, dass die Kante (P, S) die 
Fläche nicht schneidet. Je nachdem, in dieser Voraussetzung, ?r und x im Zeichen übereinstimmen 
oder nicht, das heisst, je nachdem die Fläche eine nicht geradlinige oder eine geradlinige ist, geht die 
Durchschnitts-Curve in der Tangential-Ebene in einen Punct über oder in einSystem von zwei 
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geraden Linien, worin also eine characteristische Unterscheidang der beiden Haaptclassen der 
reellen Flächen zweiter Ordnung liegt. Wenn wir erwägen, dass das letzte Glied der zweiten Gleichung 
der Darhschnitts-Curve (It) sein Zeichen ändert, wenn die schneidende Ebene durch die Lage der 
Tangential-Ebene hindurchgeht, so gewinnen wir ferner die folgende Anschauung. Wenn eine Tan- 
gential'Ebene einer Fläche der zweiten Ordnung sich um eine in ihr liegende gerade Linie dreht, 
80 bildet, wenn die Fläche eine nicht geradlinige ist, der Berührungspunct in der ursprünglichen 
Lage der Ebene den Uebergang von reellen zu imaginären Durchschnitts-Curven , während, wenn 
die Fläche eine geradlinige ist, die Durchschnitts-Curven immer Hyperbeln bleiben, welche in der 
lursprüngliehen LagcS der Ebene, durch zwei gerade Linien hindurchgehend, auf die andere Seite der 
Asymptoten hiniibertreten. 

Diejenigen beiden Werthe von X, die den beiden Tangaitial-Ebenen entsprechen , wollen wir 
durch ± V bezeichnen. Dann ist aus den nachstehenden Gleichungen: 

R = 0, S = 0, R + >,'S = 0, R— VS = 0, 

ersichtlich, dass die bezüg^chen Ebenen , nemlich zwei Seiten-Ebenen des Pol-Tetraeders und die 
beiden Tangential-Ebenen der Fläche, welche durch die Durchschnitts -Kante jener beiden Ebenen 
gehen, in einer solchen Beziehung au einander stehen, die man eine harmonische genannt hat, 
wonach man, wenn drei der vier Ebenen gegeben sind, die vierte auf lineare Weise bestimmen kann. 
Auf diese Weise ergibt sich eine dritte Construction der Pol-Tetraeder einer gegebenen Fläche der 
zweiten Ordnung, Wir nehmen nemlich eine Kante desselben (R, S) willkührlich an, wodurch die 
gegenüberliegende (P, Q) als reciproke Polare bestimmt ist; wir legen ferner durch jede dieser 
beiden gegenüberliegenden Kanten eine beliebige Ebene (R), (P) und bestimmen zu jeder dieser 
beiden Ebenen und den durch die bezügliche Kante gehenden beiden Tangential-Ebenen die vierte 
harmonische, (S), (Q). Der wUlkuhrlichen Annahme einer der beiden Kanten entsprechen vier 
überzählige ConsUnten und jeder der beiden durdi diese Kante wiUkührlich gelegten Ebenen ent- 
spricht eine Constante. 

Nach dem Principe der Reciprocität können wir, statt die durch die beiden Kanten gehenden 
Seiten-Ebenen des Tetraeders zu bestimmen, die auf diesen Kanten liegenden Eckai desselben con- 
struiren; denn auf jeder Kante bilden die bezügüchcn beiden Eckpuncte und die Durchschnittspuncee 
mit der Fläche vier harmonische Theilungspuncte. 

44. Endlich wird es uns nach den vorstehenden Erörterungen leicht, diejenigen Falle zu über- 
sehen, wo in der ursprünglichen Coordinaten-Annahme der Grund davon liegt, dass die Verwandlang 
der allgemeinen Gleichung in eine Gleichung von derjenigen Form, mit der wir uns in diesem Para- 
graphen beschäftigen, [unmögUch wird (15). Die neue Coordinaten-Bestimmung wird nemlich unsu- 
reichend, wenn die vier Ebenen. (P), (Q), (R) und (S) in demselben Puncte sich schneiden, weil 
dann jede der vier entsprechenden Veränderlichen eine lineare homogene Function der drei übrigen 
ist; wonach homogene Gleichungen zwischen vier Veränderlichen sich auf homogene Gleichungen 
zwischen drei derselben reducireu. 

Wenn wir uns zunächst an die Betrachtungsweise der 41. Nummer halten , so ist ersichtiicii, 
dass die vier fragüchen Ebenen (P), (Q), (R) und (S) dann durch denselben Punct gehen, wenn 

erstens die Ebene (S), welche keine andere ist als die ursprüngUche Coordinaten- Ebene (s), 
die dargestellte Fläche berührt, weil dann die gegenüberliegende Ecke des Pol-Tetraeders indem 
Berührungspuncte auf dieser Fläche liegt; 
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zweitens: wenn die Ebene (8) die Fläche schneidet, aber die willlcührlieh in ihr anzunehmende 
Kante (R, S) die Fläche berührt. Dann wird die Ebene (R), welche zugleich durch den Pol der 
Ebene (S) geb, eine Tangentiid-Ebene der Fläche. Die Kante (R, S) ist aber in Folge der Yer* 
wandlangs-Formeln der 1. Nummer keine andere als die gerade Linie (r, s) ; 

drittens: wenn die Kante (R, S) die Fläche schneidet, aber der willkührlich anzunehmende 
Punct (Q, R, S) auf der Fläche liegt, weil dann die Polar- Ebene desselben (P) eine Tangential- 
Ebene der Fläche ist. Der Punct (Q, R, S) ist aber, in Gemässheit der eben angezogenen Verwand- 
lungs-Fonueln, kein anderer als der Punct (q, r, s). 

45. Da die Ebene (s) oder, was dasselbe ist, (S}, durchaus willkührlich bestimmt werden kann, 
so können wir insbesondere audi annehmen, dass sie unendlich weit gerückt sei und demnach die 
entsprechende lineare Function auf eine Constante sich reducirt habe» Alsdann ist der gemeinschaft- 
liche Durchschnitt der drei Ebenen (P), (Q) und (R) » als Pol einer unendlich weit entfernten 
Ebene, ein ausgezeichneter Punct in Beziehung auf die Fläche: er heisst Mittelpunct. Wie über- 
haupt jede durch den Mittelpunct gehende Ebene Diametral-Ebene und jede durch denselben 
gehende gerade Linie Diameter oder Durchmesser heisst, so heissen insbesondere die drei 
Ebenen (P), (Q) und (R) drei zugeordnete Diametral-Ebenen und die drei geraden Linien 
(P, Q), (P, R} und (Q, R), in welchen diese Ebenen, paarweise genommen, sich schneiden, drei 
zugeordnete Durchmesser oder Diameter der Fläche. 

Indem wir hier wiedenim von den ursprünglichen Veränderlichen p, q, r und der Gleichung: 

Ap2 + A'q« + A"r2 + 2B"pq + »B'pr + «Bqr + 2Cp + 2C'q + 2C"r + D = 0, (1) 

ausgehen, und die Betrachtungsweise der 41. Nummer hier übertragen, so verwandelt sich die 
Drehung der diesen Veränderlichen entsprechenden Ebenen (p), (q) und CO am ihre Durchschnitts- 
linie mit der (nun unendlich weit gerückten) Ebene (s3 in eine parallele Verschiebung derselben, 
bis sie durch den Mittelpunct der Fläche gehen. Es sind also 

die Werthe der ursprünglichen Veränderlichen, welche den Mittelpunct der Fläche bestimmen. Auf 
diesen Mittelpunct als Anfangspunct der Coordlnaten bezogen, wird hiernach die Gleichung der Fläche : 

Api + A'q^ + A"r« + 2B"pq + 2B'pr + 2Bqr + — = ^i + q" = ^- <^*> 

Da Q>i eine homogene Function des zweiten Grades von p, q, r ist, so erhält sie denselben 
Werth, wenn wir einmal für diese drei Veränderlichen irgend drei Werthe willkührlich annehmen und 
dann die Zeichen dieser drei Werthe gleichzeitig ändern. Hieraus folgt, dass jede durch den Mittel- 
punct gehende und von der Fläche begränzte gerade Linie im Mittelpuncte halbirt wird. 

Die beiden Paraboloide lassen sich desshalb nicht durch eine Gleichung von der Form (2) aus- 
drücken, weil ihr Mittelpunct unendlich weit liegt. 

46. Die der neuen Coordlnaten« Annahme entsprechende Gleichungs-Form : 

enthält nur noch drei überzählige Constanten. Von diesen kommen, nach der 41. Nummer, zwei 
darauf, dass die Ebene (R) jede beliebige sein kann, die durch den Pol der Fläche (S), also durch 
den Mittelpunct geht, und eine darauf, dass wir in dieser Ebene einen Diameter beliebig annehmen 
und dann durch denselben die Ebene (0) legen k<5nnen. An die Stelle des Pol-Tetraeders ist hier 



04 Flachen zweiter Ordnung und zweite Classe. 

ako eine dreiseitige körperUche Eeke getreten, deren Seitea-FIäcken drei zugeordnete Dianetnl- 
£i>enen ond deren Kanten drei zugeordnete Dlameter sind. Einen dieser drei Darchmesser und eine 
der beiden darch denselben gehenden Diametral -Ebenen können wir von Vorne iierein beliebig 
annehmen. 

Nehmen wir eine der drei Veränderlichen, etwa R, gleich Null, so stellt das System der beiden 
Gleichungen: 

t^rP^ + jtQ« + o^ = 0, R = 0, 

die in der Ebene (R) liegende Durchschnitts-Cnrve der Fläche dar, welche, wie diese, von der zweiten 
Ordnung ist. Nach der Theorie dieser Curven sind die Dnrchschnittslinien der Ebene (R) mit 
den beiden Ebenen (Q) und (P) zwei zugeordnete Diameter der Durchschnitts- Curve. Die drei 
zugeordneten Diameter einer Fläche sind also, paarweise genommen, auch zugeordnete Diameter der- 
jenigen CurTcn zweiter Ordnung, in welchen die Fläche von Ebenen geschnitten wird, diediebezQg- 
liehen Paare von Diameter enthalten. 

Es ergibt sich aas dem Vorstehenden, dass, wenn irgend drei zugeordnete Diameter einer 
Fläche der zweiten Ordnung gegeben sind, wir auch dann, wenn zwei derselben mit irgend zw» 
andern vertauscht werden, welche, \iie die ursprünglichen, zugeordnete Diameter derselben Durdi- 
schnitts-Curve sind, ein Sjstem dreier zugeordneter Diameter der Fläche behalten. Hiemach kennen 
wir uns des Ausdrucks bedienen, dass ein Diameter einer gegebenen Diametral-Ebene 
ond umgekehrt, eine Diametral-Ebene einem gegebenen Diameter zugeordnet sei. 

47. In dem Falle des Ellipsoids, dem die folgende Gleldmngs-Form entspricht: 

w^P^-f-x^Q^ + p^R'* — a« = 0, 

begegnet jeder Diameter der Fläche und jede Diametral-Ebene schneidet die Fläche in einer in sid 
geschlossenen Curve, einer Ellipse. 

In dem Falle des zweischaligen Hyperboloids, dem die folgende Gleichungs-Fom 
entspricht: 

begegnet von irgend drei zugeordneten Durchmessern nur einer der Fläche, nemlich (Q, R), die 
beiden andern begegnen ihr nicht. In zweien von drei zugeordneten Diametral-Ebenen, (Q) ond (R), 
ist die Durchschnitts-Corve eine Hyperbel, in der dritten (P) ist die Durchschnitts-Corve imaginär. 
In dem Falle des einschaligen Hyperboloids, dem die folgende Gleichungs-Fonn 
entspricht: 

4 ^^V^ + x^Q-^ — pm« — a^ = 0, 

begegnen von irgend drei zugeordneten Durchmessern zwei der Fläche, nämlich (P, R) nnd (Q, R)t 
der dritte (P, Q) begegnet ihr nicht. Von irgend drei zugeordneten Diametral -Ebenen schneidet 
eine, nämlich (R), die Fläche in einer Ellipse, die beiden andern, (P) und (Q), schneiden dieselbe 
in Hyperbeln. 

48. Die vier Ecken eines Pol-Tetraeders der Fläche sind die Spitzen von vier Kegeln, welche 
der Fläche umschrieben sind und dieselbe in solchen Curven bertOiren, die in den gegenüberliegen- 
den Seiten- Ebenen des Tetraeders liegen (39>. .Der neuen Coordinaten-Bestimmnng entaprecbesd, 
JDUIt die Spitze eines dieser Kegel, fftr welchen die Berfihruags-Curve nrsprlngUch In der Ebene (S) 
kg, wenn diese Ebene unendlidi weit rQckt, mit iem Mittelpuncte der Fläche xusamnen« Dieser, 
vollkommen bestimmte, Kegel, der von «olchen Ebenen omhfillt wird, welche die Fläche in unend- 
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lieiier Eotfeniaiig beriOireD, licisst Asymptoten-KegeL Seine CAeicliaog ist, indem wir di« 
Oleiehimgen (t) und (33 sa Grande legen , die folgende: 

öj = arPi+3fQ«+pR2 = 0, 

und also Tdr den Fall der beiden Hyperboloide reell , während er für den Fall des Ellipsoids auf 
einen Panct sich redueirft^ and aach Tur imaginäre Flächen ein reeller Pnnct bleibt. 

Die drei übrigen Kegel, deren Spitzen in diejenigen drei Ecken des Pol-Tetraeders fielen, 
welche, der neaen Coordinaten-Bestimmung entsprechend , nun unendlich weit gerückt sind , gehen 
in Cjlinder über, deren Gleichangen 

nV^ + xO« + CT = 0, ttP* + pR« 4. CT _ 0, jcQ2 + pR2 + <T = 
sind. Jeder dieser drei Cjlinder berührt die Fläche in einer Carve, welche in einer der drei zugeordneten 
Diametral -Ebenen liegt, während die Seiten desselben dem dieser Ebene zugeordneten Diameter 
parallel sind. 

49. Die drei Paare gegenüberliegender Kanten eines Pol-Tetraeders sind drei Paare zugeord- 
neter Polaren (87). Von je zwei Kanten eines solchen Paares ist, der neuen Coordinaten^Bestim- 
mung entsprechend, eine, etwa (P, Q), in einen Durchmesser übergangen, während die andere (R, S) 
in der Ebene (R), das heisst, in der jenem Diameter zugeordneten Diametral-Ebene, unendlich weit 
gerückt ist. Es folgt hieraus, dass die Polar-Ebenen aller Puncto, die auf einem beliebigen Durch- 
messer der Fläche liegen, der diesem Durchmesser zugeordneten Diametral-Ebene parallel sind, und, 
umgekehrt, dass die Pole alier Ebenen von paralleler Richtung in gerader Linie und zwar auf dem- 
jenigen Durchmesser der Fläche liegen, dessen zugeordnete Diametral-Ebene in die Reihe jener 
parallelen Ebenen gehört. Im Allgemeinen gehören zu diesen Ebenen auch zwei Tangential-Ebenoi 
der Fläche, und somit ergibt sich insbesondere, dass diejenige gwttde Linie, welche die Berührungs- 
punote auf zwei parallelen Tangential-Ebenen verbindet, ein Durchmesser der Fläche ist, und zwar 
derjenige, welche der mit den Tangential-Ebenen parallelen Dinmetral-Ebene zugeordnet ist. 

50. Wenn wir endlich noch eine gegebene Fläche der zweiten Ordnung durch eine Ebene, die 
irgend einer Diametral-Ebene, etwa (R), parallel ist, schneiden, so erhalten wir, wenn X einen unbe. 
stimmten Coefiicienten bezeichnet, für die Durchschnitts-Curve in einer solchen Ebene: 

R = X, 7üP^+ xQi + pX^ + <r = 0. 

Wir sehen hieraus, dass alle Durchschnitts-Curven ähnliche und ähnlich liegende sind , und dass der 
Durchmesser (P» Q) der geometrische Ort für die Mittelpuncte derselben ist. Es ist also bewiesen, 
dass, wenn wir, nach gegebener Richtung, eine Fläche zweiter Ordnung durch parallele Ebenen 
schneiden, die Mittelpuncte der Durchschnitts - Cnnrra dieser Ebenen in (gerader Linie liegen und 
zwar auf demjenigen Dorchmenser der Fläche, dessen zugeordnete Diametral-Ebene die gegebene 
Richtung hat Zu jenen Mittelpuncten gehören insbesondere aoeh die Berührsngapnncte auf zwei 
Tangential-Ebenen. Wenn die gegebene Richtung sich ändert, so dreht sich der Durchmesser um 
den Mittelpnnct der Fläche, und dieser ist also durch zwei Paare paralleler Schnilt-Ebenea voll- 
kommen bestimmt. 

5t. Wir sind in der 45. Nummer von dem allgemeinen Falle sogleich zu demjenigen Falle 
übergegangen, wo eine Seiten -Ebene des Pol - Tetraeders unendich weit gerückt ist. Dann liegen 
gleichzeitig drei Ecken desselben unendlich weit. Diesen Uebergang können wir stufenweise machen, 
indem wir diese drei Ecken snceessive unendlich weit rücken lassen. 

WoiD bloss ein Punct des Pol-Tetraeders nac^ gegebener Richtung immer weiter sich entCemi 
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80 nähert sieh die gegenfiberlie^ende Seiten -Ebene immer mdir derjenigen Diametral -Ebene, denn 
zagcordacter Durchmesser die gegebene Richtaag hat. Drei Kanten des Tetraeders hcd>en eben diese 
Richtang, während die drei übrigen in der Diametral - Ebene drei zugeordnete Polaren in Beziehung 
auf die Durchschnitts - Curve sind. Um Ton der ursprünglichen Gleichung zwischen p, q, r md s 
unmittelbar zu der entsprechenden Oieichnngs-Form zu gelangen, müssen wir, in Qemässheit der 42. 
Nummer, die Veränderliche s so particalarisiren, dass • 

s = q-f-Xr+u; 

dann finden wir, in Folge der Vcr^^andlungs- Formeln der 1* Nummer, Tür Q und R ähnliche Aus- 
drücke, wonach auch 

S = Q + r,R + ^. 

Es ergibt sich hiemach die folgende Gleichungs - Form : 

wP^ + xQ^ 4- pR^H.<r(Q + »?R 4-0)^=0, 

mit fünf überzähligen Constantoi. Die den linearen Funetion^ q, r, 8 (^ 8); R» Q ent- 
sprechenden Ebenen sind alle der gegebenen Richtung parallel. Die Ebene (P) ist die in Rede 
stehende Diametral - Ebene. 

Wenn zugleich mit (Q, R, 8} noch eine zweite Ecke (P, R, S) des Pol- Tetraeders, also ia 
der Diametral -Ebene (P) einer der drei zugeordneten Pole, nach gegdbener Richtung anendlidi 
weit rücken soll , so müssen die beiden übrigen Pole , (P, Q, R) und (P, Q, S), anf einem Durch- 
messer (P, Q) der Fläche der Durchschnitts - Curve liegen und zwar so, dass sie, nach bekannten 
Satze, mit den Scheiteln des Durchmessers vier harmonische Theilungspnnde bilden. Dieser Durch- 
messer ist also eine Kante des Pol -Tetraeders, die ihr gegenüberliegende (R, S} ist unendlich weit 
gerückt und somit sind die beiden Ebenen (R) und (8) parallel, während die bdden nbrigoi ia 
einem Durchmesser der Fläche sich schneiden. Die Kanten CP,^R) und (P, S) sind parallel, ebenso 
die Kanten (Q, R) und (Q, 8). Diesem allem entspricht : 

S = R + ^, 

wonach sich die nachstehende Gleichungs-Form mit bloss vier überzähligen Constanten erg'ibt: 

Um zu dieser Form aus der ursprünglichen Gleichung unmittelbar zu gelangen, müssen wir ia 
Folge der Verwandlungs-Formeln der 1. Nummer 

r = R + yS = (y-hl)S-~y^ 

netzen, wonach auch die Ebenen (r) und (s) parallel sind. 

Wenn endlieh auch noch eine dritte Ecke des Pol-Tetraeders (P, Q, S) immer weiter sich ent- 
Jbrnt, so gelangen wir zu dem bereits ausführlich discutirten Falle, dass 8 C= 8) auf eine Con- 
stante sich reducirt« 

5B. Die allgemeine Gleichung: 

crP2 + xQ24-pR» + <r = 0, (I) 

stellt, wenn insbesondere o- verschwindet, wodurch sie in die folgende übergeht: 

arP«-f xQJ + pR^==0, (t) 

einen Kegel dar. So wie vor dem Versdiwinden von a, bei jedem beliebigen Werihe dieser Con- 
stanlen, die drei Ebenen (V% (Q), (R) drei zugeordnete Diametral-Kbenen, and die DwelMbiitts- 
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lioien dieser drei Ebenen (P, Q), (P, R), (Q, R) drei sngeordnele Durchmesser der jedesmaligen 
Fläcbe sind, so belialten jene Ebenen and diese geraden Linien denselben Namen auch für den Fall 
des Kegels bei* Zunächst iritt uns hier die Bemerkung entgegen, dass kgend drei zugeordnete 
Durchmesser einer Fläche sweiter Ordnungp mit drei zugeordneten Durehmessern des Asymptoten- 
Kegels zusammenfallen (483* 

Setzen wir gleichzeitig: 

7rP'^+xQ2 + pR2=0, S=0, 

wobei S eine durchaus beliebige lineare Function bedeutet, so stellt das System dieser beiden Gleichun- 
' gen die Durchschnitts- Cur^e des Kegels mit der Ebene (S) dar. Die Durchschnittslinien dieser 
Ebene mit den drei Diamentral- Ebenen (P), (Q) und (R) bilden ein Pol -Dreieck in Beziehung auf 
die Durchschnitts-Curve, das heisst, ein solches Dreieck, in welchem die Winkelpuncte die Pole der 
gegenüberliegenden Seiten sind, und dessen Seiten drei zugeordnete Polaren, dessen Win- 
kelpuncte drei zugeordnete Pole genannt werden. Es schneiden also irgend drei zugeordnete 
Diametral - Ebenen eines Kegels jede Schnitt -Ebene in drei zugeordneten Polaren der Durchschnitts- 
Curve dieser Ebenen und irgend drei zugeordnete Durchmesser des Kegels schneiden dieselbe Ebene in 
drei zugeordneten Polen der Curve. 

Um also zugeordnete Durchmesser und zugeordnete Diametral-Ebenen eines Kegels zu construiren, 
brauchen wir bloss in irgend einer beliebigen Schnitt -Ebene irgend ein Polar -Dreieck der Durch- 
schnitts - Curve zu construiren; diejenigen geraden Linien, welche die Spitze des Kegels mit den 
Winkelpuncten dieses Dreiecks verbinden, sind drei zugeordnete Durchmesser und diejenigen Ebenen, 
w eiche durch jene Spitze und die drei Seiten des Dreiecks gehen, drei zugeordnete Diametral-Ebenen 
des Kegels« Wenn wir femer in einer gegebenen Ebene für irgend eine gegebene gerade Linie 
den Pol in Beziehung auf die Durchschnitts-Curve bestimmen , so ist die gerade Linie , welche die 
Spitze des Kegels mit diesem Pole verbindet, der zugeordnete Durchmesser derjenigen Ebene^ 
welche zugleich die Spitze des Kegels und die gegebene gerade Linie enthält. Wenn insbesondere 
eine der zugeordneten Polaren einer Durchschnitts-Curve unendlich weit liegt und die beiden andern 
also zugeordnete Durchmesser derselben werden, so geht einer der drei entsprechenden zugeordneten 
Durchmesser des Kegels durch den Mittelpunct der Durchschnitts-Curve, während die beiden andern 
den zugeordneten Durchmessern dieser Curve parallel sind. 

Estritt uns aus dem Vorstehenden die Bemerkung entgegen, dass die Beziehung der Pole und Pola- 
ren eines Kegelschnittes, so wie der zugeordneten Durchmesser projcctiver Art sind, das heisst, auch 
dann bestehen, wenn der Kegelschnitt in eine andere Ebene perspectivisch projicirt wird. 

Nach ehier frühern Bemerkung, dass irgend drei zugeordnete Durchmesser eines Kegels auch 
zugeordnete Durchmesser einer beliebigen Fläche zweiter Ordnung sind, die diesen Kegel zum Asjmp- 
toten-Kegel hat, erhalten wir neue Constructionen solcher Durchmesser. Begegnet zum Betspiel eine 
Diametral -Ebene eines Hyperboloids dem Asvmptoten- Kegel desselben in zwei geraden Linien, so 
schneiden sich die Berfihrongs-Ebenen des Kegels in demjenigen Durchmesser der Fläche, welcher 
der Diametral-Ebene zugeordnet ist: 

53. Wenn der Kegel durch das Verschwinden von p in eiif System von zwei Ebenen: 

" ^P« + xQ« = 0, 
ausuptet, so fällt eine der drei zugeordneten Diametral-Ebenen fort; die beiden übrigbleibenden: 

p = 0, 0=0 

stehen aisUmn mit den beiden gegebenen, deren Gleichung' wir folgendergestalt auflösen können: 

13 
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P + kQttfte, P-.XQbO, 

in liaTiiioiiiBcher Beziehang. Dass eine beliebige Schnitt-Ebcne dasSjstem der Tier Ebenen in 
Tier barmonitfchen geraöen Linien scfcneidet, ist sogleich ersichtlidi, wenn wir mit den Torstebenden 
vier Qleldmngen die Gleichung der Schnitt-Ebene zusammenstellen. Wenn wir gleichreltig damit 
noch die Gleichung einer zweiten beliebigen Schnitt-Ebene zusammenstellen, so drücken dieselben 
Tier Gleiehongen aus, dass jede beliebige gerade Linie das System der Tier Ebenen in Tier hanno- 
nischen Theiluugspuncten schneidet. *) 

<54. In dem Falle eines Cylinders, wo 0» und e, gleichzeitig Terschwinden und ^ =s^ =0; 

Terschwinden überdiess auch A^g, A^,, A.^,, wonach die Mittelpuncts - Coordinaten a, ß^ y unter 
unbestimmter Form erscheinen und der Mittelpnnct beliebig auf einer festen geraden Linie, der 
Axe des Cjlinders, angenommen werden kann. Der Cylinder wird, bei jeder andern Annahme 
des Mittelpunctes, immer durch dieselbe Gleichung (S) der 45. Nummer dargestellt werden, welche 
sich auf die Form: 

bringen Usst (17, t8}. In dieser Gleiduing entsprechen den linearen Functionen P und Q zwei 
zugeordnete Diametral. Ebenen des Cjlinders, welche jede Ebene in zwei solchen geraden Uni» 
schneiden, die zugeordnete Durchmesser der jedesmaligen Durchschnitts-Curre sind. 

Betrachten wir endlich noch den Gelinder als einen Kegel, dessen Mittelpnnct unendich weit 
lieft, und stellen ihn, diesem entqprediend, in der Voraussetzung, dass 

Bs%P + ^Q+y, 
durch die Gleichung: 

^*+«0^+pR« «0, 
dar, 80 sind die drei sngeordneten Durchmesser des Kegels in ein System Ton drei zugeordnetes 
parallelen geraden Linien des Cylinders, und die drei zugeordneten Diametral -Ebenen in drd 
zugeordnete, in jenen parallelen geraden Linien sich schneidende Ebenen Übergegangen. Jede bdfe- 
b(ge Ebene schneidet die drei zugeordneten in einem Pol-Dreieck der Durchschnitts-Cnnre. 
Ein Sjfitem zweier parallelen Ebenen, das durch die Gleichung 

ps + » = 
dngesidit wird, hat (P) :Znr Diametnl-Ebene, welche zugleich der geometrische Ort für die Mittel- 
ist. Ein soIcIms Sjstem fctawn wk «ncli, in der Voranssetsung, dass 



Wir kfiBDea ne»lich, indem wir die Gleicliinis:en der beiden Schnitt-Ebenen durch 

^ 8 = 0, r = 0, 

darsteUen, P und Q als Functionen Ton « und r .und einer beliebigen dritten linearen Function betrachten. 
In Verbindung mit a =: reduciren aich alsdann P und Q auf Functionen bloss sweier Veriaderiicfae»» 
wonach die vier Gleichungen des Textes nun die vier DurchschnlttMfaiien In der Bbcne 8 unndttelkar 4ur> 
stellen« Wenn s und r gleichzeitig versehwinden, reduciren tsich P und Q auf Functionen einer einzigea 
Veränderlichen^ und können alsdann für unsem Gesichtspunct als Abstände der Durchschnit^vuacte der 
Kbene P und Q mit der Linie (r^ s) von einem festen Puncto dieser Linie constroirt werd««- 
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4u8teHm, imd da«ii «tdioa die beUm Eixwen (P> aid (Q)^ imldi^ aiit den gtgetanea fSänUä 
aud, nü. diewi in Itfurmowaalief Berifihfwg, so dass die vier Sbenpn von ein^ lieliebigeft gmden 
Linie ift vier harmoniacIieA TlieUiiiig8|tiHK6(ffli geeehnitlen wenden« 

55. Nack dem Principe der Reeiprooität snid vir hier aller analytischen Entwi^cklangen ili dem 

System der Plan-CoordSnaten, die niehts Neues darbieten wBrden, flberhoben. In der alij^meinen 

Gleichongs-Form: 

orP« + xQ i + pR« + <rS^ = 0, (1) 

stellen die vier Gleichungen 

P = 0, Q = 0, R = 0, 8 = 0, 

die vier Eckpuncte eines Pol -Tetraeders der Fläche dar. Unmittelbar können wir darch die Coordi- 
naten-Annahme in Evidenz brin^n, dass einer, zwei oder drei dieser Pnncte nach gegebener Rich- 
tung unendlidi weit gerückt sind. Dem letztem Falte entspricht die Gleichung 

^W« + xT« + pU« + aV« = 0, (») 

wobei die drei Axen T, U und V drei zug^eordnete Durchmesser der Fläche sind. Wenn die Fläche 
in eine ebene Curve übergeht, so erhalten wir, statt des Pol-T.etraeder& ein blosses Pol-Dreieck, und 
indem zwei der drei Eckpuncte desselben unendlich weit rucken, zwei zugeordnete Durchmesser der 
Curve. Artet diese Curve endlich in m System von zwei Puncten ans, so redudrt sich das Pol- 
Dreieck auf zwei Puncte, die mit jenen beiden vier harmonische sind. Von diesen zwei Puncten 
kann einer unendlich weit rftcken; dann erhalten wir for A» dritten die Hitte der beiden gegebenen. 
In der allgemeinen Plan- Coordinaten- Annahme kann die Form (1), ganz ähnlich wie früher 
ia der Vorenasetfung von Pnncl^Coerdiaaten, dnrch eine aekhe ursprfiigjydie'Functions-Bestimmungi 
in d^ren Folge ein Punct des Pot-Tetmedera (s), identisob mit (S)^ auf der Fläche selbst li^ oder 
eine Kante desselben (a, r), identisoh mit (S, R)^ die FlädMi^ berikut, iUnsoriach W(»rden. Bei der 
snletzt erwähnten besondem Coordinaten- Annahme paftleitbiabl sich diese Beeli^imnng dahin, ism 
die Form (8) dann illusorisch wird, wenn die Axe v, die mit, der Axe V zusanunenJGUlt (ßS). eine 
Seite des Asymptoten- Ke^Is ist und demnach der Punet (v) auf der Flttche unendlich weit liegl^ 
oder auch, wenn die Ebene der beiden Axen v und u, welche zngleieh auch die beiden Axea V und 
U enthält (33), den Asympioten-Kcgel und hiernaeh auch die Flache selbst in unendlicher EntfempMPf 
berührt. (35) 



S. 5. 



tu =9 ^VW 

In der swelfiM^heii Co0r<lliigiteii«Bf?»tiimmmg# 

56. Die GMchnng 

tn saq )|VW 

ist , sowohl in dem Systeme der Punet^loordinaten ab auch in dem Systeme Plan-Coordinatei, die 

allgemeine Oleichnng der geradlinigen Fläehen aweiter Ordnung (S3^ 30). Wir wollem weil in ihr das 

la* 
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Characteristische dkser Flfichen sich aasdrfickt, der Discassion dieser Gleichungs-Fomi eiaeii be- 
sondern Paragraphen widmen« Indem vir den anbestimmton Coeffidenten fi in Evidenz bringr^, 
hängt jede der rier in dieser Gieichiing vorkommenden linearen Functionen nur noch von drai Con- 
slanten ab. Die Gleichung enthält also 4. 3 + 1 ^ 13 Consfante und anter diesen vier Qbersählige. 

Zur Unterscheidung wollen wir, wenn die drei linearen Functionen in der otngen Gleicfcong 
Plan-Coordinaten bedeuten sollen, uns der Cursiv-Buehstaben tj % Vj w bedienen, die gewöhnliche 
Schrift aber beibehalten, wenn wir den linearen Functionen die Bedeutung von Punct-Coordinaten geben. 

57. Wenn wir hiemach, in der Voraussetzung von Punct-Coordinaten, 

tu = ^vw (1) 

für die allgemeine Gleichung der geradlinigen Flächen nehmen, so bestimmen wir eine solche Fläche 
durch die vier, den vier linearen Functionen entsprechenden Ebenen: 

t Ä 0^ u = 0, V = 0, w = 0, 

und iiberdiess durch den Constanten Coefficienten ^ Wir wollen xavörderst die Beziehung jener 
vier Ebenen zur Fläche betrachten, eine Beziehung, die keine ausschliessliche sein kann, weil die 
Bestimmung der vior Ebenen vier willkiihrliche Constante einschliesst. 

Die Gleichung der Fläche wird befriedigt, wenn die beiden Gleichungen einer beliebigen der 
folgenden vier' Zusammenstellungen gleichzeitig bestehen: 

t SS 0, V 5» 0, 

t SB 0, w =5 0, 

a B= 0, V SS 0, 

u = 0, w= O5 

also liegen die vier geraden Linien (t, v), (t, w), (u, v} und (o, w), in weldien die beiden Eboien 
(t) und (u) von den beiden Ebenen (v) und Cw) gesdinitten werden, in ihrer ganzen Erstreckmig 
auf der durch die Gleichung (1) dargestellten Fläche. Es bilden aber überhaupt vier Ebenen ein 
Tetraeder und die fraglichen vier Durchschnlttslinien zweier derselben CO flnd (u) mit den beiden 
andern (v) und (w) zwei Paai« gegenüberliegender Kanten desselben^Ab drittes Kanten*Paar er- 
halten wir alsdann die Durchschnittslinie (t, u) der beiden ersten und die Durchschnittslinie Cv, w) 
dtt* beiden andern Ebenen. Die Beziehung dieses dritten Kanten-Paares zvr Fläche ergibt sich so- 
gleich, wenn wir uns erinnern, dass die vorstehnnde Gleidiongs-Form ans der folgenden 

pi — x«Q2 _ ^(R2 _ y lg) _ 0, 

hervorgegangen ist, indem wir 

P + XQ = t, P — >,Q = u, 

R+yS=v, R— yS =w, 

gesetzt haben (7), wonadb die DordischnittsBiii^ der beiden Eben«n (f) und (u), und die Durch- 
schnittslinie der beiden Ebenen (v) und (w) bezaglich mit den Durchschnittslinien der beiden Ebenen 
(P) und (Q) und der beiden Ebenen (R) und (S) zusammenfällt. Es sind aber die beiden Durch- 
schnlttslinien (P, Q) und (R, S) zwei zugeordnete Polar-Linien in Beziehung auf die Fläche (37). 
Da wir ttberdiess noch keine Rücksicht auf den unbestimmten Coefficienten fi genommen haben, and 
dieser jeder beliebige sein kann, so ergibt sich der nachstehende Satz : 

Durch zwei Paare gegenüberliegender Kanten eines gegebenen Tetraeders 
lassen sich unendlich viele Flächen der zweiten Ordnung legen: die beiden 
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Kanten des drillen Paares sind gvgeordnele Polaren in Bezielinb|^ auf jede dieser 
Flächen. 

58. I>a irgend zwei Paare gegenüberliegender Kanlen rinfs Tetraeders ein ränndieiies Viereck 
bilden, dessen beide Diagonalen das jedesmalige drille Paar gegenüberliegender Kanlen sind, se 
können wir den Torstehenden Sals auch auf folgende Weise ansdrücken: 

Durch die vier Seilen eines gegebenen räamlichen Vierecks lassen sich 
anendlich viele Flächen der zweiten Ordnujag legen: die beiden Diagonalen des 
Vierecks sind zageordnele Polaren in Beziehung auf jede dieser Flächen. 

In dieser neuen Aussage knüpft sich der Salz unmittelbar an die Bestimmung der Fläche durch 
eine Gleidiung zwischen Plan-Coordinaten. Diese Gleichung sei : 

tu = fivtr. (ff) 

Dann stellen die vier Gleichungen 

t = Oy tl = 0, I? = 0, IT = 0, 

vier Puncte dar. Da die Gleichung (ff), ähnlich wie früher die Gleichung (i), befriedigt wird, 
wenn gleichzeitig 



/ = 0, 


0=0, 


= 0, 


•1=0, 


H =a 0, 


» = 0, 


« = 0, 


/ =0, 



so folgt dass die geraden Linien (/, v)j (o, «), Cu, w^ und (w^ — Verbindungs -Linien der 
Puncte (0 and (tf) mit den Puncten Cv) QDd (w^ — , welche ein räumliches Viereck bilden, ganz auf 
der Fläche (ff) liegen. Wie oben, so ergibt sich auch hier, dass die Verbindungs-Linien der Puncte (t) 
ond (u), so wie der Puncte (v) und (w), Diagonalen jenes Vierecks, in Beziehung auf die Fläche 
zugeordnete Polaren sind. • 

Um dieselbe Gruppe von unendlich vielen Flächen zweiter Ordnung durch die beiden Gleichungen 
(1) und (ff) auszudrücken, brauchen wir bloss, indem wir fx unbestimmt lassen, die Symbole f, ti, 
Vj w so zu bestimmen, dass sie bezüglich denjenigen vier Puncten entsprechen, welche nach dem, 
der Beweisführung der 57. Nummer zu Grunde liegenden, Algorithums, durch die Sjmbole (t, v, w), 
(u, v, w), (V, t, u), (w, I, u) bezeichnet werden. Die vier Seiten des Vierecks werden alsdann in 
den beiden Coordinaten - Bestimmungen übereinstimmend durch (^, v) und (t, v), (r, ü) und (v, u), 
(tl, fc) und (u, w), QWf O nnd (w, I), die beiden Diagonalen desselben durch (/, «) und (t, n), 
(9, tr) und (v, w) bezeichnet. 

Durch ein und dieselbe analytische Beweisitthrung in den beiden Systemen der Punct- und Plan- 
Coordinaten gelangen wir, im Allgemeinen, zu zwei verschiedenen Sätzen, die durch das Princip der 
Reciprocität miteinander verknüpft sind. Daraus, dass hier derselben Beweisführung auch derselbe 
Satz entspricht, ziehen wir den Schluss, dass auch das Princip der Reciprocität von dem obigen 
Satze zu demselben Satxe wieder zurückführt lieber den Grund hiervon wird uns das Folgende 
nähern Aufschloss geben. 

59. Die vier Ebenen (t), (u), (v), (w) sind Tangential -Ebenen der durch die Gleichung (1) 
dargestellten Fläche und die Winkelpuncte (/)> 00 1 (V)j («^) des besüglichen räumlichen Vierecks 
die Berührungspunde auf denselben. Die Ebene (1) zum Beispiel wird von den beiden Ebenen (v) 
und (w) in solchen zwei geraden Linien geschnitten, (t, v) und (t, w), welche in ihrer ganzen Auih 
dehnnng auf der Fläche liegen, woraus folgt^ dass (I) eine Tangential-Ebene der Fläche ist i|nd dasp 
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««rBerfihroiigspanet ta den Dorchscluiitt der beiden Linieo C^ r) ud (t, w), dasMnt, i» dea Pwct 
(t, ▼, w) oder nadi der andern Bezeiehnuog QSS) in den Ponct CO fiiUt* 

Jede auf der Fläche liegMide gerade Linie iat ihre eigene ^geordnete Polare in Beriehnng 
auf die Fiädie. Um überhaupt nemiioh die zugeordnete Polare einer gegebenen geraden linit 
jta bestimmen, brauchen wir nur die DorchschnittslmiM der Polar- Ebenen irgend nwmr Paneto 
derselben m constrairen, also, wenn die gegebene gerade Linie ganz aof der Fliehe liegt , nur 
die Darehschnittsliaie der Tangential »Ebenen in irgend zwei ihrer Puncle. Die gerade Link 
(t, v) zum Beispiel geht durch die beiden Puncte (t, v, w) and (t, t, a). Doreh den ernten 
dieser beiden Puncte geht auch die Linie (t, w) und durch den zweiten die Linie (u^ y), welche 
beide ebentalls ganz auf der Fläche liegen. Die Tangential «Ebenen in diesen beiden Puncten sind 
nleo diejenigen beiden Ebenen, welche einerseits durch (t, y) und (t, w), andrerseits durch O» y) 
und (u, Y) gehen und also in der gegebenen geraden Linie (t, y) aich schneiden. 

60» Es möchte angemessen sein, die bisherigen Resultate, in so weit sie die Theorie der Pole 
und Polaren betreffen, auf analytischem Wege abzuleiten. Setzen wir, indem wir hier die Ponct- 
Coordinaten- Bestimmung, bloss weil sie die gewöhnlichere ist, zu Grunde legen: 

tu — ftYW^^X2, 
und bezeichnen wir die Werthe derjenigen Yier Veränderlichen , welche sich auf irgend einen gege- 
benen Punct beziehen, durch t^ u^ y' und w^, so ist die Gleichung der Polar-Ebene dieses Panctcs: 

dö . dö . da . da ^ 
oder, wenn wir entwickeln, 

t'u + U't Äfi)vV+ w'YJ. (8) 

Wenn insbesondere der gegebene Punet auf der Fläche liegt , so ist diese Gleichung die Gieiehang 
der Tangential -Ebene in diesem Puncte. 

Wenn der gegebene Punct auf der geraden Linie (t, u) liegt, so reducirt sich die Torstehende 
Gleichung, dnrch das Verschwinden Yon t^ und u^ auf: 

V'W 4. Vv aas 0. 

Diese Gleichung stellt eine solche Ebene dar, welche durch die gerade Linie iy,w) gebt und 
nm diese Linie sich dreht, wenn y^ und w' dadurch andere Werthe erhalten, dass der gegebene 
Punct auf der gegebenen geraden Linie fortruckt. Die beiden ga*aden Linien (t, n) und (t, w) sind 
zugeordnete Polaren (57). 

Liegt der gegebene Punct auf der Fläche und zwar in dem Durchschnittspunete der drei Ekenn 
(t), (Y), (w), so redttcirt sich die Gleichung (3) durch das Verschwinden Yon t', y' and w' auf 

t = 0. 

Die Ebene (t) ist also eine Tangential-Ebene und der Punct (t^,Y^,wO der Beriihrungspunct auf ihr. 
W^n der gegebene Punct irgendwo auf der geraden Linie (t, y) liegt, so reducirt sich die 
Gleichung (3) durch das Verschwinden Yon t^ und y' auf 

tt't = f*W'Y, 

also auf die Oleiehung einer Ebene, welche durch diejenige gerade Linie (t, y) geht, auf wdcher 
der gegebene Punct angenommen wurd^, und am diese gerade Linie sich gans henimireht, irahrcnd 
dieser Ponct dieselbe in ihrer ganzen Erstreckang* durohlänflU Die gerade Linie (t, v> ist also ihit 
eigene Polare. Da der gegebene Ponct auf der Fläche selbst liegt, so stellt die letzte GieiduHiff 
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Ttfngvnti&l-Ebeiit der' Fläohe diKi Jede Ebene abo, wekhe durch eine gegebene, aaf euer Flädke 
zweiter OvdMng Uegesde gerade Linie griit, ist eine Tangential-Ebene der Fläebe, wekke dieselbe 
nedi in einer swdten gieraden linie schneidet. Auf der gegebenen geraden Linie K^ der BerM- 
nmgsponct» 

61. Vl\r k(hnien nach dem Vorstehenden nns Rechenschaft iber die vier villkührlichen Con- 
stanten geben, wekhe die allgemeinen GBeichnngen Cl) imd (t) enthalten mid die nnbestimmte Aa& 
gäbe lösen y eine gegebene geradlinige Fläche in der zwiefachen Coordinaten-Bestimmong, durch 
eine Gleidmng von der fraglichen Form auszudrucken. In dem Falle der Gleichung (1) handelt es 
sich zunSchst darum , digenigen vier Ebenen 20 bestimmen, welche den vier linearen Functionen t^ 
u, V und w entsprechen, in dem Falle der Gleichung (2) diejenigen vier Puncte, auf welche die 
vier linearen Functionen tj «1, v und w sinh bezidien. 

Zn diesem Ende nAmen wir «me, die Fläche in irgend swd Ponoten 0) tmd (u) schneidode 
gerade Linie belieirig an. Eine snldhe gerade Linie hängt von vier wiüfcaMichen Constanten ab. 
Dann ist dm>ch die Fläohe die mgeordnele Folare dereelben voUkommefl bestjmmt und diese schnei- 
de die Fläche nodiwendig in nwei rasUen jhmcten (dd). Die vier Durdischntepnncte entsprechen 
risdonn den vier Mnearnn Fnncftfanien der Oldflkmg (S), vmä. die vier Ebenen^ wekhe durch je drei 
dieser vier Puncto sieh legen lassen und welche Tangcntial-Ebenen der Fläche sind, dm vier linearen 
Fonctionen der Oleichong CO* 

Zugleich ergibt sich hier als theilw«ise fjknkehmng des Satses der 57. Nummer der folgende Sats. 

Wenn wir die beiden Durchschnitte einer ge^pebenen i^eraden Linie und einer 
geradlinigen Fläche 2weiti«r Ordnung mit den beiden Durchschnitten ihrer sngft- 
ordneten Polare nnd di^r Fläche durch vier gerade Linien verbinden, so erhaften 
wir ein solches Visreek, dessen Selten gann auf der Fläche liegon. Wenn wir In 
den beidon Pasreji von Dnrchschnittsipuncten Tangential-Ebonen an die Fläche le- 
gen, np erhalten wir ein Tetraeder, von dem wir sagen können, dass es der Fläclie 
«ngleicfc ein- and umgeschrieben ist 

6t. Der Coefficient fi in den aUgemeinen Gleidniiigen (1) und (S) kann orst bestinwit wenden 
nachdem die bezttgliehen vier linearen Functionen vollkommen bestimmt worden sind. Wir woUei^ 
und zwar in der zwiefachen Coordinaten- Bestimmung diesen Funclionen die Bedeutung kürzester 
Abstände geben (Einl. (6 — 7). Schreiben wir in dieser Voraussetzung die allgemeinen Gleichungen 
unter der folgenden Form: 

VW fHD 

SO ergeben sich unmittelbar die nachstehenden geometrischen Deutungen. 

Wenn man von irg|riteinem Puncto einer gegebenen geradBnigen Fläche «weiter 'Ordnung auf 
die vier Seiten - Ebenen efl^ ihr efai- und umgeschriebenen Tetraeders (Perpendikel flUk, so stelil 
das Produkt zweier dieser Perpendikel, die auf zwei, nicht auf der IFläche sieh schneidenden :8eitan^ 
Ebenen geMlt werden, zu dem F^ucte der beiden itbrfgen in eonstanlem Verhältnisse. 

Wenn man von den vier Winkelpuncten eines auf einer Fläche zweiter Ordnung Jisgcnden Vier- 
ecks auf eine beliebige Tangentini- Ebene Perpendikel fiUlt, :so steht das Frodnct soMier «wei dieser 
Perpendikel, die durch zwei gegenüberliegende Winkelpuncte des Vierecks gehen, zu dem Troduete 
der beiden Übrigen in eonstantem Verhältnisse. 

Dnrsh Umkehnmg erhalten wir hierans die folgenden Orts- Beetimmungen: 
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Wenn ein Tetraeder gegeben ist, so ist 4er ge4>metri8che Oi't solcher Poncte, 
fär welche das Prodnct der Abstände TÖn zwei der vier Seiten-Ebenen an dem Pro- 
doete der Abstände von den beiden übrigen in constantem Verhältnisse steht» eine 
Fläche zweiter Ordnung, welche durch die vier Durchschnittslinien der beiden 
ersten Seiten-Ebenen mit den beiden äbrigen geht. Wenn vier Puncte im Räume 
gegeben sind» so umhüllen diejenigen Ebenen, für welche das Product der Ab- 
stände von zwei dieser Puncte zu dem Producte der Abstände von den beiden 
übrigen in constantem Verhältnisse steht, eine Fläche zweiter Ordnung, welche 
durch diejenigen vier geraden Linien geht, die die beiden ersten Puncte mit den 
beiden andern verbinden. 

63. In dem Falle der Gleichung (1) ist irgend ein Punct der Fläche, in dem Falle der Glei- 
chung (jt) irgend eine Tangential- Ebene derselben zur linearen Bestimmung von fi hinrachead, 
weil dadurch sowohl in dem einen Falle, als in dem andeni, die vier linearen Functionen, bezfiglidi 
auf Punct und Ebene bezogen, soldie vollkommen bestimmte Werthe erhalten, welche die Gleichung 
der Fläche befriedigen. Eine geradlinige Fläche der zweiten Ordnung ist also auf einzige Weise 
bestimmt, wenn ein auf ihr liegendes VUreck und ausserdem entweder ein Punct oder eine Tangen- 
tial -Ebene derselben gegeben ist. 

Es kommen hierbei von den neun linearen Constanten, von denen überhaupt eine FHche der 
zweiten Ordnung und der zweiten Classe abhängt, acht auf die Bedingung, dass eine solche Flädie 
durch die vier Seiten eines gegebenen Vierecks geht. Es ist nämlich die Bedingung, dass eine Fläche 
der zweiten Ordnung eine gegebene gerade Linie in ihrer* ganzen Ausdehnung enthalte, damit als 
identisch zu betrachten, dass sie durch drei gegebene, auf dieser geraden Linie liegende Puncte gehe, 
weil eine gerade Linie, welche mehr als zwei Puncte mit einer Fläche dieser Ordnung gemein hat, 
iiothwendig ganz auf derselben liegen muss. Hiernach geht eine solche Fläche dnreh die vier Seiten 
eines gegebenen räumlichen Vierecks, wenn sie durch vier Winkelpuncte desselben und aosserdon 
noch durch einen dritten Punct auf jeder Seile oder deren Verlängerung geht. Wenn also die Fliehe 
«ugieieh noch durch einen gegebenen Punct gehen soll, so ist diess damit gleichbedeutend, dass sie 
•durch neun gegebene Puncte gehe, von welchen acht zu drei auf vier sich schneidenden geraden 
Linien liegen. 

Die Bedingung, dass eine Fläche zweiter Classe (und Ordnung) durch eine gegebene gerade 
Linie gehe, können wir auch dadurch umschreiben, dass wir sagen, sie berühre irgend drei in die- 
ser geraden Linie sich schneidende Ebenen, weil, wenn durch eine gerade Linie mehr als zwei 
Tangential -Ebenen der Fläche gehen, diese Linie ganz auf derselben liegt. Die Fläche geht hier- 
nach durch die vier Seiten eines gegebenen Vierecks, wenn sie die vier Sdten*£benen des dea 
fVierecke entsprechenden Tetraeders und ausserdem noch eine beliebige dM^h jede Seite des Vierecks 
•gehende Ebene* bertthrt. Wenn also eine Fläche der a weiten Classe ^Pbi die vier Seiten eineg 
.ränmiichen Vierecks gehen und liberdiess eine gegebene Ebene berühren soll, so ist diess damit 
gleichbedeutend, dass sie neun Ebenen berühre, von denen acht zu drei durch vier sich schneidende 
•gerade Linien gehen. 

64. Die Gleichung der Fläche in dem Svsteme der Punct- Coordinatcn: 

tu = flVW , (l) 

nird zwiefach befriedigt, wenn wir bei beliebiger Annahme von x und X, einmal gltichzeitig: 
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t =SKV, (4) 

das andere Mal gleiehceitig 

* ='^'' (5) 

Xa = fiT , ^ ^ 

setzen. 

Die beiden Oieichung'en (4) stellen zwei Ebenen dar, welche darch zwei gegenüberliegende 
Seiten (t, v) und (o, w) eines auf der Fläche liegenden (Vierecks gehen und sich in einer ge- 
raden Linie schneiden, welche ebenfalls ganz auf der Fläche (1) liegt and, wenn x seinen Werth 
continiiirlich ändert, durch eine continuirliche Bewegung die Fläche beschreibt* 

Auf gleiche Weise stellen die beiden Gleichungen (5) zwei Ebenen dar, welche duroh die beiden 
andern gegenüberliegenden Seiten (t, w) und (u, v) desselben Vierecks gehen und die sich eben- 
falls in einer geraden Linie schneiden, welche ganz auf der Fläche liegt und diese Fläche, wenn 
X seinen Werth continuirlich ändert, durch eine continuiiliche Bewegung beschreibt. Wir erhalten 
also eine sw.eifache Erzeugung derselben Fläche durch eine gerade Linie. Bei 
der ersten Erzeugung schneidet die gerade Linie in allen ihren Lagen die gegenüberliegenden 
Seiten (t, y) und (u, w) and fällt in zwei besondem Lagen (ae = und x = od entsprechend) 
mit den beiden andern gegenüberliegenden Seiten (t, w) und (u, y} zusammen. Bei der a weiten 
Erzeogong schneidet die gerade Linie in allen ihren Lagen die beiden gegenüberliegenden Seiten 
(tj w) und (tt, v) und fällt in zwei besondem Lag«n (X = und X s 00 entsprechend) mit 
Oj ▼) and (o, w) zusammen. )e zwei Linien der ersten Erzeugung bilden also mit je zwei 
Linien der zweiten Erzeugung ein Viereck, welches, wie das ursprüngliche, ganz auf der Fläche 
liegt. Jede Linie einer Erzeugung schneidet jede Linie der andern, aber zwei Linien derselben Er- 
ceagang schneiden sich nicht 

Diese letzte doppelte Bdiauptung ergibt sich onmittelbar. Sollten nemlich zwei Linien derselben 
ErzeaguBg, etwa der ersten, sich schneiden, so müssten Yier Gleichungen von folgender Form: 

t = XV, t =2 x'T, 

XU SS ^W, x'U SS (iW, 

gleichzeitig bestehen können, was auf den ersten Blick sich als unstatthaft darsldh. Dagegen aber 
bestehen die vier Gleichungen (4) und (5), in Folge der Gleichung (I) , gleichzeitig bei jeder An- 
nahme von X und X. 

Da die Bedingung, dass eine Fläche der zweiten Ordnung durch eine gegebene gerade Linie 
geht, von drei linearen Constanten abhängt, so ist eine solche Fläche auf lineare Weise bestimmt, 
wenn sie der Bedingung unterworfen wird, dass sie gleichzeitig durch drei gegebene gerade Linien 
geht. Nur dürfen, damit die Bestimmung nicht unvollständig sei, diese Linien sich nicht schneiden, 
oder mit andern Worten, sie müssen derselben Erzeugung angehören. Die geraden Linien der andern 
Erzeugung schneiden alsdann die drei gegebenen und sind dadurch bestimmt. Also : 

Wenn eine gerade Linie sich so bewegt, dass sie, in allen Ihren Lagen, drei 
gegebenen sich nicht schneidenden geraden Linien begegnet,, so beschreibt sie eint 
geradlinige Fläche der zweiten Ordnung. Dieselbe Fläche wird auf anderem, ganz analogerii 
Wege erzeugt, wenn wir, statt der drei ursprOnglicli gegebenen geraden Linien, irgend drei aolche 
nehmen, mit welchen, bei der ersten Ersengang, die beschreiboide gerade Linie während ihrer Be- 
wegung zusammengefiülen ist. Bei dieser «weiten Erzeognng bezeichnen die drei uraprftn^ch gege- 
benen geraden Linien besondere Lagen der die Fläche beschreibenden geraden Linie, die wir bdiebif 

U 
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mU andern Lagen vertauschen können, ohne dass die erste Erzeugiing dadorch irgendwie sich ändert. 
Es ist nur eine andere Ansdracksweise, wenn wir eine gerade Linie, die drei gegebene schneidet, 
als eine solche bezeichnen, die mit diesen in denselben drei Ebenen liegt 

Durch jeden gegebenen Punct einer der drei gegebenen geraden Linien lässt sich eine einzige 
Linie legen, welche auch den beiden andern begegnet. Um diese zu construiren, brauchen wir 
bloss durch den gegebenen Punct und eine dieser beiden letztgenannten Linien eine Ebene zu legen, 
und den einzigen Punct, in welche diese Ebene die andere dieser beiden Linien schneidet^ mit dem 
gegebenen Pnncte durch eine gerade Linie %vl verbinden. 

Zugleich ist ersichtlich, dass es im Allgemeinen zwei gerade Linien gibt, welche vier gegebene 
gleichzeitig schneiden, weil eine Fläche zweiter Ordnung durch irgend drei der gegebenen vollständig 
bestimmt ist und dann von der vierten in zwei Puncten geschnitten wird, durch welche die beiden zu 
construirenden Linien auf einzige Weise sich legen lassen. 

6S. An die vorige Nummer knüpft sich auch die Lösung der folgenden Aufgabe: 

Wenn drei Linien derselben Erzeugung eines einschaligen Hyperboloids ge- 
geben sind, den Mittelpunet desselben zu finden. 

Wenn drei Linien einer Erzeugung gegeben sind, so können wir diejenigen drei Linien der 
andern Erzeugung, welche denselben bezüglich parallel sind, unmittelbar construiren. Legen wir 
nemlich durch die zweite der drei gegebenen geraden Linien eine Ebene parallel mit der ersUm» so 
schneidet diese Ebene die dritte in einem einzigen Puncte. Lesen wir durch diesen Punct eine 
gerade Linie parallel mit der ersten gegebenen, so gehört dieselbe der andern Erzeugung an. Denn 
diese Construction ist bloss eine Modification der Construction derjenigen geraden Linie, wdcbe 
durch einen gegebenen Punct der ersten gegebenen geraden Linie geht und die zweite and dritte 
gegebene schneidet (64); eine Modification, die dadurch bedingt wird, dass der gegebene 'Poact avf 
der ersten gegebenen geraden Linie unendlich weit rückt. Auf gleiche Weise erhalten wir die beiden 
andern gesuchten geraden Linien^ und somit ein der Fläche aufgeschriebenes Sechseck, dessen je 
swei auf einander folgende Seiten verschiedener Erzeugung angehören und dessen gegenüberliegende 
Seiten parallel sind. Durch die drei Paare gegenüberliegender Seiten lassen sich drei Ebenen legen 
und diese drei Ebenen schneiden sich in dem zu construirenden Mittelpnncte. 

Um diese Construction zu rechtfertigen, brauchen wir bloss zu erwägen, dass überhaupt der 
Durchschnittspunct zweier Linien verschiedener Erzeugung eines Hyperboloids , in Beziehung auf 
dieses, der Pol (Berührangspunct) der durch dieselben beiden Linien gelegten (Berührungs-)Ebene 
ist. Der Durchschnittspunct der drei Ebenen, welche sich durch die drei Paare gegenüberliegender Selten 
irgend eines der Fläche aufgeschriebenen Sechsecks legen lassen, ist also der Pol derjenigen Ebene, 
welche die drei Dnrchsdinittspuncte der drei Paare gegenüberliegender Seiten enthält, insbesondere also 
der Mittelpuna der Fläche, wenn diese Ebene, wie im vorliegenden Falle, unendlich weit gerückt ist 

Der Mittelpunct der Fläche liegt offenbar auch zugleich auf denjenigen drei geraden Linien, 
welche in der Mitte zwischen je zwei parallelen Seiten hindurchgehen, und kann als der Durchschnitt 
je zweier derselben construirt werden. Diese drei geraden Linien sind zugleich Seiten des Asjmpto- 
ttti-Kegels des Hjperboloids. 

66. Um auf analytischem Wege direct darzniegen, dass eine gerade Linie, welche in allen 
ihren Lagen drei gegebene gerade Linien schneidet, eine Fläche der zweiten Ordnung beschreibt, 
ist es hinreichend, nachzuweisen, dass diese drei geraden Unien AA immer durch drei Gleichungen- 
Paare von folgender Form darstellen lassen: 
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t = 0, V sa 0, 

u = 0, w = 0, 

t = Xw, Xu =ss ^T. ♦) 

Denn alsdann können wir den Gleichangren derjenigen geraden Linie, welche die drei ^igAentn. 
schneidet, die folgende Form geben; 

t = XV, XU = 51W. 

Es bedeutet hierbei x einen unbestimmten Coefficienten; durch Elimination desselben zwischen den 

vorstehenden Gleichungen ergibt sich Tür die Gleichung der durch die Bewegung dieser geraden Linie 

erzeugten Fläche; 

tu = flVW. 

67« Wir wollen uns nochmals zu der Construction der Fläche durch den Durchschnitt der 
beiden Ebenen (4} der 64. Nummer zurückwenden. Die eine dieser beiden Ebenen, etwa die erste 
derselben, geht, weil der unbestimtnte Coefficient x ganz willkührlich angenommen werden kann, 
nach beliebiger Richtung durch die Vierecks-Seite (t, v) und schneidet immer die Fläche in einer 
zweiten geraden Linie, welche auch mit der gegenüberliegenden Vierecks-Seite (u, w} in derselben 
Ebene, nemlich in der zweiten der beiden Ebenen (4), liegt. Ist also irgend ein Punct der Fläche 
gegeben, so können wir diese Ebenen beide durch diesen Punct legen und erhalten alsdann als 
Dnrchschnittslinie derselben eine ganz auf der Fläche liegende, durch den gegebenen Punct 
gehende gerade Linie. Diese gerade Linie gehört , weil sie mit jeder der beiden Vierecks-Seiten 
(t, v) und (u, w) in derselben Ebene liegt und diese Seiten also schneidet, mit den beiden andern 
gegenüberli^enden Seiten des Vierecks, mit (t, w) ond (u, v), der ersten Erzeugung der Fläche 
an. Eine zweite durch den gegebenen Punct gehende, mit (t, v) und (u, w) der zweiten Erzeug- 
ung angehörige gerade Linie erhalten wir, wenn wir in den vorstehenden Erörterungen an die 
Stelle der beiden Ebenen (4) die beiden Ebenen (5) setzen. 



*) Es ist klar, dsss wir^ bei gelioriger Functionen-BestiniDiuiig , irgend drei gende Linieo durch die folgen- 
den drei Paare ven GleichaBgen: 

O =s 0, T SS 0, 

0-|-ev) + a(T+^) + pw S 0, y(t+«r) + (T+«t)H. Ja =s 0, 
darstellen kSnnen^ wobei e and ^ swei willkdhrlioh ansunehmende Constante bedeuUn. Setaen wif 



so geben die Gleichungen der dritten geraden Linie in die folgenden über: 

(l--«r)t + ?w « 0, aH+0-ay)v » 0, 

und wenn fiberdiess: 

ß SS ^a, — ^— = X, 

r r- y 1 — ay ' 

in die folgenden: 

I := XW Xu :s fCV. 

Die durch das erste Gleichungen -Paar dargestellte gerade Linie bleibt unverändert dieselbe; welche 
Werthe e und { auch erhalten mSgen« Indem wir in denselben beide unbestioMte Coeffieienten gleich 
NnU eetnen, erhalten wir die «neicHuBgeu des Vextce. 

14* 
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Wenn ein auf einer Fläche der zweiten Ordnung liegendes Viereck und irgend ein Ponct der 
Fläche gegeben sind, so erhalten wir also unmittelbar zwei neue gerade Linien, die auf der Fläche 
liegen und in dem gegebenen Puncte sich schneiden. Hiemach sind drei gerade Linien der einen 
und drei gerade Linien der andern Erzeugung bekannt , so dass wir, nach der 64. Nummer, die 
Fläche auf zweilache Weise durch die Bewegung einer geraden Linie beschreiben können. 

68. Diejenige Ebene, welche zwei gerade Linien, die auf einer Fläche der zweiten Ordnung 
liegen und in einem gegebenen Puncte derselben sich schneiden, enthält, ist die Berührungs-Ebene in 
diesem Puncte. Hieran knüpft sich unmittelbar die Lösung der nachstehenden Aufgabe: 

Wenn ein räumliches Viereck, dessen Seiten ganz auf einer Fläche der 
zweiten Ordnung liegen, und ausserdem ein Punct derselben gegeben sind, in 
diesem Puncte die Tangential-Ebene der Fläche zu construiren. 

Man lege durch den gegebenen Punct und zwei gegenüberliegende Seiten des Vierecks zwei 
Ebenen, die sich in einer ersten, und durch denselben Punct und die beiden andern gegenüberliegen- 
den Seiten ebenfalls zwei Ebenen, die sich in einer zweiten, durch den gegebenen Punct gehenden, 
geraden Linie schneiden. Diejenige Ebene, welche diese beiden geraden Linien enthält, ist alsdann 
die verlangte Tangential-Ebene. 

Die beiden geraden Linien sind, wenn, umgekehrt, die Tangential-Ebene gegeben ist^ dadurch 
bestimmt, dass sie bezüglich die beiden Paare gegenüberliegender Seiten des Vierecks schneiden, und 
somit erhalten wir die Lösung der neuen Aufgabe: 

Wenn ein räumliches Viereck, dessen Seiten ganz auf einer Fläche der zwei- 
ten Ordnung liegen, und ausserdem eine Tangential-Ebene derselben gegeben 
ist, den Berührungspunct auf dieser Tangential-Ebene zu bestimmen. 

Die gegebene Tangential-Ebene schneidet jedes Paar gegenüberliegender Seiten des Vierecks in 
zwei Puncten, die wir durch eine gerade Linie verbinden können. Die beiden hiemach sich ergeben- 
den geraden Linien liegen ganz auf der Fläche und schneiden sich in dem verlangten Berührungspuncte. 

Zugleich können wir, wie in dem Falle der vorigen Nummer, die Fläche durch eine gerade 
IJnie auf zweifachem Wege beschreiben. 

69. Wir brauchen, wie oben gezeigt worden ist, nur zwei gegenüberliegende Seiten des Vier- 
ecks, das heisst, zwei ganz auf der Fläche liegende und sidi nicht schneidende Linien zu kennen, 
um sogleich durch jeden gegebenen Punct der Fläche eine neue ganz auf derselbe liegende gerade 
Linie, welche jene beiden schneidet, legen zu können (67). Ebenso kSnnen wir, wenn statt des 
Punctes eine Tangential-Ebene der Fläche gegeben ist, in dieser Ebene eine gerade Linie bestimmen, 
welche die beiden gegebenen schneidet (68). Hieran knüpft sich unmittelbar eine Lösung der 
nachstehenden vier Aufgaben. 

Eine Fläche zweiter Ordnung durch die Bewegung einer geraden Linie zn 
beschreiben, wenn, ein für alle Mal, zwei sich nicht schneidende gerade Linien 
gegeben sind, welche ganz auf der Fläche liegen sollen, und überdiess 

eirstens: drei Puncte der Fläche, 

zweitens: zwei Puncte und eine Tangential-Ebene, 

drittens: ein Punct und zwei Tangential-Ebenen,' 

viertens: vier Tangential-Ebenen der Fläche. 

Jn allen Fällen erhalten wir nemlich, den gegebenen Puncten und Tangential-Ebenen ent- 
sprechend, drei gerade Linien, welche ganz auf der Fläche liegen und die beiden gegebenoi geraden 
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Lmien sdineiden, und also derselben Erzeugung angehören. Ferner erhalten wir in jedem gegebenen 
Punete eine Tangential Ebene , auf jeder gegebenen Tangential-Ebene den Berührnngsponct. 

Zugleich begegnen wir, bei der Betrachtungsweise der gegenwärtigen Nummer, der Bemerkung, 
dass alle Flächen der zweiten Ordnung , welche zwei gegebene gerade Linien in ihrer ganzen Aus- 
dehnung enthalten und fiberdiess entweder durch einen gegebenen Punct gehen oder eine gegebene 
Ebene berflhren, sich ausser in den beiden gegebenen geraden Linien noch in einer dritten, diesen 
begegnenden geraden Linie schneiden. Wenn alle Flächen überdiess noch durch zwei gegebene 
Puncte gehen y oder zwei gegebene Ebenen berühren, so gehen sie noch durch zwei feste gerade 
Linien, welche den gegebenen begegnen, also durch die Seiten ein und desselben räumlichen Vierecks. 

Endlich ist ersichtlich, dass irgend zwei Flächen der zweiten Ordnung^ welche durch zwei 
gegebene sich nicht schneidende gerade Linien gehen, auch ausserdem noch zwei andere sich nicht 
schneidende gerade Linien enthalten, so dass die Durchschnitts -Curve der beiden Flächen in ein^ 
räumliches Viereck ausartet. 

70. 9a wir, wenn zwei sich nicht schneidende gerade Linien, die ganz auf einer Fläche der 
zweiten Ordnung liegen, gegeben sind, durch jeden Punct der Flädke eine gerade Linie legen können, 
die ebenfalls ganz in dieselbe fällt, so ist klar, dass, wenn dieser Punct auf der Fläche eine Curye 
beschreibt, von der geraden Linie, welche durch denselben geht, die Fläche selbst beschrieben wird. 
Artet jene von dem Puncte beschriebene Curve in eine g^ebene, auf der Fläche liegende dritte 
gerade Linie aus, welche die beiden ersten nicht schneidet, so erhalten wir den Satz der 64. Nummer« 
Wir können insbesondere Tür jene Cunre auch denjenigen Kegelschnitt nehmen*, in welchem eine 
beliebige Ebene die Fläche schneidet und der hiemacl| nothwendig anch durch die beiden gegebenen 
geraden Linien geht. Ein solcher Kegelschnitt ist insbesondere dann bestimmt, wenn ausser diesen 
beiden geraden Linien irgend drei Puncto der Fläche gegeben sind. Denn legen wir durch diese 
drei Puncte eine Ebene, so wird diese die beiden geraden Linien in zwei Puncten schneiden, wo- 
nach wir fünf Puncto und somit einen vollkommen bestimmten Kegelschnitt erhalten , durch welchen 
die fragliche Fläche geht. 

Wenn man um zwei gegebene, sich nicht schneidende, gerade Linien zwei 
Ebenen sich so drehen lässt, dass' ihre Durchschnittslinie einem gegebenen Kegel- 
schnitte, welcher durch jene beiden geraden Linien geht, in allen ihren Lagen 
begegnet, so beschreibt diese Durchschnittslinie eine Fläche der zweiten Ordnung. 

Die beschreibende gerade Linie ist, mit andern Worten, der Bedingung unterworfen, dass sie 
die gegebenen geraden Linien und den Kegelschnitt fortwährend schneidet. 

Analoge Resultate, die mit den vorstehenden durch das Princip der Reciprocität verknöpft sind, 
ergeben sich , wenn ausser den beiden ganz in die Fläche fallenden geraden Linien , irgend eine 
Abwickelungsfläche, die durch eine die Fläche fortwährend berührende Ebene umhüllt wird , gegeben 
ist. Die umhüllende Ebene enthält alsdann, in allen ihren Lagen, eine der Fläche angehörige gerade 
Linie, welche die beiden gegebenen schneidet und dabei nicht aufhört, die Abwickelungs-Fläche zu be- 
rühren. Für diese können wir eine gerade Linie nehmen, und kommen dann auf den Satz der 64. 
Nummer wieder zurück, oder auch eben der Fläche umschriebenen Kegel« Wenn ausser den beiden 
gegebenen geraden Linien noch drei Tangential-Ebenen auf der Fläche gegeben sind, so ist daduroh 
auf lineare Weise ein der Fläche umschriebener Kegel der zweiten Ordnng bestimmt, dessen Mittel- 
pmict der geneinsame Durchschnitt der drei gegebenen Tangentiai-Ebenen ist und welcher ausserdeifi 
diejemgen beiden Ebenol berührt, die durch diesen Mittelpnnct und durch die beiden gegebenen gera- 
den Linien gelegt werden können. 
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Eine gerade Linie, welche sich so beweg't, dass sie zwei gegebenen, sich nicht 
schneidenden geraden Linien fortwährend begegnet and iiberdiess einen geg-ebe- 
nen Kegel zweiter Ordnung, welcher von jenen beiden geraden Linien berfihrl 
wird, ebenfalls berührt, erzeugt, in ihrer Bewegung, eine Fläche der sweitea 
Ordnung. 

71. Bevor wir die bisherigen Erörterungren unter einem aligemeinen analytischen Gesichtspnnet 
zusammenfassen und dadurch erst den einzelnen Resultaten in dem grossem Ganzen ihre richtige 
Stelle anweisen, wollen wir zuvor noch in dieser Nummer den Weg andeuten , auf dem wir zu den- 
selben Gonstructionen und Sätzen mit derselben Leichtigkeit auch dann gelangen können, wenn wir 
die allgemeine Gleichung in Plan-Coordinaten: 

tu = fitw (2) 

Eü Grunde legen. Aehnlich wie in der 64. Nummer, können wir diese Gleichung auf doppelte Weise 
befriedigen, indem wir, bei beliebiger Bestimmung von x und %, gleichzeitig, einmal 

das andere Mal 

Xu = fir, ^^^ 

setzen. Die beiden Gleichungen (6) «teilen zwei Puncto dar, welche auf den beiden g^«iuber- 
liegenden Vierecks -Seiten (t^ o) und (u, w) Riegen. Diejenige gerade Linie, welche diese beides 
Puncto verbindet, beschreibt, wenn x sich continnirlich änder^ die Fläche (S). Die zweite Eneng- 
ong der Fläche ist durch die Gleichungen (7) bezeichnet, welche auf gans analoge Weise zwei 
Puncto darstellen, die auf den beiden andern gegenäberliegenden Vierec|cs-Seiten (f, to) und (ti, t) 
liegen und durch welche, in ihren verschiedenen durch n bezeichneten Lagen, die eneogende gerade 
Linie geht. 

Die vier Puncto: 

/ = 0, r ÄS 0, f = xTi» / = — xr, 

die auf der Vierecks-Seite (/, v) liegen, sind vier harmonische Theilnngspuncte. Die vier durch 
diese Puncto gehenden Linien der andern Erzeugung schneiden die gegenüberliegende Vierecks-Seite 
(«, tr) in den vier Puncten: 

V = 0, tl SS 0, XII = fiW, XU = — fiW, 

und diese sind wiederum vier harmonische Theilnngspuncte. 

Wenn vier Linien der ersten Erzeogung einer geradlinigen Fläche cwoiter 
Classe (und Ordnung) eine Linie der zweiten Erzeugung in vier harmoninchea 
Puncten schneiden, so wird Jede Linie dieser Erzeugung von ihnen harmonisch 
geschnitten. 

Ans diesem Satze ergtbl sidk unmittelbar, dass sechs Linien der ersten Erseugung alle Lnien 
'der zweiten Erzeugung in den Puncten einer Involution schneiden, wenn dies« für eine fieser 
Linien stattCndet. (Vergl. System, Erster Absdinitt $. 1, 81—3») Wenn wir statt der Gldcha^g 
f t) die Gleichung der Fläche in Pnnct-Coordinaten (1) zu Grunde gelegt hätten , so wären wir airf 
gleiehem Wege zu dem nachstehenden Satze gelangt,, der mit dem obigen durch das Prindp der 
Reciprocität verknäpfk ist. 
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Vier harmonische Ebenen, welche beliebig durch eine Linie der ersten Erzen- 
gang gelegt werden, schneiden die Fläche in solchen vier geraden Linien, die mit 
jeder andern Linie der ersten Erzeugung ebenfalls in vier harmonischen Ebenen 
liegen. *) 

72. Das Characteris tische der beiden Gieichungs-Formen (4) der 64. Nummer besteht, 
allgemein aufgeCasst, darin, dass, wenn wir durch die erste dieser beiden Gleichungen eine belie- 
bige, durch die gegebene gerade Linie (t, ▼} gehende Ebene darstellen, die zweite Glefchung eine 
solche Ebene darstellt, welche durch die gege^^ne gerade Linie (u, w) geht und durch die erste 
Ebene auf lineare Weise bestimmt ist« Und, umgekehrt, wenn zwei Systeme durch zwei 
gegebene, sich nicht schneidende gerade Linien (t, v) und (u, w} gehender Ebenen sich linear ent- 
sprechen, so können wir sie, indem wir x als unbestimmten Coefficienten betrachten, durch die beiden 
Gleichungen (4) ausdrücken. Die Durchschnittslinie irgend zweier sich entsprechender Ebenen Hegt 
auf einer Fläche der zweiten Ordnung. 

Dieselben Gleichungs-Formen führen, wenn wir den Veränderlichen die Bedeutung von Plan- 
Coordinaten geben, zu dem Resultate, dass die Gleichungen (6) der vorigen Nummer, wenn x einen 
unbestimmten Coefficienten bedeutet, irgend zwei Sjsteme von solchen Puncten, die auf den gegebenen 
beiden geraden Linien (t, v) und (u, w) liegen und sich linear entsprechen, darstellen. 
Verbinden wir je zwei sich entsprechende Puncto durch gerade Linien, so liegen diese auf einer 
Fläche zweiter Classe (und zweiter Ordnung). Hiemäch ergeben sich die folgenden beiden, durch 
das Band der fieciprocität mit einander verknüpften allgemeinen Sätze. 

Wenn zwei einander nicht schneidende gerade Linien gegeben sind, um 
welche man, als um feste Axen, zwei Ebenen sich so drehen lässt, dass in jeder 
Lage eine der beiden Ebenen durch die andere auf lineare Weise bestimmt ist, 
so beschreibt die Durchschnittslinie derselben eine Fläche der zweiten Ordnung. 

Wenn zwei einander nicht schneidende gerade Linien gegeben sind, auf welchen 
zwei Pnncte sich so bewegen, dass für jede Lage des einen Punctes die Lage des 
andern auf lineare Weise bestimmt ist, so beschreibt die Verbindungslinie der 
beiden Pnncte eine Fläche der zweiten Classe. 

Diese beiden allgemeinen Satze lösen sich in eben so viele besondere auf, als es besondere 
Arten des linearen Entsprechens von Ebene und Ebene, von Punct und Punct gibt. 

Wenn namentlich die beiden Ebenen dadurch bestimmt werden, dass sie durch einen gegebenen 
Punct gehen, und dieser Punct auf einer gegebenen dritten geraden Linie, oder auf einem gegebenen, 
die beiden ersten gegebenen geraden Linien schneidenden Regelschnitt fortrückt, so sind dadurch die 
beiden Ebenen (4) auf lineare Weise durch einander bestimmt, und somit gibt die Particnlarisirung 
des ersten der beiden vorstehenden Sätze, sogleich den Satz der 64. Nummer und den ersten Satz 
der 7(K Nummer. Auf analoge Weise gibt die Particularisation des zweiten der beiden vorstehenden 
Sätze den eben angezogenen Satz der 64. und den zweiten Satz der 70. Nummer. Geben wir nament- 
lich dem erstgenannten dieser beiden Sätze die folgende Aussage: 



Als vier harmonische Ebenen werden solche bezeichnet, die in derselben geraden Linie sich schneiden 
und durch Gleichungen, in beliebigen Ponct-Coordinaten^ von der Form: 

p =s 0, q = 0, p = xq, P = — «q, 
dargesteUt werden. Sie sind als die colUneare Umgestaltung von solchen vier Ebenen ansusehen^ von 
welchen swei diejenigen Winkel halbireo, wekhe r«n den beiden a|idcni gebUdet werden (58). 
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Wenn zwei einander nicht schneidende gerade Linien ond aasserdem noch eine dritte solche 
gerade Linie gegeben sind, and man dreht am die dritte gerade Linie eine darch dieselbe gel^;te 
Ebene, so schneidet diese Ebene in allen ihren Lagen jede der beiden ersten geraden Linien. Die- 
jenige gerade Linie, welche zwei entsprechende Darchschnittspancte verbindet, beschreibt eine Hache 
der zweiten Classe; 
80 sehen w/r sogleich, wie er in dem zweiten der vorstehenden allgemeinen Sätze enthalten ist. 

Wir können leicht noch neae Beispiele hinzafiigen* 

Zwei solche Ebenen , welche durch zwei gegebefe gerade Linien gehen and überdiess auf ein- 
ander senkrecht stehen, sind gegenseitig auf lineare Weise durch einander bestimmt, wona€h der 
folgende Satz sich ergibt. 

Wenn man durch zwei gegebene, sich nicht schneidende gerade Linien zwei 
Ebenen so sich drehen lässt, dass sie fortwährend auf einander senkrecht stehei, 
so beschreibt ihre Durchschnittslinie eine Fläche der zweiten Ordnung. *) 

In eine nähere Discussion der beschriebenen Fläche können wir hier nicht eingehen, sehen aber, 
dass dieselbe besondem Beschränkungen unterworfen sein muss, weil sie nur von acht Constantea, 
die den beiden gegebenen geraden Linien entsprechen, abhängt. 

73. Wenn wir die allgemeinen Gleichungen (1) und (f) folgendergestalt schreiben: 

80 können wir sie als daraus herrorg^gang'en betrachten, dass wir den unbestimmten Coefficienten z 
bezüglich aus den beiden Gleichungen (4) und (6) nehmen und einander gleich setzen. Dana 



. Wenn Zweifel darüber obwalten, ob die, aus der geometrischen Anschauung entnomnenen^ Bedingnngcs 
wirklich ein lineares Entsprechen einschliessen , so gibt die analytische Entwicklung die sicherste Au- 
kunft. Im vorliegenden Falle wollen wir den Anfangspunct rechtwinkliger Coordinaten in der Mitte dci 
kürsesten Abstaades (^ 2a> der beiden gegebenen Linien nehmen und diejenige gerade Linie ^ in ^«relcfae 
dieser Abstand fallt und welche die gegebenen rechtwinklig schneidet, zur Axe Y wählen, wahrend wir 
den Axen Z und X eine solche Richtung geben^ dass die von den Projectionen der beiden gegebenen ge- 
raden Linien auf die Ebene ZX gebUdeten Winkel durcli diese Axen halbirt werden. Alsdann eihaUci 
wir für die beiden gegebenen geraden Linien Gleichungen von nachstehender Form: 

j — eL=Oy( y + a =0, 

z — mx^ 0, 



), i y + a =0,j 

>, \ z + mx=0. \ 



Irgend xwei Ebenen, welche durch diese beiden geraden Linien gehen, werden, indem y, und fi' swä 
unbestimmte Coefficienlen bedeuten, durch nachstehende Gleichungen dargestellt: 

z — mx = ^O — a), 
s4-mx = (i'(jH-a). 

Sollen die Ebenen auf einander senkrecht stehen, so kommt: 
und wenn wir ß' eliminiren, 

(z — mx) = 5i(y — a) 
f*(z + mx) = (m^-l) O + a) 

für die Gleichungen irgend sweier durch die gegebenen geraden Linien gehenden und auf einander 
rechten Ebenen. Diese CHdehongen haben die Form der Gleichungen (4). j 
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drücken diese Gleicbangen ein lineares Entsprechen besiigiicli 2veier durch (t, v) ond (w, a) gehen- 
der Ebenen und xweier auf (tj v} and (w^ u) liegender Pancte aas. 

Betrachten wir aus diesem Oeslchtsponcte zaTÖrderst die Gleichung (1), indem wir, wie frOher^ 

den vier linearen Functionen die Bedeutung liurzester Abstände geben, so ist — das Verhältniss der 

Sinus derjenigen Winkel, welche die erste der beiden Ebenen C^) mit den gegebenen Ebe« 

w 
nen (t) und (v) und ebenso — das Verhältniss der Sinus derjenigen Winkel , welche die «weite der 

Ebenen (4) mit den gegebenen Ebenen (w) und (u) bildet. Wenn insbesondere die gegebenen 

t w 
Ebenen (t) und (y), so wie (w) und (u) auf einander senkrecht stehen, so bedeuten —und — die 

trigonometrischen Tangenten derjenigen Winkel, welche die beiden Ebenen (4) bezüglich mit den 
beiden festen Ebenen (t) und (w) bilden. Ist in dieser letzten Voraussetzung insbesondere fi = :tl, 
80 bilden die fraglichen Ebenen (4) in allen ihren Lagen gleiche Winkel mit den beiden letztge- 
nannten. Hiemach ergeben sich die nachstehenden Constructionen. 

Wenn zwei sich nicht schneidende gerade Linien (t, v) und (w, u) gegeben sind, so heschreibi 
die Durchschnittslinie zweier Ebenen, welche durch diese beiden geraden Linien gdien und um die- 
selben sich drehen, in den folgenden Fällen eine Fläche der zweiten Ordnung: 

erstens, wenn die eine Ebene mit zwei gegebenen, ebenfalls durch 0, ▼) gelegten Ebenen (t) 
und (▼) Winkel bildet, deren Sinus- Verhältniss ein gegebenes Vielfadie des Sinas-Verliihnisaes der- 
jenigen Winkel ist, welche die andere Ebene mit zwei gegebenen, durch (w, u) gehenden Ebenen 
Cw) und (ü) bildet; 

zweitens, wenn das Verhältniss der trigonometrischen Taugenten derjenigen Winkel, welche 
die beiden Ebenen mit zwei gegebenen, durch die beiden Umdrehungs-Axen gehenden Ebenen bilden, 
gegeben ist; 

drittens, wenn die beiden Ebenen von beliebigen ursprünglichen Lagen mit derselben Geschwin- 
digkeit, in dem einen oder andern Sinne, um die beiden gegebenen geraden Linien sich drehen. 

Betrachten wir femer die Gleichung C2), so können wir — , auf eine beliebige Ebene bezogen, als 

das Verhältniss der Abstände des Durchschnittspnnctes der Ebene mit der geraden Linie C^, o) 

von den beiden Puncten Qt) und (v) eonntridren, und dann auch — in einer analogen Bedeutung neb- 

noen. Wir erhalten also den folgenden Satz: 

Wenn zwei sich nicht schneidende gerade Linien (/, v) und Qu^ w}^ und auf jeder derselben 
swei feste Puncte CO und C^), (ü) und (uO gegeben sind, so beschreibt eine gerade Linie, welche 
in allen ihren Lagen die beiden gegebenen geraden Linien in zwei Puncten M und N so schneidet, dass 

M(0 N(w) 

eine Fläche der zweiten Ordnung. 

Wenn ^ insbesondere gleich Eins ist, so geht die vorstehende Bedingungs-Gleichnng, wenn wir 
berQcksichtigen, dass 

M(0 = M(t) + (0 (r) , N(ii^) = N(ii) + (») (ii), 

und iiberdiess, der Kürze wegen, 

15 
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ßM9B* in die folgenden über: 

NC«) = d.M(vy 

Bann kOnnen wir also die snecessiren Lagen der beschreibenden geraden Linie MN dadurch einfacher 
liestimmen, dass wir die beiden Poncte M und N ais solche betrachten, die beide, mit gegebener Ge- 
schwindigkeit, auf den beiden gegebenen geraden Linien sich fortbewegen. Wir sehen indess sogleich, 
dass die erzeugte Fläche hier insbesondere ein hyperbolisches Paraboloid Ist, weil, der VoraossetsoDg 
gemäss, die beschreibende gerade Linie einer festen Ebene parallel bleibt (27), oder auch daraus 
schon, dass sie in einer Lage unendlich weit liegt. 

74. Die beiden allgemeinen Sätze der 7t. Nummer können wir auch, nach rein analjtischer 
Methode, aus der allgemeinen Gleichungs-Form, die wir in diesem Paragraphe zu Grunde ^egt 
haben, ableiten* Indem wir die vierte der linearen Functionen t, u, v und w als lineare Function 
der drei ersten betrachten und demnach setzen : 

WS u + av-f^t + r, (8) 

geht diese Gleiehungs-Form in folgende ttber: 

tu = K^ + ay + ßt + r)r, 
mid wenn 

u «f* ^^ ^ s 

giBomflwn wird, in die folgende: 

t(s-av) = fi(s + ßt + y)v. (») 

Diese Gleichung: wird befriedigt, wenn [gleichzeitig: 

s = und V = 0, (10) 

T = „ t = 0, (11) 

t = „ s + y = 0, (1«) 

s-aT=0 „ s + ^t+y==0; (13) 

wir erhalten somit ein räumliches Viereck, welches ganz auf der Fläche liegt. 

Nehmen wir: 

a + ^ß = cT, (14) 

80 können wir, vorausgesetzt dass diese Bedingungs-Gleichung erfüllt wird, a und ß willkührlicb 
annehmen, ohne dass die Gleichung (9) irgendwie sieh ändert» Bei dieser Constanten -Aradenug 
bleiben die drei ersten Seiten des der Fläche aufgeschriebenen Vierecks, nemlich (s, v), (v, t) und 
(t, 8 + /),. unverändert dieselben, während die vierte Seite, ihre Lage ändernd, die Fläche beschreibt. 
Indem wir diese vierte Seite durch die beiden Gleichungen (13) darstellen, ist sie als der Durch- 
schnitt zweier Ebenen bestimmt, ti^elche bezüglich darch die erste und dritte Vierecks-Seite gehen, 
ond, in Folge der Bedingungs-Gleichung (14)*, sich linear entsprechen. Somit ist der erste allge- 
meine Satz der 7t. Nummer bewiesen. 

Wenn wir a und ß^ in Uebereinstimmung mit (14), beide unendlich gross nehmen, so fällt die 
vierte Vierecks-Seite mit der zweiten zusammen, wobei die Gleichungs-Form (9) iflusorisch wird. 

Wenn insbesondere: 

80 dass die allgemeine Gteichimg der Fläche^ indem sie eine tMberzihlige Constaite veriiort , die fol- 
gende Form annimmt: 



18 = ^(s + ^t + y)v, (16) 

wird die vierte Vierecks-Seite, die wir nun dorcli folgende Gleiditiiigeii dansleUeii kBmien: 

8=0, ^t + r = oder 8t+^Y = 0^ 

mit der dritten parallel. Eine Linie, welche in der Mitte swiscliea diesen beiden parallelen Seiten 
hindarchgeht, ist ein Darchmesser der Fläche. Zm Bestimmnng desselben erhalten wir die Gleichonged: 

s + |y = 0, ^t + ifiy = 0. 

Ebenso können wir 

ß = 0, a =f= cT, 

setaen, dann wird die allgemeine Oleiehong der Flädie 

t(8-*v) = n(8 + y)v, (16) 

während die vierte Vierecks-Seite, deren Gleichungen: 

8 + y = 0, 3v + y = 0, 

der ersten Seite parallel wird. In der Mitte s wischen diesen beiden parallelen Seiten geht ein neaer 
Durchmesser der Fläche hindwch, dessen Gleiijiungen hieraaeh die folgenden sind: 

Die beiden vorstehend bestimmten Darchmesser schneiden sich in dem Mittelpuncte der Fläche, 
für welchen also: 

Unbeschadet der Allgemeinheit, kennen wir t, s, t als gewöhnliche schiefwinklige Faraliel-Coordi- 
naten :si, j, z betrachten. Nehmen wir alsdann f^- 

Bi nRPX _ sinQOZ 

«o ist PORQ ein der Fläche aufge^cbnebenes Viereck. Nehmen wir ferner 

0P'= ^'^, RQ' = _|-, 

so sind P^q und Q^p die beiden besondem Lagen der vierten die Fiftehe erzeagenden Viereck»>Seilie, 

in welchen dieselbe bezüglich mit RQ and PO piarallel ist, wonach wir den Mittelponct der Hache 

C unmittelbar construlren können. 

Wenn wir d = setzen, so particularisirt sich dadurch die lineare Bedingiiiig8-<Glttdiiiag 

(7^ in die folgende: 

a + fi^ = 0, (18) 

wonach die Gleichung der Fläche sich auf dia folgenden Formen bringen lässt: 

ts = fi(s+y)v, 
8(t— jiv) = iiyY. 

Die Fläche ist also in ein hjperjbolisohes Paraboloid übergegangen, dessi^n Mittelpanct. (17) 
nach derjenig^en Richtung, welche durch die nachstehenden Gleichungen bestimmt wird: 

s = 0, t — fiv = 0, 

üMMMicbwaitHegt. 

15* 
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' Andrerseits können wir aber aaeh die Bedingongs-Gleichiuig (7) noch erweitern. Wenn wir 
»wischen dieser Bedingangs-Gleichong^ und den beiden Gleichungen der vierten Vieredts-Seite ; 

s — av = 0, s + ^t + r = o, 

die beiden Gonsianten a and ^ eliminiren, so erhalten wir die Gleichung der Fläche. Die resolti- 
rende Gleichung bleibt aber aach dann vom zweiten Grade , wenn jedem Wwthe einer der beiden 
Constanten nor ein einziger Werth der andern entspricht, was, allgemeiner als durch die linear« 
Gleichung (7), durch eine Gleichung von folgender Form: 

aa+b^ + ca^ + d= 0, (19) 

in der die Coefficienten a, b, c und d als gegeben zu betrachten sind, ausgedrttckt wird. Dieser 
allgemeinere Fall unterscheidet sich von dem zu Anfange dieser Nummer betrachteten dadurch, dass, 
weil nun a und ß nicht mehr gleichzeitig unendlich werden, die zweite Seite (tl) nicht mehr auf 
der Fläche liegt. 

Ein hieher gehöriges Beispiel liefert der letzte Satz der 72. Nummer. Um nemlich in dem 
frühem schiefwinl^ligen ParaUel-Coordinaten-Sjsteme auszadrädcen, dass die beiden Ebenen 

y — M = 0, j+ßx + r =^0j 

auf einander senkrecht stehen, erhalten wir (Magnus, Aufgaben und Ldirsätae aus der analytisehea 
Geometrie des Baumes. S 33) die vorstehende Bedingungs-Gleichung, wenn wir 

a = — (cos XOY cos YOZ — cos YOZ) , b = cos YOZ cos XOZ — eos XOY , 

c = —(cos YOZ cos XOY— cos XOZ), d = sin^XOZ, 

setzen. Unbeschadet der Allgemeinheit, können wir die Axe Y senkrecht auf beiden gegebeneo 
geraden Linien annehmen, wonach XOY und YOZ rechte Winkel werden. 

Nehmen wir statt der Gleichungen (13), indem wir die Flan-Coordinaten-Bestimmung der 3, 
Nummer der Einleitung zu Grunde legen, die folgenden: 

w + oU = Oy w + ßu + yv =: Oj 

so stellen dieselben nun zwei Puncte (x = a, 7 = z =:= 0) und (x = 0, y = ^, z = 9^) dar, 

die, wenn a und ß sich ändern, auf zwei geraden Linien, von welchen die erste in die Axe X fällt 

und die andere, in der Ebene YZ, der Axe Y parallel ist, fortrücken. Entspricht jeder Lage jedes 

der beiden Puncto eine einsige Lage des andern, was in allgemeinster Weise wiederum durch die 

Bedingnngs-Gleiehung (19) ausgedrückt wird» so ist der geometrische Ort für diejenige gerade Linie, 

weldie die beiden gegebenen Puncte in jeder ihrer entsprechenden Lagen verbindet, eine Fläche 

zweiter Classe. 

75. So lange die Gleichung 

tu = flVW (1) 

durch die wiUkührliche Bestimmiing der vier linearen Functionen ihre Allgemeinheit behält, stehen 

auch die vier Vierecks-Seiten (t, v), (v, u), (u, w), (t, w) in keiner ausschliesslichen Beziehung 

zur Fläche, und wir können, indem wir über die vier überzähligen Constanten beliebig disponiren, 

zjigleich mit der vorstehenden Gleichung auch das Viereck particularisiren. 

Einer solchen Particularisation entspricht zum Beispiel die folgende Gleichungs-Fonn: 

tu = f*(v + X)(v-X), 

die nur noch zwei überzählige Constanten einschliesst. Sie geht ans der frühem dadurch hervor, 
dass eine Diagonale, des frühem Vierecks unendlich weit liegt und also die andere (t, u) ebillarcft- 
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messer der Flftdie geworden ist. Der DBrchselmitt der drei Eb^en (t), (u) and (y) ist der Afittet- 
punct der Flädie. Von den vier Seiten (t, v + X), (u, v +X), (t, v — Ä,), (u, v — X) liegen üt 
beiden eraten und die beiden letzten bciüglieh in den beiden parallelen Tangenlial^Sbenen (v + X) 
and (t — X), and schneiden sich in den beiden Scheiteln des In (t, u) fallenden Durehmessers, den 
Berührungspuncten auf den beiden parallelen Tangential -Ebenen. Die erste and dritte Seite liegen 
in der Ebene (t) und sind einander parallel: diese Ebene ist also eine Tangential-Ebene , auf wel- 
cher der Beriihrungspanct unendlich weit liegt, und somit auch eine Tangential-Ebene des Asvmpto- 
ten-Kegels, der von ihr in derjenigen geraden Linie, welche die Mitte zwischen jenen beiden paral- 
lelen Seiten bildet, berührt wird. Ebenso sind die beiden andern Seiten parallel und liegen in der 
Ebene (u), die die Fläche ebenfalls in unendlicher Entfernung berührt. 

An das Vorstehende knüpft sich zunächst die Bemerkung , dass es fdr jede Lage der geraden 
Linie in der einen Erzeugung eines gegebenen einschaligen Hyperboloids eine parallele Lage der 
g'eraden Linie in der andern Erzeugung gibt. 

Wenn man ferner durch den Mittelpunct der Fläche gerade Linien legt, welche den Linien jeder 
der beiden Erzeugungen parallel sind, so ist der Ort dieser geraden Linie beidesmal ein und der- 
selbe Kegel zweiter Ordnung, und zwar der Asymptoten-Kegel der Fläche. Jede Ebene, 
welche den Asymptoten-Kegel in einer geraden Linie berührt, schneidet die Fläche in zwei geraden 
Linien, die unter sich und mit dieser Berührungslinie parallel sind und von derselben gleich weit 
abstehen. 

Durch neue Particularisationen können wir auch über die beiden letzten überzähligen Constanten 
der vorstehenden Gleichungs-Form disponiren und zu diesem Ende etwa die Voraussetzung machen, 
dass der Durchmesser (t, u} auf den beiden parallelen Ebenen (v + ^) und (v — X) senkrecht 
stehe. Dadurch sind dann alle überzähligen Constanten erschöpft. Ob diese Annahme allgemein 
statthaft ist (worauf näher einzugehen hier der Ort noch nicht ist), hängt davon ab, ob es für jedes 
einschalige Hyperboloid immer einen solchen Durchmesser gibt, der auf den Tangential-Ebenen in 
seinen beiden Scheitelt^ also auch auf der zugeordneten Diametral-Ebene, senkrecht steht. 

76. Ausführlicher wollen wir den besondem Fall behandeln, der bisher in den allgemeinen 
Untersuchungen noch eingeschlossen war, dass die geradlinige Fläche ein hyperbolisches Para- 
boloid ist. Dieser Fall ist leicht auch durch die Particularisation der allgemeinen Gleichung!- 
Form zu unterscheiden. 

Wenn wir in der allgemeinen Gleichung (1) die lineare Function v auf eine blosse Constanle 
redaciren, wonach sich die folgende Gleichongs-Form ergibt: 

in = 5iw, (80) 

so ist die dargestellte Fläche ein hyperbolisches Paraboloid. Die frühere Berührungs-Ebene v, welche 
bisher die Fläche in den beiden geraden Linien (t, v) und (u, v) schnitt, ist nun, mit diesen beiden 
g'eraden Linien, unendlich weit gerückt, wodurch das bisherige ganz auf der Fläche liegende Vier- 
eck sich auf zwei einander schneidende gerade Linien (t, w) und (u, w) reducirt hat. Ohne irgend 
einer Schwierigkeit zu begegnen können wir hiemach diejenigen Modificationen verfolgen, welche £e 
früheren Entwickelun^^en , die sich gleichmässig auf das einschalige Hyperboloid und das hyperbo- 
lische Paraboloid bezogen^ dann erleiden, wenn sie sich nun lediglich auf die letztgenannte Fläche 
beziehen sollen. 

77. Wähi;end eii| Parajboloid mur fK^n ac b t Constanlen abhängt, «eidiessl die Oleiohnng (SO) dertn 
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zthn ein. Von diesen kennen wiir abo zwei mü Vonw her«ui willkiilitltch aMMhnen, ms wir 
smh in der geometrischen Deatnng bestätigt finden. 

Wir können nemlidi durch fiinfuhning zweier neuen willköhrlidien Constanten^ «and ^, die 
▼orstdkende Gleiehuftg (90) auch folgendergestalt schreäen: 

(t + a)(u + ?) = fiw + /3t+au + a^; 
und wenn wir dann 

t+a = t', 

u + ? =u', 
pw + ^t + au+ a^ = fi'wf , 

setzen, gelangen wir zu der Gleichung: 

t'u' = fi'w', 

also zu der ursprünglichen Qleichungs-Form zurück. Die beiden Ebenen (t) und (u) stdien also 
in keiner ausschliesslichen Beziehung zur Fläche; in gleicher Beziehnng zu derselben stehen itgend 
zwei andere (t^) und (u^, die mit ihnen parallel sind: aber die Richtung von solchen zwei Ebenen, 
und also auch die Richtung ihrer Durchschnittslinie ^ hat eine ausschliessliche Beziehung zur FJaebe, 
so dass mit dieser Fläche auch jene Richtung gegeben ist (die Richtung der Durchmesser des Pan- 
boloids). Wenn wir irgend eine Lage der beiden Ebenen (t^ und (u^ annehmen, so sind dadord 
a und ß bestimmt, und somit ist es auch die Lage der Ebene V und der Coefficient ft^ Umgekebt, 
können wir auch a und ß von Vorne herein auf lineare Weise dadurch bestimmen, dass wir der 
Ebene (w^) eine beliebige Richtung geben, und können insbesondere auch die Annahme machen, das 
diese Ebene auf der durch die Fläche bestimmten Richtung der geraden Linie (t^, uO oder (t, i) 
senkrecht steht — dann ist die gerade Linie (t^, uO vollkommen bestimmt. 

Um also ein gegebenes hjperbolisches Paraboloid durch eine Gleichung von der fraglichen Fort 
(20) darzustellen, brauchen wir bloss irgend eine Tai^gential-Ebene (wO der Fläche beliebig anza- 
nehmen (in dieser beliebigen Annahme sind zwei willkührlichc Constante eingeschlossen), dann 
durch die beiden Durchschnittslinien dieser Tangential-Ebene mit der Fläche zwei Ebenen (t^), (a'] 
zu legen, welche sich in einem (durch den Berührungspunct gehenden) Durchmesser (t^, u^ schnd- 
'den. Durch die Annahme, dass die Tangential-Ebene auf der Durchmesser-Richtung senkrecht steht. 
Ters(Sh winden die beiden überzähligen Constanten aus der Gleichung der Fläche, und dann ist die 
Darstellung derselben durch die Gleichungs-Form (20) eine einzige und vollkommen bestimmte, so 
wie dann auch die Tangential-Ebene und der durch den Beriihrungspunct gehende Durchmesser auf 
mzige Weise bestimmt sind. 

Wenn wir die allgemeine Gleichung8*Form (1) zu Grunde legen, so sind (t), Qa)^ (v) und (w) 
vier Tangential-Ebenen der Fläche. Wenn wir, um zur Gleichungs-Form (20) zu gelangen, t mit 
einer blossen Constanten vertauschen , so rückt die bezügliche Tangential-Ebene unendlich weit, and 
'somit können wir als Definition hinstellen, dass ein hyperbolisches Paraboloid eine solche gerad- 
linige Fläche zweiter' Ordnung ist, die eine unendlich weit liegende Ebene berührt* Die Ebene (v) 
oder überhaupt (\<^0 ' bleibt immer eine eigentliche Tatigential-Ebene der Fläche, und ist nach den 
T(>rstehenden immer auf Ifaieare Weise bestimmt, wenn sie der Richtung nach gegeben ist. Es ist 
diess damit im Einklänge, dass eine Fläche zweiter Ordnung überhaupt von zwei Ebenen beriilirt 
wird, die einer gegebenen parallel sind, dass aber, wenn die Fläche eine unendlich weit liegende 
Ebene berührt^ diese, weil sie als jeder gegebenen Ebene parallel zu betrachten Ist, immer eine jener 
zwei Ebenen ist, wonach nur eine einzige und reelle eigentliche Tangential-Ebene übrig bleibt. Di« 
Ebentn (t) i»&d (u) imd überktapl 00 nad (oO Iuümii von detf fMttem Bigenschaften 4er Tangential- 
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Ebrae, das ttmg'bdialtoii, dass sie die Fläche in zwei geraden Linien sehndden, von denen aber 
die eine mit der Ebene (t) unendlich weit gerückt ist, wonach also im eigentliche Sinne jede dbr 
fraglichen Ebenen die Fläche nur in einer einzigen geraden Linie schneidet. Es folgt hieraus zugleich, 
dass die gerade Linie (t, u} , und jede andere mit ihr parallele gerade Linie, das Paraboloid nur in 
einem einzigen Puncte schneidet und demnach ein Durchmesser desselben ist. 

78. Wir können die Gleichung C80) auf zwiefache Weise befriedigen, indem wir einmal, bei 
willkiihrlicher Bestimmung von x, gleichzeitig ^ 

t = ^, (21) 

XU = UW, 

das andere Mal, bei willkiihrlicher Bestimmung von A, gleichzeitig 

u = X, («) 

Xt = fxW, 

setzen. Die erste der Gleichungen (21) stellt eine solche Ebene dar, die, bei beliebiger Annahme 
von X, in allen ihren Lagen mit sich selbst parallel bleibt, während die zweite dieser Gleichungen 
eine Eböae ansdrückt^ welche fortwährend durch die gerade Linie (u, w) geht. Die Durchschnitts « 
Linie dieser Ebenen , in allen demselben Werthe von x entsprechenden Lagen, beschreibt die beziig* 
liehe Fliehe. 

Diesdbe Flädiekann Mch, in Gemässheit der Gleithuigen (St), dujcch die Durchschnittslinie 
zweier Ebenen beschrieben werden, von welchen die eine mit der Ebene (n) parallel bleibt, ond die 
andere fortwährend dareh die gerade Linie (t, w) geht. 

Whr erhalten hiimadi den folgenden Satz» der dem Satze der 72. Nummer entepricht. 

Wenn zwei Ebenen, von welchen die eine um eine in ihr liegendegerUdeLinie 
sich dreht ond die andere parallel mit einer gegebenen Ebene sich fortbewegt, 
in ihren gleichzeitigen Lagen einander auf lineare Weise entsprechen, so be- 
schreibt ihre Durchschnittslinie ein hjperbolisches Paraboloid« 

Bleiben wir bei den Gleichungen (21) stehen, so ist ein solches lineares Entsprechen dadurch 
geometrisch bestimmt, dass die Durchschnittslinie der beiden Ebenen (21) ausser der gegebenen 
geraden Linie (u, w) fortwährend auch noch eine zweite gegebene gerade Linie schneidet. Eine 
geometrische Umschreibung des Satzes der folgenden Nummer ist hiemach in der folgenden Aussage 
enthalten. 

Wenn eine gerade Linie sich so bewegt, dass sie in allen ihren Lagen zwei 
gegebenen, einander nicht schneidenden geraden Linien b egegnet, und überdies 
immer einer gegebenen Ebene parallel bleibt, so beschreibt sie ein hjperbolisches 
Paraboloid. 

Es ist nur eine andere Auffassungsweise desselben Satzes, wenn wir sagen, das fragliche Para- 
boloid werde beschrieben, erstens durch die Durchschnittslinie zweier Ebenen, die sich um zwei 
gegebene , einander nicht schneidende gerade Linien so drehen , dass diese Durchschnittslinie in allen 
ihren Lagen mit einer gegebenen Ebene parallel bleibt, zweitens durch die Verbindungslinie der- 
jenigen beiden Puncte, in welchen zwei gegebene, einander nicht schneidende gerade Linien von einer 
parallel mit sich selbst fortrückenden Ebene in den verschiedenen Lagen derselben geschnitten werden. 

Wir können uns auch das Paraboloid durch eine gerade Lin^ besehrieben denken, die in allen 
ihoren Lagen drei gegebene gerade Linien fortwährend schneMet;^ nur sind diebe drei Linien ^ nach 
dem Vorstehenden, der Bedingung unterworfen, dass sie eÜer ind dersdben- Ebene parallel sein 
müssen. '. * 
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79. Um den allgemeinen Satz der yorigen Nammor zu reritciren^ wolln wir wiederum xa den 
€HelGhangea (13) der 74 Nummer: 

8 — av = 0, S + ^t + ^'rr:©, Cl3) 

zurückgehen, nun aber a and / veränderlich nehmen und so bestimmen, dass sie die folgende Be- 

dingungs - Gleichang : 

aa + b/ + cay -}- d = , (88) 

befriedigen. Wenn wir alsdann zwischen den vorstehenden drei Gleichungen a und 7 eliminiren, so 
erhalten wir die Gleichung* eines hyperbolischen Paraboloids, als des geometrischen Ortes für die 
gerade Linie (13). Die vorstehende Bedingungs- Gleichang ist aber die lUlgemeinste, um auszudrucken, 
dass die beiden Ebenen (13), von welchen die erste um die gerade Linie (s, v) als Axe, bei ver- 
änderlichem Werthe von oc , sich dreht , und die zweite , bei veränderlichem Werthe von y , parallel 
mit sich selbst fortrückt, auf einzige Weise einander entsprechen. 

80. In Folge der Gleichang (SO) bestehen gleichzeitig die vier Gleichungen (ti) und (CS): den 
entsprechend schneiden alle Linien der ersten Erzeugung alle Linien der zweite. Zwei Linien der 
ersten und zwei Linien der zweiten Erzeugung bilden ein ganz auf der Fläche liegendes Viereck, 
worin wir zunächst den Grund erblicken, warum auch ein Paraboloid durch die allgemeine Oleiehoiig 
(1) dargestellt werden kann. Irgend ein Punct oder irgend eine Tangential* Ebene brauclit nur nock 
zugleich mit jenem Viereck gegeben zu sein, um die Fläche durch die allgemeine Gleiehungs^Form 
(1) auszudrücken. Ein solcher Punct oder eine solche Ebene kann aber nicht mehr, wie in den 
Falle des Hjperboloids, willkührlich angenommen werden; denn eine solche Ebene ist für den vor- 
liegenden Fall in der Tangential -Ebene, die unendlich weit liegt, schon ab gegeben anzusehen, 
und dadurch die Fläche durch das gegebene Viereck allein auf lineare Weise schon bestimmt. 

Wirklich erhalten wir, wenn irgend zwei Linien der ersten Erzeugung, die einer zwiefachen 
willkührlichen Annahme des Coefficienten x in den Gleichungen (Sl) entsprechen, gegeben sind, 
sogleich die Richtung der Ebene (t), wenn wir durch die Richtungen jener beiden geraden Liniea 
eine Ebene legen, und somit die Fläche selbst, wenn wir ausserdem zwei gerade Linien der Zweiten 
Erzeugung kennen. Und andrerseits ist die Richtung der Ebene (u) durch irgend zwei Linien der 
zweiten Erzeugung, und hiernach die Fläche selbst gegeben, wenn wir ausserdem noch %wei Liniea 
der ersten Erzeugung kennen. Hieraus erhält man die Lösung der Aufgabe : 

Ein hyperbolishes Paraboloid durch die vier Seiten eines räumlichen gegebe- 
nen Vierecks zvi legen. 

Durch die Richtung je zweier gegenüberliegender Selten des gegebenen Vierecks ist eine Ebene, 
der Richtung nach,. bestimmt; bewegen wir eine gerade Linie parallel mit dieser Ebene so, dass sie 
fortwährend die jedesmaligen beiden andern gegenüberliegenden Seiten des gegebenen Viered» 
schneidet, so beschreibt dieselbe das geforderte Paraboloid. Wir erhalten hiermit sogleich eine 
zweifache Beschreibung dieser Fläche. 

Die Richtung der Durchmesser des hjperbolischen Paraboloids ist hierbei durch die, der Rick* 
tung nach, gegebenen Ebenen (t) und (u) unmittelbar gegeben. (77). 

81. Ein hyperbolisches Paraboloid zu beschreiben, das zwei gegebene, einander 
nieht schneidende, gerade Linien in ihrer ganzen Ausdehnung enthält und über- 
diese eine von folgenden drei Bedingungen erfällt: 

erstens, durch zwei gegebene Puncte geht, 



Kvettens, dareh einen gegebenen Punet gebt nnd eine gegebene Ebene berftlirt, 

drittens, zwei gegebene Ebenen bertlbrt. 

Wie in der 68. Nommer erbalten wir, wenn jswei aaf der Fläcbe liegende gerade Linien gegeben 
sind, fttr jeden aoeserdem noeh gegebenen Punet der FIftcbe eine neae solche dorcb diesen Ponet 
gehende gerade Linie, and für jede ausserdem nodi gegebene Tangential- Ebene der Eläebe eine neae 
solche in der TangentiaUEbene liegende gerade Linie. Die neuen geraden Linien schneiden die 
beiden gegebenen, so dass wir, nach dem Vorstehenden, ein auf der zu constroirenden Fiäehe lie* 
gendes Viereck erhalten. ])ie Torstehende dreifache Aufgabe ist also auf die Aufgabe der Yorigen 
Nummer zurickgefithrt — 

SC Wir wollen in den nidistfolgenden Nummern die allgemeine Gleichung 

tu = fitif , (2) 

in der Voraussetzung von Plan - Cfoordinaten , dadurch parUcularisiren, dass wir Puncto des auf der 
Fläche^Iiegenden Vierecks unendlich weit rucken lassen. 

Ist der Punct (v) nach gegebener Richtung unendlich weit gerückt, so können wir, indem wir 
der Gleichung (8) folgende Form geben: 

t u -'^ Uf 

tu u> 
unbeschadet der Allgemeinheit, den Quotienten '^y'I' ™^ IT die Bedeutung von Segmenten geben ^ 

welche auf drei, durch die festen Pancte (/)» 00 ^^ (<^) gehenden, parallelen geraden Linien C^v)» 
(ti, v) und (Wy v) zwischen diesen drei Puncten und der bezüglichen Tangential -Ebene der Fläche 
liegen. Das Product der beiden ersten solcher drei Segmente, getheilt durch das dritte, ist also 
constant. Es knQpft sich hieran eine Bestimmung der Fläche durch ihre Tangential- Ebenen, die wir 
hier nicht weiter verfolgen wollen. 

83. Wenn zwei der vier Winkelpuncte des Vierecks unendlich weit rücken sollen, so m&ssea 
"Wir einen doppelten Fall unterscheiden. Entweder sind diese beiden Winkelpuncte zwei gegenüber* 
liegende oder zwei auf einander folgende. Dem ersten Falle entspricht, dass etwa die beiden Puncto 
(/) und (u) nach zwei gegebenen Richtungen unendlich weit sich entfernen. Dann ist, ähnlich 
me in der 77. Nummer, weil die gerade Linie (/, ti) unendlich weit liegt, (o, le^) ein Durchmesser der 
Fläche. Die vier Seiten des Vierecks gehen durch die Endpnnete dieses Durchmessers und sind paar- 
weise, (o, und (t9, 0, (p, tf) und (w^ ti), paralleL Schreiben wir die Gleichung (S) unter 

folgender Form : 

• jS J^ 

80 k5nnen wir, unbeschadet der Allgemefaiheit,~r nnd ■— als Segmente eonstruiren, die auf den beiden 

nidit parallelen, durch die Endpuncte des Durchmessers (9, w) gehenden geraden Linien (9, /) und 
^ir, tf) durch die bezügliche Ebene abgeschnitten und von diesen Endpuncten an gerechnet werden. 
Wir können die obige Gleichnnf auch fblgendergestalt sdnreiben: 

i? ^ _ -L 

irfM, bei der gMMtrisdieft DMünng, dli bilta geradem Uni« (19, ml (e^ m), ^ideta 

1« 
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dwrdi die Endpimcte desielbeii DurebnieBS« gdMB, an die Sldle der friilieni (p^ l) ond (m, tt). 
Sie siad diese frühem Linien selbst mit vertaasehter Bichtaag, «ad gehören wie diese denselben 
Sneogong an. 

Hiernach können wir, wenn irgend zwd gerade Linien^ auf jeder derselben ein Panel und über- 
diess noch eine Constante gegeben sind (dem Gegebenen entsprechen zusammen eilf, also zwei 
übersäblige, Constante) ein geradliniges Hjpa-boloid besehreiben, das die beiden gegebenen 
geraden Linien enthält und diejenige gerade Linie, welche die beiden gegebenen Pancte verbindet, 
au einem Oorchmeaser hat. Durch jeden Ponct einer der beiden gegebenen geraden Linien lassen 
sich nämlich unendlich viele Tang'ential - Ebenen der Fläche legen, die alle die zweite dieser geraden 
Linien in einem bestimmten Punete schneiden, und also auch eine gerade Linie, welche durdi eben 
diesen Punct geht und in ihrer ganzen Ausdehnung auf der Fläche liegt« Zugleich begegnen wir 
hierbei dem nachstehenden Satze. 

Wenn zwei Linien der einen Erzeugung eines einschaligen Hjperboloids 
und ein dieselben schneidender Durchmesser desselben gegeben sind, soschtfeidet 
jede Linie der andern Erzeugung die beiden gegebenen so, das das Product der 
aaf dieser zwischen dem Durchmesser und der Linie der andern Erzeugung liegen- 
den Segmente constant ist. 

Wenn wir auf einem g^ebenen einschaligen Hyperboloid irgend zwei gerade Linien derselben 
Erzeugung beliebig annehmen, so gibt es immer einen einzigen vollkommen bestimmten Durchmesser 
der Fläche , der diesen geraden Linien beiden zugleich begegnet Um dies zu zeigen und zugleich 
den fraglichen Durchmesser zu construiren, brauchen wir bloss eine Ebene durch den Mittelpanct der 
Fläche und eine der beiden Erzeugenden zu legen. Diese Ebene schneidet die andere Erzeugende in 
einem einzigen Punete, and diejenige gerade Linie, welche diesen Punct mit dem Mittelponcte ver- 
bindet, ist der zu construirende Durchmesser der Fläche* Es ist hiemach augenscheinlich, dass er 
der einzige ist, welcher beiden Erzeugenden begegnet. 

Wenn ein einschaliges Hyperboloid so bestimmt ist, dass es durch die Bewegung einer geraden 
Linie beschrieben werden kann, so können wir, nach dem Vorstehenden, den Mittelpunct desselben 
finden. Es seien zum Beispiel zwei Linien derselben Erzeugung und drei Tangential -Ebenen der 
Fläche gegeben. Diese drei Tangential -Ebenen schneiden die erste der beiden gegebenen Linien in 
drei Puncten, die wir A, A^ und A^^, und die zweite in drei Puncten, die wir B, B' und B'^ nennen 
wollen. AB, A^^ und A^^B^^ sind alsdann Linien der andern Erzeugung (67). Femer schneide 
derjenige Durchmesser, der beiden Linien begegnet, die erste in M und die zweite in N. Alsdann 
besteht nach dem vorstehenden Satze, die folgende Doppel -Gleichung: 

MA.NB = MA'.NB' = MA".NB". 
Setzen wir MA = — AM = — x, NB = — BN = — j, 

AA' = a', AA^ — a'% BB' = b', BB" *= b", 
so erhalten wir, statt der obigen, die nachstehende Doppel -Gleichung: 

xy = Ca'-x) Cb'-y) = (a"-x) Cb"-y>, 
welche in die folgenden beiden sieh auflöset : 

a'j+b'x «= a'b', C«<> 

a"y + b"x = a"b". 

Bvfeb ^jenigen Werthe ven x umI j, watahe Airck «eae GtetchuagiB auf lacare Weise be- 
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BduMt ^9«f4ra, ^d die Pmeto M und N gegeben und mieli leieht geometriech sa eeofltrairev. 
Bringen vir «i diesen Ende die i>eiden gegdbenen gemden Linien irgendwie in eine tolehe g^n- 
settlge Lage, das« die beiden Ponele A and B zneaniinenfallen, und betraeUen sie dann als die Azen 
eines gewdhnliehen Parallel «Coerdinalen-Sjstenis (x, y), so stellen die beiden leisten Gleiebongen, 
wenn wir in denselben x and j als teriUiderlicb betrachten , zwei solche gerade Linien dar, wekhe 
in der Ebene der beiden Axen liegen nnd dieselbe bexii^ieh in den Paneten A^ and B', A'^ und B^' schMi- 
den» Die Coordinaten des Durchschnitts dieser beiden geraden Linien sind alsdann die zu con- 

struirenden Werthe von x and j, die nur dann anendlich werden, wenn — = -;^ and demnach die 

9r a 

letztgenannten geraden Linien parallel sind: ein Fall, in welchem, nach der 74. Nummer, dasHjper- 
boloid in ein hyperbolisches Paraboloid übergeht» 

Wenn noch eine vierte Linie der zweiten Erzeugung gegeben wäre, so milssle diese, etwa «i 
die Stelle von A'^B^^ gesetzt, densdben Werth für x und y geben, und also misste auch, in der 
eben bezeichnetoi Umformung, die zweite der beiden geraden Linien (t4) dnrdi eine solche ver» 
treten werden , die durch den Durchschnitt der beiden bisherigen geht. Wir kSnnen hiemadi dordi 
eine höchst einfache Constraction, nach dem obigen Satze dieser Nummer, das einschalige ^yper* 
boloid dadurch bestimmen, dass wir beliebig viele Linien der zweiten Erzeogong eonstruiren« 
Zogleich gewinnen wir die folgende Anschauung Aber die Entstehung eines einsehaligen Hyperboloid^ 
und über die Umgestaltung einer solchen Fläche in eine andere. 

Wenn in einer Ebene zwei gerade Linien and ein Pnnct, durch welchen nacl 
allen Richtungen gerade Linien gehen, gegeben sind, so kOnnen die beiden gege* 
benen Linien in irgend eine andere gegenseitige Lage gebracht werden, ohne dass 
auf ihnen die Puncto, in welchen sie von den übrigen Linien gesehnitten werden, 
eine andere Lage erhalten: alsdann verwandelt sich, wenn die beiden gegebenen 
geraden Linien nicht mehr in derselben Ebene liegen, diese Ebene in ein ein* 
schaliges Hyperboloid, and jene beiden geraden Linien gehören der einen, die 
übrigen der andern Erzeugung dieser Fläche an« Wenn diese Linien der andern 
Erzeugung ursprünglich unter einander parallel waren, so entsteht statt des 
einschaligen Hyperboloids ein hyperbolisches Paraboloid. Dasselbe findet 
Statt, wenn die beiden gegebenen feraden Linien nrsprttnglich parallel ware& 

Legen wir, in dem Falle des Hyperboloids, durch den gegebenen Punct zwei gerade Linien 
parallel mit den beiden gegebenen , so erhalten wir auf diesen letztgenannten Linien zwei Dnrcli* 
schnittspuncte, die wir als unverrückbar auf denselben ansehen können. Nach der Lagen-Aendemng 
ist die Mitte zwischea diesen beiden Pnncten der Mittelpunet der Fläehe. In dem Falle den 
Pamboloids, sei es nun, dass die beiden gegebenen geraden Linien oder die Linien der andern Er* 
seogung ursprünglich parallel waren, ist die Richtung der ursprünglichen ParaUeien zugleich die 
Richtang der Durchmesser der Fläche. 

Wenn man die beiden gegebenen geraden Linien so fortrückt, dass sie einander fortwährend 
schneiden, wobei insbesondere auch diese Linien bloss ihrer Länge nach verschoben werden können, 
so umhüllen die ursprünglich durch den gegebenen Punct gehenden geraden Linien, nach der Lagen- 
Aenderung, einen Kegelschnitt, der von den beiden gegebenen Linien berührt wird, and der 
insbesondere in eine Parabel fibergeht, wenn entweder die beiden gegebenen, oder aueb alle durch 
den gegebenen Punct g^Miden geraden Linien unter einander poralM sind. Wie vorher der Mittel« 
pnnct der Fläche, so bestimmt sich hier der M H te lp n n et des Kcgfkdmtttes ; die Darchmesser-Richtnng 

le» 
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des friabern Paraboloids wird hier die Dorehmeflgir-Richtiuig der Parabel. Der Kegelacbnitt artet m 
ein Sjstem von zwei Pancten aas, wenn die beiden gegebenen finden Linioi bloas am ihren 
araprilngUchen Darchscbnittsponct sich drehen oder überhaupt in d» DorehschnitlBpanct nach der 
Jjagen-Aendemng zwei solche Pancte dieser beiden Linien zusammenfiGiUen, in weichen dieselben 
ursprünglich von einer beliebigen, darch den gegebenen Panct gehenden, geraden Linie geschnitten 
wurden. Einer der beiden Pancte des Sjrstems ist derjenige Punct, in welchem nach der Lagen- 
Aenderung die beiden gegebenen geraden Linien sich schneiden. 

Wenn wir von einer gegebenen geradlinigen Fläche aasgehen, so gelangen wir zu der folgenden 
modificirten Aussagre desselben Satzes. 

Wenn man auf einem einschaligen Hyperboloid oder einem hyperbolischen 
Paraboloid zwei Linien der einen Erzeugung beliebig annimmt, and sich dieselben 
«—der uneigentliche Ausdruck sei uns hier gestattet — von den Linien der andern 
Erzeugung so durchbohrt denkt, dass diese letztern Linien in den Durchbohrangen 
zwar festgehalten werden; aber durch dieselben frei fortgleiten können: so ver- 
wandelt sich die Fläche, bei jeder beliebigen Lagen-Aenderung der beiden auf ihr 
angenommenen Linien in eine andere Fläche derselben Art. Wenn insbesondere 
nach der beliebigen Lagen-Aenderung diese beiden Linien sieh schneiden, so 
nmhüllen die Linien der zweiten Erzeugung einen Kegelschnitt; diese Linien 
g'ehen alle durch denselben Panct, wenn insbesondere die einer beliebigen dieser 
Linien entsprechenden beiden Darchbohrungen nach der Lagen-Aenderang in 
den Durchschnitt zusammenfallen. 

84. Die in der vorigen "Nummer abgeleitete Beschreibnngsweise der geradlinigen Flächen zweiter 
Ordnung ist durch die allgemeine Auffassung der 74. Nummer begründet, nach welcher, eine , die 
Fläche erzengende, gerade Linie dadurch bestimmt wird, dass sie zwei solche Puncte verbindet, die 
auf zwei gegebenen geraden Linien liegen und sich auf einzige Weise entsprechen. Und so ergeben 
sich denn auch analoge Constructionen , die wir in der gegenwärtigen Nummer einschalten wollen, 
wobei die erzeugende gerade Linie als durch zwei sich entsprechende Ebenen bestimmt ange- 
sehen wird. 

Wenn zwei gerade Linien A und A^ gegeben sind, die durch einen gegebenen 
Punct C gehen, so können wir durch diese beiden geraden Linien unendlich viele 
Systeme zweier Ebenen legen, deren Durchschnittslinie F in eine durch den Punct 
€ gehende gegebene Ebene j? fällt und auch selbst durch C geht. Bringen wir 
die beiden Linien A und A^ in irgend eine andere gegenseitige Lage, während 
die darch jede derselben gehenden und mit ihr als fest verbunden betrachteten 
Ebenen sich gleichzeitig mit fortbewegen, so verwandelt sich der geometrische 
Ort fär die Linie P, der ursprünglich die Ebene B war*), in eine geradlinige 
Fläche der zweiten Ordnang. Diese Fläche wird einerseits durch die Linie F er- 



Analyliseh betracMet müssen wir für diesen Ort das System der Ebene B und derjenigen Ebene nehmen> 
welche die beiden Linien Ä und A' enthalt^ und dem entspricht^ geometrisch genommen, dass jede durcb 
. C geteade gerade £.inie der •letxtgenamiteQ Ebene als der Durchschnitt zweier durch A und A' gehen- 
den, BUMsunenftflenden Eivoen betrachtet v werden kann. Eine genz anelege Beaiafffceng gilt auch in Be- 
ziehnng auC die aUgemeiiie CenBlracfan der vei%eii Huamier. 



zengt, während die Linten A niid ^tf', is ihrer neaen Lage, Linien der andern Er- 
zeugung sind. . • 
Pariicolarisationen ergeben sieh hier unmittelbar« Bewegen sich die beiden geraden Linien A 
und A^ parallel mit sich selbst fort, so bleibt auch die Linie F parallel mit sich selbst und also 
auch in allen ihren Lagen parallel mit der Ebene B. Die Fläche wird alsdann ein hyperboli- 
sches Paraboloid« Die Durchmesser^ Richtung dieses Paraboloida ist dadurch gegeben , dass sie 
einerseits der Ebene JB und andrerseits derjenigen Ebene , welche die beiden Linien A und A^ in 
ihrer ursprünglichen Lage enthält, parallel ist. 

Drehen sich die beiden geraden Linien A und A^ mit den beiden Ebenen-Systemen um stdi 
selbst, so ist, nach der Drehung, der geometrische Ort für die Linie F ein Kegel zweiter 
Ordnung, und bleibt immer ein solcher Kegel, wenn in der neuen Lage die Linien A und ^^ sich 
schneiden. Nur wenn in diesem Falle irgend zwei sich entsprechende Ebenen zusammenfallen, artet 
der Kegel in ein System von zwei Ebenen aus« 

Wenn die beiden geraden Linien A und A' parallel sind, so liegt der Pnnct C nach der Rich- 
tung derselben unendlich weit, und auch die Ebene B ist mit ihnen parallel« Im Allgemeinen er- 
halten wir hier wiederum ein einschaliges Hjperboloid. Verschiebt man aber bloss die beiden 
geraden Linien A und A^ parallel mit der Ebene By so bleiben diejenigen beiden parallelen Ebenen, 
die sich ursprünglich durch A und A^ legen lassen und auf der Ebene B in unendlicher Entfernung 
sich schneiden, auch in der neuen Lage parallel; auf der entstandenen Fläche liegt in einer Lage 
die Linie F auf der Ebene B unendlich weit: die Fläche ist daher ein hyperbolisches Para- 
boloid. Die Linien derjenigen Erzeugung der Fläche, welcher auch A und A^ in der neuen Lage 
angehören, sind der Ebene B parallel. Alle Linien F sind einer zweiten Ebene parallel, die sich 
durch irgend zwei Lagen derselben sogleich bestimmt. Drehen sich die beiden parallelen geraden 
Linien um sich selbst, oder bleiben sie auch nur, nach der Lagen-Aenderung, parallel, so artet die 
Fläche in ein/^n Cylinder aus. Insbesondere kann auch die Ebene B der die beiden Linien A und 
A^ enthaltenden Ebene parallel sein, und endlich auch unendlich weit rücken. In diesem letztern 
Falle sind also je zwei durch A und A^ gehende, sich entsprechende Ebenen parallel; die beiden 
Ebenen-Systeme sind, abgesehen von ihrer Lage, als identische anzusehen; es decken sich die ent- 
sprechenden Ebenen der beiden Systeme, wenn man diese so lange parallel mit sich selbst fort- 
schiebt, bis die beiden Linien A und A^ zusammenfallen. Bei einer blossen Drehung der beiden 
Linien A und A^ um sich selbst ist die erzeugte Fläche offenbar ein Cylinder, dessen Seiten 
diesen Linien parallel sind und der von der Ebene, die auf denselben senkrecht steht, in einem 
Kreise geschnitten wird. Rücken die beiden Linien A und A^, ohne dass sie sich um sich selbst 
drehen, parallel mit einer beliebigen Ebene, die auch ihre Richtung enthält, fort, so wird die Fläche 
wiederum ein hyperbolisches Paraboloid, was sieh an einen früher betrachteten Fall anknüpft, 
wenn wir erwägen, «lass eine Ebene, die unendlich weit gerückt ist, als mit der gegebenen Ebene 
parallel angesehen werden kann. 

Menn wir von einer gegebenen geradlinigen Fläche zweiter Ordnung ausgehen, so können wir 
diese in andere Flächen dieser Art umformen, und dieselbe auch applaniren. 

\¥enn man auf einer geradlinigen Fläche zwei Linien derselben Erzeugung ^ 
undA^ beliebig annimmt, so lassen sieh durch diese beiden geraden Linien Systeme 
Ton solchen Ebenen legen nnd mit ihnen als fest verbunden denken, welche sich 
paarweise in den Linien F der andern Erzeugung schneiden. Drehen und verrücken 
wir die beiden Linien A und A^ mit ihren Systemen von Ebenen, so bilden die 



ItC Flachen awditer Ordnaiifg «&4 zweiter Classe. 

DorehscbniUslinien 1* eine neue geradliniipe Fläeli« sweifter Ordnonf^. Diese artet 
•in einen Kegel aas, wenn, nach der Drebang und Verrttekang, die beiden Linies 
Ä und A^ sieb sebneiden, and partiealarisirt sieb weiter in eine Ebene, wenn über- 
diess zwei sieb arsprfinglieb in einer beliebigen Linie F sebneidende Ebenen beider 
Svsteme zasammenfallen. 

Wir würden den Cbaraeter der vorstehenden Erdrterongen rerwiscben, wem wir dordi direde 
analytische Entwickelangen die particalärai Fälle discatiren and, gegen onsere Absiebt, in specieilere 
Bestimmangen eingehen wollten. 

85. Wenn zwei aaf einander folgende Winkelponcte des der Fläche aa%;escbrieb«ai Vier- 
ecks, etwa (/) und (v)^ anendlich weit gerfickt sind, so liegt die Viereckfr43eite (f, i;) in ihrer ganzes 
Aasdehnang auf der Fläche onendlich weit. Dann ist diese Fläche ein bjperbolisches Paraboloid, 
das durch die drei geraden Linien (ti, t^), Ch» v) und. (i9, 1) geht« Wenn wir die Gleiehaog der- 
selben folgendergestalt schreiben: 

If w 

— 5= tf.-r» 

V t 

u w 
80 können wir, anbeschadet der Allgemeinheit, — and y in der Bedeotang Ton Segmenten n^nm, 

die durch die Tangential-Ebenen von zwei festen geraden Linien, welche bezügiich durch die Pancte 
(ti) und iw') gehen und diejenige Richtung haben, nach welcher die beiden Pancte (0 und (n) onead- 
lich weit gerückt sind, abgeschnitten und von den Puncten (u) und (v) aus gerechnet werden. Dana 
drückt die Torstehende Gleichung unmittelbar diejenige Eigenschaft eines geradlinigen Paral>oloids 
ans, an welche schon in der 74. Nummer die Beschreibong dieser Fläche geknüpft worden ist. 

Dem entsprechend, dass durch die yorstehende Gleicbungs-Form die Tangential->Ebenen der 
Fläche bloss in so weit bestimmt werden, als sie zwei feste gerade Linien in bestinmiten Pondcs 
schneiden, oder, mit andern Worten, als sie durch diejenigen geraden Linien gehen ^ welche die 
jedesmaligen beiden Durcbschnittspuncte verbindet — wird die Fläche durch eine gerade Linie, die 
wir uns als sich bewegend Torstellen, construirt. Aehnlicb Terbält stch*s, wenn wir von der fol- 
genden Form: 

V ~ **• tl* 

onter der wir dieselbe Gleichung schreiben können, ausgehen. Die beschreibende gerade Linie gck 

w 
hier durch den, einem beliebigen Werthe von — entsprechenden, Punct der geraden Linie (v, %\ 

während ihre Richtung in einer Ebene, welche durch diesen Ponct geht and die Riditongen ealhäk, 
nach welchen die beiden Pancte (f) und (9) unenAich weit liegen, durch den aqgehdrigen Werth fw 

— besiimnt ist. Nach den bisher Öfter angewandten Betrachtungsweisen ergibt sich hiemach der 

folgende Satz: 

Wenn eine Ebene, parallel mit sich selbst, fortrückt, während ein Panct der- 
selben eine gerade Linie durchläuft und eine in ihr liegende, durch diesen Ponct 
gehende gerade Linie am denselben sich se dreht, dass ihre Terschiedenen Lagei 
den verschiedenen Lagen des Punetes linear entsprechen; so besehreibt dies« 
letzte gerade Linie ein hyperbolisches Paraboloid. 



S- & Gleiehwifs-Forai tu » imr. It7 

Das einfaehsle lineare Enteprechen Ton Pancten und geraden Linien ist dasjenige, wo jeder 
Piinct atif der zogehOrigen geraden Linie liegt und überdiess alle Pancte auf einer gegebenen geraden 
Linie liegen nnd alle geraden Linien durch einen gegebenen Punet gehen. Hiernach ergibt sich die 
folgende geometrische Umschreibung des vorstehenden Satzes: 

Wenn in einer gegebenen Ebene ein System von geraden durch denselben Pnnct g^ehenden 
Linien toü einer gegebenen geraden Linie geschnitten wfard, so kdnnen wir die gegebene gerade Linia 
in irgend eine andere Lage bringen und dabei die ursprttnglich durch denselben Punct gehenden 
Linien, parallel mit sich selbst , so fortrilcken lassen , dass ihre Durchschnittspunete mit der gege- 
benen Linie auf dieser unverrOckt ihre ursprüngliche Lage behalten ; alsdann biegt sich die gegebene 
Ebene zu einem hyperbolischen Paraboloid. Die eine gegebene gerade Linie gehört nach der Lagen- 
Aenderung der einen, die ursprünglich durch den gegebenen Punct gehenden geraden Linien gehören 
der andern Erzeugung desselben an. Die Durchmesser des Paraboloids sind der gegebenen geraden 
Linie in ihrer ursprünglichen Lage parallel. *) 

Wenn die gegebene gerade Linie auch in ihrer neuen Lag^e in der gegebenen Ebene geblieben 
ist, so umhQllen die ursprünglich durch denselben Punct gehenden geraden Linien eine Parabel. Die 
gegebene gerade Linie ist in ihrer ursprünglichen Lage ein Durchmesser, in der neuen Lage eine 
Tangente dieser Parabel« 

An die letzte Gleichungs-Form knüpft sieh noch der folgende Satz: 

Solche vier Linien der einen Erzeugung eines geradlinigen Paraboloids, welche 
eine Linie der andern Erzeugung harmonisch theilen, haben die Richtung von vier 
Harmonicalen« 

Denn die Erzeugende iu^ tr) wird in den vier durch folgende Gleichungen daigestellten Püneten: 

tf ^ 0, ip = 0, V = xti, ip = — xti, 

harmonisch getheilt und die Richtungen der durch diese Puncte gehenden Linien der andern Er- 
zeugung sind durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 

r = 0, / = 0, < SS UX9, / = — föfü, 

and also die Richtungen von vier Harmonicalen. 

86* Wenn endlich die Puncte (/), (ti), (r) des auf der Fläche liegenden Vierecks, nach gege- 
bener Richtung, unendlich weit gerückt sind, so liegt die Berührungs -Ebene (/, ti, v) unendlich 
weit. Durch den auf der Fläche liegenden Punct Qu)) gehen die beiden ebenfalls auf ihr liegenden 
Seite,n (w f) und (tp, ti), und (f, tt^, tf) ist die Tangestial- Ebene in diesem Poacte. Die gerade 
Linie («;, v) ist der durch den Punct (tt^) gehende Durchmesser des Paraboloids; denn in dem 
allgemeinen Falle der Gleichung (S) sind die beiden geraden Linien (f, u) und (tr, e) zugeordnete 



Eine Linie der einen Enengong wird von allen Linien der andern geschnitten^ nnd e» ist offenbar^ dast 
diejenige unter den letztgenannten Linien^ für welche der Durchschnitt auf jener unendlich weit rückt^ 
Indem sie selbst unendlich weit sich entfernt^ die Richtung der Durchmesser der erzeugten Flache an- 
nimmt. Diese Richtung ist aber in der obigen Constmction die Richtung der gegebenen geraden LhMe in 
ihrer ursprünglichen Lage. 

Wfr erkennen I» den Ibesolteted den Testes seglekfa eine Modifieatiaa der sUg^taieineD C^i^raction 
der 911 Nomaer; dem entaprechmid^ daaa eine der beiden ^Melbet als gegeben betrachteten geraden 
weil g«i«Mt ist 
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Polaren, und hier also, vro die erste dieser Linien unendlich weit liegt, ist die andere nothwendlg 
ein Durchmesser der Fläche. 

Die nunmehrige Coordinaten-Bestimmung ist keine andere, als die in der 7. Nummer der an- 
leitenden Betrachtungen bezeichnete, wo durch den gegebenen Punct (w) nach den Richtungen (/), 

tu fff vf , 

(u) und (r) drei Axen gesogen worden, und -r , — und ~ die auf dtesen Axen durch die bezüg- 
liche Ebene abgeschnittenen Segmente bedeuten. Die Gleichung der Fläche gibt hiernach, wenn wir 
sie auf die nachstehende Weise schreiben: 

w w t w 

tu ^ ^ 

unmittelbar den folgenden Satz: 

Wenn drei durch denselben Punct gehende gerade Linien gegeben sind, so be- 
rühren alle Ebenen, welche diese Linien so schneiden, dass das Prodact der auf 
zwei derselben abgeschnittenen Segmente, getheilt durch das auf der dritten ab- 
geschnittene Segment, constant ist, ein hyperbolisches Paraboloid. 

Die beiden erstgenannten geraden Linien smd irgend zwei nicht derselben Erzeugung ange- 
hörende und die dritte der durch ihren Durchschnittspunct gehende Durchmesser der Fläche. Dieser 
Durchschnittspunct kann jeder beliebige Punct der Fläche sein und darum muss die allgemeine 
Gleichung noch zwei überzählige Constanten einschliessen. Diese Constanten fallen aus, wenn wir 
▼on Vorne herein annehmen, dass die Richtung (t?) auf den Richtungen CO and (tf) senkrecht stehe. 

Wenn die Richtungen (0 und (u) zusammenfallen, wonach 

so artet die fläche in eine Parabel aus. 

87. Nachdem wir in den letzten Nummern die. verschiedenen Particularisirangen der allgemeines 
Gleichungen (1) und C') discutirt haben, wenden 'wir uns jetzt nochmals zu diesen zurück. Wir 
wollen die erste derselben, indem wir die vier linearen Functionen in ihrer ganzen Allgemeinheit 
nehmen, folgendergestalt schreiben: 

tu = TW, 

und befriedigen, indem wir gleichseitig eiioMd; 

t « Y, 
n = w, 

das andere Mal: 

t =w, 
u = V, 

setsen. Diese beiden Oleiehnsgen-Psare stdlen^ wie früher, zwei gerade Linien dar, weldie ganz 
anf der Fläche liegen, und die wir, der Kürze halber, (S) and (0) aeonen wollen. Diese beides 
geraden Linien bilden mit den vier andern Ct, w), (t, t), Qi, w>, (s, t), wdche ebssiilis auf der 
Fliehe liegen und die wir bezüglich durch (1), (t), (4) and (S) beaeishaen weMen> kfgmi dn 
System Ton sechs geraden Linien, Toa weldien drei (1), (S), (5) der einen «d die 4ni übrigen 
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(t), (4) (6) der andern Erzeagung angehören« *) Ordnen wir diese sechs geraden Linien nach der 
Ordnung der Sjmbole, so können wir darch je zwei aaf einander folgende eine Ebene legen j and 
erhalten dann einen sechsflächigen Körper, welcher der Fläche zweiter Ordnang gleichzeitig am- und 
eingeschrieben ist. Die sechs aof einander folgenden Seiten -Ebenen, die wir nach den geraden 
Linien, welche sie enthalten, durch (12), C«3), C34), (45), (56) and (61) bezeichnen wollen, wer- 
den darch die folgenden Oleichangen dargestellt: 

t =: 0, (li) t = V, (23) u = w, (34) 
u=0, (45) a = T, (56) t=w. (61) 

Je zwei unter einander stehende Gleichungen geben, von einander abgezogen, übereinstimmend 
die folgende: 

t = u. 

Somit ergibt sich, dem PaacaPschen Satze entsprechoid , hier der folgende. 

Die gegenüberliegenden Seiten-Ebenen eines beliebigen, einer fr^radlinigen 
Fläche der zweiten Ordnung gleichzeitig um- and eingeschriebenen sechsflächigen 
Körpers schneiden sich paarweise in solchen drei geraden Linien, die in derselbem 
Ebene liegen. 

Indem wir die sechs, auf der Fläche liegenden geraden Linien in verschiedener Aufeinanderfolge 
nehmen, zugleich aber berücksichtigen, dass nur darch solche zwei dieser Linien, die einem geraden 
und einem ungeraden Zahlen-Symbole entsprechen, eine Ebene sich legen lässt, ergeben sich sechs ver- 
schiedene solcher sechsflächigen, zugleich um- und eingeschriebenen Körper, die den folgenden 
sechs Zusammenstellungen von Sjmbolen entsprechen, und sich zu drei in zwei symmetrischen Gruppen 
2usammeaordnen : 

123456i 143256) 

163254 L 1634521 n. 
143652) 123654) 

Jedem dieser sechs Korper entspricht eine Ebene, welche die drei Durchschnittsltnien der gegenüber- 
liegenden Seiten-Ebenen desselben enthält, und die wir durch dasselbe Symbol bezeichnen können. 

88« Das Princip der Reciprocität gibt, neben dem Satze der vorigen Nummer, sogleich den 
folgenden, welcher dem Satze vonBrianchon über das einem Kegelschnitte umgeschriebene Sechseck 
analog ist. * 



*) Um nicht die früheni constaoten Coefficienten pi, x and ). in den nächsten Entwickelungen mus^ig durch-» 
suKieben, haben wir die einfachere Bexeichnung des Textes gewählt^ und swar ist diess unbeschadet der 
Allgemeinheit geschehen. Denn wir brauchen nur in den Gleichungen der 64. Nummer: 

tu SS ^vw, 
I = XVy 1= Xw, 

xu = fiw, Xu = fiv, 

die nachstehenden Substitutionen su machen: 

fili ^ W^ sea^ U% 

j^.t_t, ^ .T_ V, 

um au den Gleichungs-Formen des Texte« su gelangen. 

17 
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Wenn man aaf «iner Fläche der zweiten Ordnung aas drei Linien der einen 
«nd drei Linien der andern Erzeuganj^ irgend ein Sechseck bildet, so schneiden 
sich die drei Diagonalen desselben in ein and demselben Puncte. 

Je swei Sätze, die das Prineip der Reciprodfät mit einander verknüpft, sind solche, welche 
darch dieselbe analytische Beweisfahrung, wenn wir einmal Punct- das andere Mal Plan-Coordi- 
naten za Grunde legen , gegeben sind. Eben so direct, als den Satz der vorigen, und genau darck 
dieselbe analytische Symbol -Verbindung können wir auch den Satz dieser Nummer als bewiesen 
ansehen, wenn wir den dort gebrauchten Buchstaben-Sjmbolen die Bedeutung linearer Plan-Coordi- 
naten beilegen. Jeder der beiden Sät7«e hat denselben Anspruch, der ursprüngliche zu sein, und keine 
der beiden Coordinaten -Bestimmungen verdient hier den Vorzug. Wir wollen indess, weil es uns 
eine erwünschte Gelegenheit darbietet, unsere Methode darzulegen, den Beweis. derjenigen Groppe 
von Sätzen, die uns in dieser und den nächsten Nummern beschäftigen, vollständig in der einen 
Coordinateu-Bestimmung durchführen , ohne anf das Prindp der Redprocität Rücksicht za nehmen, 
und wählen za diesem Ende diejenige Coordinaten-Bestimmung, mit der ich die grossere Vertrant- 
heit voraussetzen muss. Durch diese Beweisfiihrang ist eine ganz gleiche in der andern Coordina- 
ten-Bestimmung unmittelbar gegeben: einer solchen Wiederholung, welche in analytischer Hinsidit 
nichts Neues darbietet, können wir uns hier überheben. 

89. Zwei anf einander folgende Seilen des in Rede stehenden Sechsecks bestimmen einen Eck- 
ponct desselben, so wie sie früher eine Seiten -Ebene des sedisflächigen Körpers bestimmt haben. 
Hiermit Jst eine, der frühem analoge, Bezeichnung gegeben, gemäss welcher wir inm Beispiel dordi 
das Symbol (1^) (zur Unterschddung wählen wir hier die Cursivschrifi) nun den Dmxhsdinitt der 
Linien (1) ^^^ C) bezeichnen wirflen. Dem entsprechend stelle femer {1234Sff) das von den 
Seiten (1), (S), (3), (4), (5) und (6), ihrer Reihenfolge nach, gebildete Sechseck dar, und es soO 
bewiesen werden, dass die drei geraden Linien 

it2,45), i23,56), {34, 6t) 

welche die drei Paare gegenüberliegender Winkelpuncte dieses Sechsecks, (12) und (45), C^^) ™^ 
(5(7), (34) und (ßt) verbinden, in demselben Puncte sich schneiden. 
Es ist augenfällig, dass die nachstehenden sechs Symbolen-Paare: 

(61, 12, 83) = (12), (12, 23, 34) = (23), (23, 34, 45) = (JJ), 
(84, 45, 56) = (4S) , (45, 56, 61) = (56), (56, 61, 12) ^ (61), 

gleichbedeutend sind, weil in dem Puncte (12) zum Beispiel die drei Ebenen (61), (12) und (23) 
sich schneiden. Dadurch ist die folgende Coordinaten-Bestimmung für die Winkelpuncte des Sechs- 
ecks unmittelbar gegeben: 

t =5 W sr: V = 0, (12) u = W = V = 0, (45) 

t =: V = 0, u = w, (23) u = V = 0, t = w, (56) 

u = W = 0, V = t, (34) t = W ::= 0, U = V. (6t) ♦) 



*) Die drei Sechsecks -Seiten tchnelden sich «nsserdem noch in den drei Punden (14), C'^; C^)^ ^ 
welche sich die nachstehende Coordinaten^Bestimmuns; : 

t = u = w = 0, (14) 
t = u = V =0, (25) 
t = tt « V a w, (36) 
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Für die drei geraden Linien^ welehe diejenigen Pimele, deren Symbole neben einander stehen, ver- 
binden, erhalten wir, aus dem blossen Anblidc der Coordinaten-Werthe dieser Panete, sogleich die 
nachstehenden drei Gleichungen-Paare: 

w = 0, V = 0, as, 4Sy 

V =: 0, u = t, (ß3, 66^ 

w = 0, u = t, C54, 6t) 
Diese drei Gleichungen-Paare bestehen gleichseitig; die drei bezfiglichen geraden Linien gehen also, 
was Bu beweisen war, durch denselben Punct und für diesen ist: 

T = w := 0, u = t. 

Jeder andern möglichen Aufeinanderfolge derselben sechs Seiten entspricht ein anderes Sechs- 
eck, auf welches der eben bewiesene Satz seine Anwendung findet.. Auf diese Weise ergeben sich 
sechs Sechsecke und für jedes ein Punct, in welchem die drei Diagonalen desselben sich schneiden. 
Jene sechs Sechsecke und diese sechs Puncto können wir gleichzeitig durch die folgenden Sjmbole 
bezeichnen: 

123456 J 143256 \ 

163254 ! in. 163452 TV. 

123654 \ 



143652 I 



90. Derselben Aufeinanderfolge der sechs geraden Linien, die wir durch (1), C3), (9)^ (4\ (S) 
und (6) bezeichnet haben, entspricht einerseits ein sechsflächiger, der Fläche zugleich um- und ein- 
geschriebener Körper und andrerseits ein auf derselben liegendes von jenen geraden Linien gebildetes 
Sechseck, in der Art, dass die Seiten -Ebenen des Körpers die Fläche in den Winkelpuncten des 
Sechsecks berübren. Es finden also die Sätze der letzten Nummern in ihrer sechsfachen Anwendung 
gleichzeitig Statt, wobei sie sich verschiedenartig durchkreuzen und in mannigfaltige Aussagen 
einkleiden lassen. Bei der grossem Anzahl der zu combinirenden Elemente ist die unmittelbare 
geometrische Anschauung schwer. An die Stelle von dieser und als diese vollständig vertretend, 
können wir die Ansdianung unserer Sjmbole und die Verbindung dersriben zu Gleichungen setzen. 
Diese Anschauimg ist leicht and enthält in sich die Lösung der combinatorischen Schwierigkeiten, 
welche bei der geometrischen Anschauung ebenfalls fortfallen wQrden, wenn wir mit dem Auge der 
bildlichen Darstellung folgen könnten. 

Wenn wir, der Symmetrie wegen, 

' V — u = p , (56) w — u = q , (34) 

V — t = r, (83) w — t=s, (61) 

setzen, so ergibt sich die identische Doppel-Gleichong: 

t— u^p — r^ q — &, 

deren Deutung den Satz der 87. Nummer enthält. Denn die gegenüberliegenden Seiten - Ebenen des 
dort betraehieten Körpers (iS34S6) sind (t) und (n), (p) und (r), (q) und (s). 

Die vorstehende identii9che Doppel-Oleidiung etfcnbt uns die folgenden drei linearen CHeithungcn 
unter der nachbezeichneten doppelten Form zu schreiben:' 



sogleich ergibt, wenn wir erwägen, dass die fraglichen Puncte besiiglich als die Durchscluiittspunete 
der drei Kbenen (18), (45), (61), der drei Ebenen (18), C46), (56) und der drei Ebenen (83), (34)^ 
(56) angesehen werden kinnen. 

17* 
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p — t ^ r— u = 0. ) 

Von diesen drei Gleichungen ist jede eine algebraische Folge aus den beiden übrigen; es schneiden 
sich also die bezüglichen drei Ebenen in einer und derselben g^eraden Linie. Die doppelte Form 
dieser drei Gleichungen gibt nicht nor die voliständige geometrische Bestimmung der bezüglichen 
drei £benen, sondern auch ihrer gemeinschaftlichen Dnrchschnittslinie. 

Die erste der drei Ebenen ^eht nämlich, einerseits, durch die Durchschnittslinie der £benen 
Cp) und (q)y das heisst, der Ebenen (43) und (56) und, andrerseits, durch die Durchschnittslinie 
der Ebenen (s) und (r) oder (23) und (61), woraus wir ersehen, dass sie keine andere als die 
Ebene (143256) ist. Die zweite Ebene geht durch die Durchschnittslinie von (34) und (21) and 
Yon (16) und (45) und ist mithin die Ebene (163452). Die dritte Ebene endlich ist (123654). Es 
schneiden sich also die drei Ebenen II, welche durch die vorstehenden Gleichungen dargestellt wer- 
den, in ein und derselben geraden Linie, die wir ebenralls durch II bezeichnen wollen. 

Ebenso schneiden sich, was aus der symmetrischen Bezeichnung unmittelbar hervorgeht, die drei 
Ebenen I in derselben geraden Linie, die wir wiederum durch I bezeichnen wollen. Wir können 
hiemach den Satz der 87. Nummer, dass jedem der sechs am Ende dieser Nummer unterschiedenen 
sechsflächigen Körper eine Ebene entspricht, welche die drei Durchschnittslinien der gegenüberliegen- 
den Seiten-Flächen dieses Körpers enthält, nun dahin erweitem, dass die sechs Ebenen, welche 
sich auf diese Weise ergeben, zu drei und drei in denselben beiden geradenLiniea 
sich schneiden. 

Wenn wir die Seiten (2) und (4) mit einander vertauschen, so geht das Sjstem der Ebenen n 
In das System der Ebenen I über. Dieser Vertauschung aber entspricht eine gleichzeitige Yer- 
tauschung von t und w und von u und v. Hiernach ergeben sich zum Beispiel, statt der in der 0*. 
Nummer zusammengestellten sechs Ebenen, die folgenden: 

w = 0, (14) w--tt5q=0, (48) v— tsr = 0, (32) 

v=0, (25) v — u=p = 0, (86) w — t58r=0, (61)*) 

und hieraus die identische Doppel- Gleichung: 



Im Gänsen latsen sich neun verschiedene Ebenen durch swei der Sechsecks-Seiten (1), (2)^ (3)^ (4); 

(5) und (6) legen. Die Gleichung einer dieser Ebenen ^ derjenigen nemlich, welche durch (3) und 

(6) geht, ist noch nicht bestimmt worden. Weil die besügUche Ebene einerseits durch die Uule (3) 
geht, ist diese Gleichung eine algebraische Folge aus den Gleichungen (33) und (34) und bat hianiach 
die folgende Form: 

t — V =s Ä(u — w); 

weU die besugliehe Ebene andrerseits die Linie (•) enthilt, in welcher die beiden Ebenen (M) und (61) 
sich schneiden, so muss diesribe Gleichung xi^leioh auch die folgende Form haben: 

t — W SS *'(U— v). 

Die vorstehenden beiden Formen werden identisch^ wenn wir die beiden unbestimmten Coefficienlen Jt und 
i* beide der Einheit gleich nehmen nud ' gehen dann in die folgende über: 

t-a = v — w. (36) 
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ans welcher endlich die folgenden Gleichangeu unter doppelter Form sieh ergeben: 

q_s = p — r = 0,1 
V + 8 ^ w 4- r = 0, 1 1, a. 
▼ + q = w + p = 0,J 

welche die drei Ebenen I darstellen. 

Entwickeln wir die vorstehenden. Gleichungen I,a.> so wie auch die Gleichungen 11^ a., so kommt: 

t = ▼ + w I I, b. w = u + 1 ( II, b. 

U=V + W1 V=:u4-tj 

91. Wir können sogleich auf jeder der beiden geraden Linien I und II drei Pnncte bestimmen, 
wobei wir nur die Coordinaten-Werthe derselben so auszuwählen brauchen, dass zwei, und also auch 
die dritte, der bezüglichen Gleichun^n I, b. und II, b. durch dieselben befriedigt werden. Indem wir 
diese Coordinaten-Werthe sur Unterscheidung accentuiren, erhalten wir die nachstehende Bestitnmung 
zweier Gruppen solcher drei Pnncte, die bezüglich auf I und II liegen: 

n^ = t' SS 0, v' = — w' J v' = w' = 0, u' = — t' ) 

w' = 0, 1' = u' = y' [ IV,a. t' s 0, w" = \' = u' ' in,a, 

V = 0, t' = u' = w^ I u' = 0, w' = V = t' \ 

Wir wollen nach einander die Coordinateu-Werthe jedes dieser sechs Puncto in die folgende 
Gleichung: 

u'l + t'a = v'w + w'y , 

welche die Polar-£bene des jedesmaligen Pnnctes in Beziehung auf die gegebene Fläche der zweiten 
Ordnung darstellt (60), einsetzen. Alsdann ergeben sich, den drei auf der geraden Linie I liegenden 
Pancten IV, a» entsprechend, in gleicher Aufeinanderfolge genomqien, die Gleichungen der drei 
Ebenen II, und den drei auf der geraden Linie II liegenden Puntten III, a. entsprechend, die Gleichun- 
gen der drei Ebenen L Es folgt hieraus, dass die beiden geraden Linien I und U zuge- 
ordnete Polaren sind. 

Wenn wir andrertais dasjenige aufgeschriebene Viereck hdraeken, das derselben Aufeinander- 
folge der Seiten entspricht, als ein beliebiger der zugleich um- and eingeschriebenen sechsSttchigen 
Kdrper, so ist der Durchscbnitisponet der drei Diagonalen jenes Sechsecks der Pol derjenigen Ebene, 
welche die Dnrchschnittslinien der drei Paare gegenüberliegender Seiten -Ebenen dieses Körpers ent- 
liäh. Die Pole der drei Ebenen I, oder die drei Punete III,a.> sind also, in derselben Ordnong 
genoninien, keine aadern als die Pnnete III der 80. Naanner, ond ebenso sind die Pole der drei 
Ebenen H, oder die drei Ponete IV, a., keine andern als die Punete IV. Die Puncto III, so wie die 
Pnncte IV, liegen also aof 'nwci geraden Linien, die betigUdi mit I nnd II, so wie also auch unter 
nicb^ nogeerdnefe Polaren sind. Die beiden geraden Linien I nnd IV sind hiemaeh beide zugeordnete 



*> Di« den unter einander identischen Unetren Functionen (w — v), (q— p); (> — O entsprechende Ebene 
Hl die erite der Ebenen O, lO wie die den identlichen linearen Functiencu (t — u), (p — r), (q — s) ent- 
sprechende Ebene die erste der Ebenen I ist 
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Polaren Ton n and fallen folglick lasammen. Ebenso fallen II and III sasammen, weil 
beide zugeordnete Polaren von I sind. 

92. Indem wir das Vorstehende zusammenfassen, gelangen vir zu folgenden Resultaten. 

Sechs gerade Linien, welche za drei und drei derselben Erzengang einer gege- 
benen geradlinigen Fläche der zweiten Ordnung angehören, bestimmen 

sechs der Fläche zugleich ein und um- sechs der Fläche aufgeschriebene Sechs- 
geschriebene Körper; ecke; 

die drei Paare gegenüberliegender Seiten- die drei Diagonalen jed[es dieser Sechs- 
Ebenen jedes dieser Körper schneiden ecke schneiden sich in demselben Puncte; 
sich in drei geraden Linien, welche in solcher Puncte (a) erhalten wir also sechs; 
derselben Ebene liegen; solcher Ebenen 
(A) erhalten wir also sechs; 

diese sechs Ebenen schneiden sich zu drei diese sechs Puncte liegen zu drei auf 

in denselben beiden geraden Linien CB); denselben beiden geraden Linien (b); 

die sechs Panete (a) sind, in Beziehung aaf die gegebene Fläche, die Pole der sechi 
Ebenen (A); 

die beiden geraden Linien (b) fallen mit den beiden geraden Linien CB) cnsam- 
men und sind, wie diese, zwei zugeordnete Polaren. 

93. Wir wollen noch einige Bemerkungen fiber die geometrische Construction und die geome- 
trischen Beziehungen der beiden zugeordneten Polaren hinzufügen. 

Im, Ganzen können wir durch die sechs gegebenen geraden Linien (1), (2), (3), (4}, (S) wbA 
(6)9 paarweise genommen, neun Ebenen legen und diese auf nachstehende zwiefache Weise in drei 
Gruppen von drei zusammenstellen: 

14 36 54 ) 12 54 36 J 

12 34 56 ni, b. 14 32 56] IV, b. 

23 45 61 I 43 25 61 j 

Bei jedem der sechs sechsflächigen Körper, die durch die gegebenen sechs geraden Linien be- 
stimmt werden, können wir, nach ihrer Aufeinanderfolge, drei du* Seiten -Ebenen als die uttgeraden, 
und die drei übrigen als die geraden bezeichnen und dann drittens noch dordi die drei Paare gcgea- 
fiberliegender Seiten drei Ebenen legen. Diese drei Gruppen von Stbenen sind Ar die drei &5rpcr I 
dieselben und zwar die drei Gruppen DI, b; fttr die TerseMedenm einzelnen Körper TertauscfaeB sich 
bloss die drei Gruppen unter einander. Jedem der drei Köqper II entsprediend, erhalten wir die drei 
Gnippen IV, b* Der Durehschnitt der drei Ebenen jeder Gruppe bestimmt nmm Ponet, so dass wir 
swei Gruppen von drei Pnneten III, b. und IV, k erhalten. Die Coordinaten-Werthe dieser Pmcte 
können wir nach dem Vorstehende» unmitteHMr hinschreäen und finden alsdann, dase sie, in derselben 
Ordnung^ genommen, mit den Coordinaten-Werlhen der zweimal drei Pnncte lU, a., und IV^a« über- 
einstimmen. Die fraglichen Puncte sind also die Durchschnittspuncte der drei Diagonalen in den 
sechs Sechsecken III und IV. 

Auf analoge Weise können wir die neun Durchschnittspuncte derselben sechs aaf der Flädie 
liegenden geraden Linien auf zwiefache Weise in drei Gruppen zu drei zusammenstellen. 
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14 36 54 1 12 S4 36 \ 

12 34 S6 > I, c. U 32 56 [ n, c. 

23 45 61^ 43 25 61 \ 

Durch jedes der sechs Sechsecke in und IV shd drei Ebenen bestimmt, von welchen eine durch die 
drei angeraden, eine sweite durch die drei geraden Winlcelpuncte geht und die dritte die drei Durch- 
schnittspancte der drei ge^nftberliegenden Seiten enthalt. Für die drei Sechsecice III sind diese drei 
Ebenen (nur in verschiedener Aufeinanderfolge) dieselben, nemlich die drei Ebenen I, c; für die drei 
Sechseclce IV sind diese Ebenen die drei Ebenen II, c. Die Ebenen I, c und 11, c. sind aber bezüg- 
lich keine andern als die Ebenen I und IL Um dieses geradezu zu beweisen, wollen wir Beispiels- 
weise die zweite der Ebenen I, c nehmen, welche die drei Puncte (89) 

)t = w = v = 0{, (15) ju = w = 0, V = t(, C34) |u = V = 0, t = wj, (Äff) 

enthält und für deren Gleichung wir hiernach die folgende erhalten: 

t = w + v, 

welche keine andere ist, als die xweite der Gleichungen I, b« und folglich die zweite der Ebenen I 
darstellt. 

Das Vorstdiende können wir in folgende Aussage nusammenCassen. 

Wenn wir sechs auf einer geradlinigen Fläche zweiter Ordnung liegende gerade 
Linien in irgend einer bestimmten der sechs in Rede stehenden möglichen Aufein- 
anderfolgen nehmen: 

so liegen in dem bezüglichen secbsflächi- so schneiden sich diejenigen Ebenen, 
gen Körper die Durchschnittspuncte welche V* durch die drei ungeraden 
1^« der drei ungeraden Seiten-Ebenen, Eckpnncte des bezüglichen Sechsecks, 
2^*9 der drei geraden Seiten-Ebenen, und 2^. durch die drei geraden Eekpnnote, und 
3^. derjenigen drei Ebenen, welche durch 3^. durch die drei Durchschnittspuncte 
die gegenüberliegendenKanten-Paarege- der gegenüberliegenden Seiten gehen, alle 
Iien,alledreiauf derselbengeradenLinie; drei in derselben geraden Linie; 
diese beiden geraden Linien sind zugeordnete Polaren. 
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Vläelien« 

94. Die Unterscheidung der Flächen, in so fem ^e auf das Reelle und laaginlre und danuf 
sMi besieht, ob dieselben durch die Bewegung einer geraden Linie beschrieben werden können oder 
nicht, eine Unterscheidung, die wir eine coUineare genannt haben, verlangt durchaus keine Pärti- 
cularination in der Bestimmung der linearen Punct- oder Plan-Coordinateo. Alle allgemeinen 
Eigenschaften der Fläche, namentlich solche^ welche sich auf eine Beschreibung derselben durch eine 
gerade Linie bestehen, laanen sich aus der allgemeinen homogenen Gleichung des sweiten Grades 
swindMn vkr linearen und ganzen Functionen ableiten« Sobald aber bei der Unlerseheidang di^ 
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Flächen and der Disciission ihrer Eigenschaften das Unendliche maassgebcnd hervortritt, 
wird dadurch eine nähere Coordinaten- Bestimmung noth wendig und in der homogenen Gleidiong 
zwischen den vier linearen Functionen muss alsdann eine dieser letztem, als Function der drei 
übrigen, gegeben sein, oder, was hiermit auf dasselbe hinauskommt, wir. mässen die allgemeine 
Gleichung zwischen drei linearen Functionen zu Grande legen. Diese speciellere Bestimmong' haben 
wir als eine affine, in dem Sinne, wie dies Wort von Euler zuerst gebraucht worden ist, bezeich- 
net. Wollen wir noch weiter particularisiren , wollen wir z. & ein Ellipsoid von einem andern, ein 
ein* oder zweischaliges Hyperboloid von einem andern unterscheiden, wollen wir absolute Grössen- 
Bestimmungen machen und Winkel-Beziehungen betrachten, so müssen wir die drei linearen Func- 
tionen vollständig bestimmen, so dass sie auch keinen unbestimmten Coefficienten mehr einschliessen 
dürfen. Hier bietet unter den Punct-Coordinaten- Systemen das Sjstem der gewöhnlichen Parallel- 
Coordinaten und unter den Plan- Coordinaten-Systemen das Sjstem der 3. Nummer CEinlO die grdsste 
Bequemlichkeit dar. 

Die Eigenschaften der Pole und Polaren knüpfen sich an die col linearen Coordinaten -Bestim- 
mangen« Hierbei treten zugeordnete Durchmesser nicht als solche hervor, sondern stellen sich nur 
als drei gerade Linien dar, welche überhaupt die Eigenschaft besitzen, dass der Pol derjenigen Ebene, 
welche ^dfurch irgend zwei derselben sich legen lässt, auf der jedesmaligen dritten liegt; aber es iässt 
sieh nicht ausdrücken, dass der Pol auf dieser dritten Linie unendlich weit liegt, und die drei firag- 
liehen Linien in dem Mittelpuncte der Fläche sich schneiden. Diese Unterscheidungen fordern eine 
affine Coordinaten - Bestimmung. Drei zugeordnete Durchmesser^ welche paarweise auf einander 
senkrecht stehen, heissen Axen der Fläche. Um diese* Axen der Fläche, der Richtung und Grosse 
nach, zu bestimmen, ist eine weitere Particularisation der Coordinaten -Annahme erforderlich. 

95. Wir wollen voraussetzen, dass die Gleichung der Fläche in rechtwinkligen Pamllel- Coor- 
dinaten gegeben oder dass die ursprünglich gegebene Gleichung in eine solche verwandet worden sei, 
und demnach fttr diese Gleichung die folgende nehmen: 

Ax« + A'j«+A"z^-f-2B"xjr + 8B'xz-|-2Byz+2Cx+«C^y+2C"z-|-D = 0. (1) 

Ferner wollen wir die Bezeichnungen des ersten Paragraphen dieses Abschnitts und namentlich der 
10. Nummer auch in dem Folgenden beibehalten* 

Die Coordinaten des Mittelpunctes der Fläche sind hiernach (45) : 

und um in diesen Mittelpunct den Anfangspunct der Coordinaten zu verlegen, brauchen wir bloss x, 
V ond % bezüglich mit x-H«, y+^t 7+r 'u vertauschen. Alsdann ergibt akh: 

Ax» + A'y« + A"z« + «B^xy+«B'xz+2Byz = M, (8) 

wobei wir 

«eisen. Wenn O und also auch M verschwindet, so stellt die allgeaieitte Gkichuif (1) eii 
Kegel, oder einen Punct dar; sie stellt ein Paraboloid dar, wenn S^ vendnriadel, 
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indem M anendlich gross wird, die Gleichong (3) ibre Geltang Terliert; femer einen Cj lind er» 
wenn 63 verschwindet, zagleich aber Factor von 4» wird, wonach M wieder einen endliehen Wertb : 

erhält« Wenn überdiess aach noch 0^ and also auch M verschwindet, so stellt die allgemeine Glei^ 
chung ein Sjstem von zwei Ebenen dar. Wenn S^ verschwindet, so stellt sie einen parabolischen 
Cjlinder dar; die Gleichang (3) verliert alsdann wieder ihre Geltang, weil M unendlich wird. Sie 
erhält diese Geltung wieder, wenn dadurch, dass S^ ein Factor von 0^ wird, beide Aasdriicke gleich, 

Y 

zeitig verschwinden; dann kommt: M = — --, 

and die allgemeine Gleichang stellt ein Sjstem von zwei parallelen Ebenen dar, die zusammenCailen, 
wenn Y verschwindet. 

9& Zur Bestimmung der drei Coordinaten des Mittelpunctes erhalten wir, in Gemässheit der 
2. Nummer, die folgenden drei Gleichungen: , 

dö ^ dö ^ m ^ 

^=<^' 4? = «' <!, = «' (^> 

oder, entwickelt: 

Ax+B"y + B'z + C = 0, 

B"x+A'y+Bz + C' = 0, C5) 

B'x + Bj + A"z+C"= 0. 

Jede dieser Gleichungen^ für sich, stellt eine Ebene dar, die durch den Mittelpunct geht, so dass 
dieser als der Durchschnitt dreier Diametral -Ebenen bestimmt wird und zwar derjenigen drei, deren 
za^eordnete Durchmesser den drei Coordinaten -Axen parallel sind. Es ergibt sich diess unmittelbar^ 
wenn wir in der Gleichung : 

dO AQ, dX2 

'''•dr + ^'- d7 + ''' di'+* (Cx+C'y+C"z + D) = 0, 

welche die Polar -Ebene eines beliebig angenommenen Punctes (xf, j^, z^) in Beziehung auf die. 
Fläche darstellt (Einl. Betr. 15), nach einander x^ y^ und z^ unendlich gross nehmen, wonach dieselbe 
in die drei Gleichungen (4) übergeht. Zugleich sehen wir, dass 

Cx + C'7+C"z+ D = (sy 

die Gleichang der Polar- Ebene des AnCeingspnnctes der Coordinaten ist. 

Für den Fall des Kegels und ellipsoidischen Punctes bestimmt sich der Mittelpunct 
ganz auf gleiche Weise. Weil indess die Polar- Ebene jedes beliebig angenommenen Punctes, mithin 
aach des Anfangspunctes der Coordinaten, hier durch den Mittelpunct geht, so besteht zugleich mit den 
Gleichungen {5) nothwendig auch die Gleichung (6); ein Umstand, auf den wir bald noch einmal 
zarückkommen werden. 

In dem Falle der beiden Paraboloide sind die Durchschnittslinien je zweier der drei Ebenen 
(5) parallel« Die Richtung dieser Lbicn ist die gemeinsame Richtung der Durchmesser der Parabo-. 
loide, nämlich derjenigen Richtung, nach welcher der Mittelpunct unendlich weit gerückt ist. 

In dem Falle des elliptischen and hyperbolischen Cjlinders schneiden sich die drei 
Ebenen (5) in derselben geraden Linie, dem geometrischen Orte ffir ^en Mitldpanet. Diese 
gerade Linie ist offenbar den Seiten des Cjlinden parallel. 

18 
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hk dem Falle, dass der Cyluider in ein Sjntem von xwei reellen oder swei iniagi- 
H&ren Ebenen ausartet, ändert sieli in diesen Besiebangen nichts, Nor bestehen alsdann die 
Gleichungen (5) und (6) wiederum gleichzeitig (53). 

Wenn der Cjlinder insbesondere ein parabolischer ist, so sind die drei Ebenen (5) nnter 
einander parallel und die Linie der Mittelpuncte ist, parallel mit ihnen, unendlich weit gerückt. Wollen 
wir dieser Linie auch in unendlicher Entfernung eine bestimmte Richtung beilegen, so mfissen wir 
sie, indem wir den parabolischen Cjlinder als Uebergang zwischen dem elliptischen und byperbolischea 
Cjlinder betrachten, den Seiten des Cjlinders parallel nehmen. 

In dem Falle zweier parallelen Ebenen fSülen die drei Ebenen (5) in eine einzig« Ebene 
zusammen, welche in der Mitte zwischen den beiden parallelen Ebenen hindurchgeht. Diese Ebene 
ist der Ort für den Mittelpunct. 

Wenn endlich die beiden Ebenen zusammenfallen, so fallen mit ihnen auch die Ebenen (5), 
*so wie die Ebene (6) zusammen. 

97. Wir können auf eine nicht nnelegante Weise, statt durch Bedingungs-Gleichungen zwischei 
den Constanten der allgemeinen Gleichung, auch durch identische Gleichungen die Unterartei 
von Flächen der zweiten Ordnung bestimmen. Diese Bestimmung wollen wir um so lieber hier 
einschalten, weil manche der spätem Entwicklungen dadurdi einfacher und symmetrischer wird« 

Der Kegel (und der ellipsoidische Punct) ist dadurch characterisirt, dass, indem wir die 
allgemeine homogene Gleichung zwischen den Tier Punct- Coordinaten p, q» r, 8 zu Grunde legen 
und durch 

a =0 (7) 

darstellen, gleichzeitig 

da ^ da ^ da ^ da ^ * 

- = 0, ^^0, ^ = 0, 5^ = 0, (8) 

oder, was dasselbe bedeutet, dass folgende identisdie Gleichung: 

da da . da da 

besteht, in welcher X, ^ und v drei noch zu bestimmende Constantc^a bedeuten. Denn in Folge dieser Glei- 
chung verschwindet jeder der vier partiellen Differential-CoeSieienten, wenn die drei andern, durdi gehö- 

lige Bestimmung der Werthe der drei Verinderlichen ^y ^, —, gleichzeitig Null werden. Diese Werdie 

sind diejenigen, welche dem Mittelpuncte des Kegels entsprechen. .Wir können aber, in GemSssheit 
des bekannten Satzes über homogene- Functionen , die Gleichung (7) auch folgendergestalt sehreiben: 

da da da da ^ 

Beziehen wir diese Gleichung auf den Mittelpunct des Kegels, so kommt: 

da da . da . da 

indem sie sogleich in vier Gleichungen von der Form der Gleichungen (8) sich auflöset, worans 
unmittelbar folgt, dass sie eine identische ist und es auch für jede beliebige Annahme der Veränder- 
lichen bleibt, und dann keine andere sein kann, als eben die identische Gleichung (9) , in der also 
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Diese Oleichang wird hiernach, indem wir zugleich für a, ß nnd 7 ihre Weithe einsetzen: 

dö , ^ dö . A dXi , ^ dö ^ ^^^^ 

Wir Icönnen den Gegenstand, der ans beschäftiget , noch von einem etwas andern Gesichtspunctt 
aus betrachten. Es stellt nemlich die Gleichung (9), wenn ^, ^ nnd v Werthe der drei Veränderlichen 
bedeaten, welche irgend einem Panete der Fläche (7) angehören, die Tan|^ential-£bene in diesem 
Puncte dar. Wenn aber die Fläche ein Kegel ist und Tür den Punct auf ihr der Mittelpunct (ein 
singulärer Punct der Fläche} genommen wird, so kann die Tangential-Ebene jede beliebige Richtung 
haben: ihre Gkichung mnss demnach eine identische werden, und diese identische Gleichung ist 
die in Rede stehende, wodurch also der Kegel als eine solche Fläche characterisirt ist, die einen 
singulären Punct hat. ^ 

Nehmen wir insbesondere gewöhnliche Parallel-Coordinaten, indem wir p ^ x, q ^ j, r ^ z, 
s ^ 1 setzen, so tritt die Gleichung (1) an die Stelle der Gleichung (7) und es yerwandelt sich 
die identische Gleichung (10) in die folgende: . 

Ao3.^ + A,3.^ + A„.^+«e3(Cx + C'j+C"z + D) = 0. (II) 

98. Wir wollen femer den Fall der beiden Paraboloide hervorheben, der durch das Ver- 
schwinden von 0j bedingt wird. Diese Bedingung^ ist damit gleichbedeutend, dass, indem wir die 
sechs ersten Glieder der Gleichung (1), oder, was damit gleichbedeutend ist, den ersten Theil der 
Gleichung (3) durch ü, bezeichnen, gleichzeitig: 

dQ» iQs iQ» 

^ = 0, 53^ = 0, 5^ = 0, 0«) 

was vir aach doreh die folfMide IdentiMhe Qleichang: 

ia, ^ da, da, _ 

^•di"+'*'dr'*'<b~ ' ^ ^ 

in der X^ uad ft^ zvei ir^hSrig^ za bestimmende Constanten bedeuten, ausdrücken kSnnen (4. Nummer). 
Entwickeln wir die rorstebenden partiellen Dilbrential-CoerieienteB, so kommt gleichzeitig: 

Ax +B"j + B'« = 0, 

B^x + A'j 4-Be as 0, (14) 

B'x +By +A"zs=0, 

oder, wenn wir fBr — nnd — beiSgtidi af und §' schreiben und zugleich der KQrze halber g, h 

z. z 

und k einfShren: 

Aa' +B''^' + B' = g = 0, 

B'V+ A'ß' + B = h = 0, (15) 

B'a' + B^' + A''s k = 0. 

Diese drei leisten Gleichungen bestehen also ebenfoUs gleichzeitig nnd gd>en dann, wie in der 4« 
Nummer : 

18« 
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wodurch die Dardimesser-fUchtoiig' der Paraboloide gegeben ist Statt der obigen idenlischeH 
Gleicbting^ können wir hiemaeb auch die folgende nehmen: 

>''g + ^'h + k = 0. 
^ Damit diese identische Gleichung bestehe, müssen , nachdem wir für g, h und k ihre Werthe snb- 
stituirt haben, die Coe£ficienten von a' und ^'^ so wie das von ihnen unabhängige Glied, yerschvin- 
den, wonach 

AX' +BV+B' = 0, 
B"X'+AV + B =0, 

B^' +Bfi' +A" = 0. 

*# 

Diese drei Gleichungen geben für V und p^ dieselben Wertbe, als die firttbem drei GleidiaiigeB für 

a^ und ^*. Es ist also : 





V ^af 




vf 


= ^ = 


*0 3 

Ä2 


oder auch, 


in Gemässheit der ersten der Gleicbangen 


IV a. 


der 9. 


Nummer: 




V = a' 


-'Po,' 


\ff 


= ?' = 


^23 
"^X3- 


Wir erbalten biemach: 











(16) 



|-+|- + |-sO, (17) 

^QZ *13 *2S 

iiSL, ^€Lf ^£Lf 

Sr . dT . dir _ (18) 

*03 *tS *2S 

Um in die letzte identische Gleichung, indem wir nns wieder auf die Gleiehong (1) znrid- 
bexiehen, X2 statt Q», einzuführen, erhalten wir: 

di d7~*^' dr"^¥ ' di di- '^ ' 

wonach die fragliche Gleichung in die folgende ilbergeht: 

^_5_8C f-«C' 15-tC« ,j,. 

W,3 "^ ^.3 "^ ^23 ~ 

Diese identische Gleichung ist diejenige , welche sn entwickeln war. Bei der Entwickelnng der- 
selben hätten wir auch auf analoge Weise, wie in der Torigen Nummer rerfahren kOnnen, babco 
aber den ausführlicheren Weg vorgezogen. 

Aus den Gleichungen (16) können wir die folgende Doppd-Gldchung: 

^03-X = W„.J=W43,Z (M) 

ableiten, indem wir fBr a' und ^* ihre Werthe in x, j und s wieder einsetzen. Dareh diese 
Gleichung ist die Durchmesser-Richtung der Paraboloide gegeben. 

99. In dem Falle des elliptischen und hyperbolischen Cylinders Idset sich die iden 
tische Gleichung (19) in die folgenden beiden auf: 



S. 6. Volfetiindige Bestfaüiiiong der Flachen zweiter Ordnoog. 14t 



ia 




da 




da 


dx 


+ 


dy 

*I3 


+ 


dz 


c 




c 




c« 


y + 


*13 


+ 


»a»"" 



0, 



(«1) 



0, (22) 

von welchen die letztere aasdrückt, dass neben ©3 auch <P verschwindet. (19. Nummer.) 

Je zwei der drei Gleichungen (5) kdnnen wir als Gleichung für die Linie der Mittelponcte des 
Cjlinders nehmen (96), und aus den beiden erstem derselben , indem wir nach einander j'und x 
eliminiren, insbesondere auch die folgenden beiden ableiten : 

S,-7 + Wo3.z + Wo2=0. ^"^^ 

Die Richtung der Linie der Mittelpuncte bestimmt sich auf dieselbe Weise, als durch die Glei- 
chungen (SO) die Durchmesser-Richtung' der Paraboloide bestimmt inrorden ist. 

100. In dem Falle des parabolischen Cylinders sind die, durch die drei Gleichungen 
(5) dargestellten, Diametral-Ebenen parallel, also die Gleichungen (14) identisch, und es ergibt sich 
Uemach, mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung^ indem wir durch 9, d^ und 3^^ drei gehörig 
zu bestimmende Constanten bezeichnen: 

iÜ, iQ, dX2, 

j ^ ^ — j/ ^ ^ ■ — - j/y ^ L ^ 

' dx ' dy ' da ' 

Multipliciren wir die ersten Theile der Gleichungen (15) beziiglidi mit B, B^ und B^^, so werden 
sie unter einander und mit folgendem Ausdrucke: 

identisch, wenn wir zugleich auf die, diesem Falle entsprechenden, Bedingungen, dass ^03, ^^^ und 
?23 verschwinden, Rücksicht nehmen« Es ist also: 

J = B, a' = B', »" = B", 
so dass wir iwei der drei diesen Fall characterisirenden Bedingungen durch die identische Doppel- 
Gleichung: 

HIm äd, iQ, 

»•dr-»'-dr = «''dr' ^«^> 

ersetzen können, welche, wenn wir sie auf die nrsprfingliche aUgemeine Gleichung (1) beziehen, di^ 
folgende Form annimmt: 

Die Richtung der Seiten des parabolischen Cjlinders können wir als die Richtung der Durch- 
schnittsllnie einer Diametral-Ebene desselben mit der Polar -Ebene irgend eines beliebigen Pnnctes j 

coDStruiren* Zur Bestimmung dieser Richtung erhalten wir hiemach die folgenden beiden Gleichungen: | 

B ^ B' ^ B" ' j 

Ci + C'j + C't SS 0, j 
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and, wenn wir nach einaoder y and x eliniiniren, die folgend« Doppel-Gleichung: 



B (B'C — B"C'0 B' (B^'C' — BC) B« (BC — B'CO 



(£7) 



lOL In dem Falle zweier parallelen Ebenen sind die drei Diametral-Ebenen nicht nmr 
parallel y sondern sie fallen auch zusammen. Die Form der identischen Doppel-Gleichung (2S) moas 
«ich hiernach nothvendig ändern, und diese Gleichung, in Folge dieser Aenderung, auf: 

iQ AQ dQ 

reduciren, was zugleich die doppelte Bedingnngs-Gleichnng: 

BC = B'C = B^'C" («9) 

mit sich bringt. 

Indem wir dem Ausdrucke (S4} noch das Glied BC hinzufügen und ihn dann gleich Null 
setzen, ergibt sich: 

X j « C 

fflr die Gleichung derjenigen Ebene, die der geometrische Ort der Mittelponcte ist, and in welche 
alle Diametral-Ebenen susammenfallen. 

102. Wir haben bisher deigenigen Fall noch nicht erdrtert, daas die dargestellte FlBche über- 
haupt in ein Sjstem von zwei Ebenen übergeht. Dann gehen (wir wollen uns wieder za der 
allgemeinen homogenen Function yon p, q, r und s zurückwenden) je drei der Tier Ebenen (11) 
durch dieselbe gerade Linie, was identische Gleichungen von folgender Form bedmgt: 

du, du dX2 dA dX2 dQ, 

^'•dT+^'-dT+dT-^' ^"•dF+'^^-dT+dT-«' 

dll du du d£t dQ dÜ, 

^"•dT+^^'-ar+dT = «' ^'''''ii+<'' dT+ar - «• 

Wir können die beiden Constanten in jeder dieser vier identischen Gleichungen durch EntwieLe- 
lung dieser Gleichungen unmittelbar bestimmen. Doch können wir uns dieser Entwickelang über- 
heben, weil X^ und ft^ offenbar dieselbe Bedeutung, als in der 99. Nummer haben, und aas diesoi 
dorch blosse Marken -Vertauschung die übrigen Constanten sich ergeben. Auf diese Weise ergibt 
sich unmittelbar: 



= 0, 

*ai *«« *ji 

(31) 

At* Aa 

Stellen wir die Gleichung der Fläche, indem wir uns gewöhnlicher Parallel-Coordinaten bedie- 
nen, wiederum durch die Gleichung (1) daf^ so brauchen wir bloss in den vorstehenden identischen 



da 




da 




da 


dp 

*03 


+ 


dq 
«.3 


+ 


dr 


da 




da 




da 


dp 

«Ol 


+ 


dr 
«•2« 


+ 


dB 



da da 




da 




dp _j_ dq 


+ 


ds 


= 


da da 




da 




dq _ dr 

«10 «20 


+ 


ds 

»5« 


= 
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^ du, isi m m m . 

'Gleichangen die vier partiellen Differential -Coeflficienten jT"» T"^ j- ond — bezüglich durch — , 

du dX2 

— , — and 2(Cx+C'7+C"z + D) zu ersetzen. 

dj dz 

Zur Bestimmung der Durchschnittslinie der beiden Ebenen des Systems erhalten wir die Glei- 
changen (S3), welche wir in der 99« Nummer ttberhaopt zor Bestimmung der Mittelpanctslinie für 
den Cjlinder erhalten haben. Diese Gleichangen können wir hier, in Folge der 1. und 4* der 
identischen Gleichangen VII der 10* Nummer, auch folgendergestalt schreiben: 



^10 



z 1 

j z 1 

Wenn die 'beiden Ebenen des Systems zusammenfallen, so geschieht diess in der durch 
C30) dargestellten Ebene. 

103. Wir wollen in den nachstehenden EntwiclEelungen den allgemeinen Fall , dass die Fläche 
einen Mitteipanct and zwar einen einzigen hat^ zaerst betrachten and hierbei die Gleichang 

a, = M (1) 

2a Grande legen. 

Wenn wir, nach beliebiger Richtang, die gegebene Fläche der zweiten Ordnung durch parallele 
Ebenen schneiden, so liegen die Mittelpancte der Durchschnitts- Cnrven in allen diesen Ebenen auf 
einem Durchmesser der Fläche, und wenn dieser Durchmesser auf den Schnitt -Ebenen senkrecht steht, 
80 ist er eine Axe der Fläche. Um die Richtung einer solchen Axe zu finden, brauchen wir also nur 
eine übrigens beliebige Schnitt -Ebene so zu fähren, dass ein vom Mitteipanct der Fläche aur diese 
Ebene gefiOites Perpendikel den Mittdpunct der Durchschnitts -Cunre triff!» 

Es sei z + by+ax = c C*) 

die Gleidinng einer solchen Schnitt -Ebene, dann sind die Gleichungen des vom Mittelpancte auf 
diese Ebene gefällten Perpendikels ^ wie bekannt: 

X = az, y SS bz. (3) 

Unsere Aufgabe ist, die analytischen Bedingungen za entwickeln, unter welchen dieses Perpendikel 
den Mittelpunct der Durchschnitts- Curve in der Ebene (3) trifft. Um zuvörderst diesen Mittelpunct 
zu bestimmen, brauchen wir bloss die Gleichang der Fläche (2) einmal in Beziehung auf x, das 
andere Mal in Beziehung auf y zu differentiiren und hierbei, in Folge der Gleichung (3)^ z als Func- 
tion von X and j zu betrachten, wonach 

dz dz 

-r- = — a, — - = — b. 

dx dj 

Auf diese Weise ergeben sich unmittelbar die folgenden beiden Gleichungen: 

(Ax+B"y + B'z) - (B'x + By+A"z)a = 0, ^^^ 

(B"x + A'y + Bz)- (B'x + By + A'^z)b = 0, 
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veMie eine gerade Liaie darstellen, die darch den Miltelpiinct der FIScfae geht und die Ebene (3)- 
in dem MUtelpanct der Durchschnitts- Cnrve schneidet Zugleich mit diesen Gleichongen mfissoi 
also die beiden Gleichangen (4) bestehen, wenn die bezügliche gerade Linie eine Axe der Fläche 

sein soll. Eliminiren wir hiernach zwischen den genannten vier Gleichangen — und^, so ergibt 

sich: (Aa+B'^b + BO — (B'a + Bb + A'Oa = 0, 

(B"a + A'b + B) — CB'a+ Bb + A'Ob = 0. 

Wenn wir eine der. beiden Unbekannten, b oder a, zwischen den beiden vorstehenden Gleichungen 
eliminiren, so erhalten wir zur Bestimmung der andern eine Gleichung des dritten Grades. Es ei^eben 
sieh also drei Werthenpaare für b und a, wodurch die Richtungen der drei Axen gegeben sind. Von 
diesen Richtungen ist offenbar eine reell, und es ist leicht zu zeigen, dass die beiden andern es 
ebenfalls sind. Wenn wir zu diesem Ende annehmen, dass die reelle Axenrichtung mit der Axe der 
z zusammenfalle, so müssen die beiden Gleichungen (5) befriedigt werden, wenn b und a gleich- 
zeitig verschwinden. Diess fordert 

B = 0, B' = 0. 

Dann reduciren sieh aber gleichzeitig diese Gleichungen beide auf den ersten Grad was anzeigt, dass 
ein zweites Werthenpaar von b und a unendlich wird (wir erkennen auch unmittelbar, dass alsdann 

die Gleichungen (5) befriedigt werden, wenn wir gleichzeitig --- s und — = setzen) nad dass 

b a 

also eine zweite Axe in die Ebene xj fällt. Die auf den ersten Grad reducirten Gleichungen CS): 

(A— A'Oa+B''b = 0, 

B"a + (A'-A'Ob = 0, 

werden aber nur befriedigt, wenn a und b beide verschwinden oder beide unendlich gross werden. 
Die dritte Axe kann hiemach also nur entweder ebenfalls in der Ebene xj liegen oder mit der Axe 
der z susammenfallen. Den letztern dieser beiden Fälle können wir sogleich als unstatthaft aus- 
schliessen. Um hiernach die Richtung der beiden in der Ebene der xy liegenden Axen zu bestimmen, 
brauchen wir aus den Gleichungen (5) bloss die folgende abzuleiten: 

CAa+B"b+B')b — (B"a + A'b+B)a = 0, 

welche, durch das Verschwinden von B und B^, auf die Gleichung: 



"'' (t) - (^'-^^ 7 - »'' = •• 



(6) 



sich redncirt und anzeigt, dass diese beiden Axen reell sind und auf einander senkrecht stdien. 

Die letzten analytischen Er(h1erungen können wir durch einfache geometrische ersetzen ond 
zeigen, dass, wenn voraussetzlich eine reelle Axen -Richtung vorhanden ist, auch zwei andere Axen- 
Richtungen nothwendig reell sind. Denn eine Axe ist derjenigen Diametral- Ebene, welche auf ihr 
senkrecht steht, zugeordnet, und bildet also mit je zwei zugeordneten Durchmessern der Darchschnltts- 
Cnrve in dieser Ebene ein Sjstem von drei zugeordneten Durchmessern, und da jede Curve der zweiten 
Ordnung zwei reelle Axen -Richtungen hat, so gibt es nothwendig ein System dreier, paarweise auf 
einander senkrecht stehoider, zugeordneter Durchmesser, ein Sjstem dreier Axen. , 
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Jede Fläche der zvetten Ordnang, welche einen Mitteipanet hal, hat immer 
selbst dann, venn sie imaginär ist, ein einziges Sjstem dreier Axen, deren Jlieh<i» 
tang reell ist« 

104. Wenn vir für die Sdmitt- Ebene , auf welcher e|pe Axe der Fläche senkrecht stdit» ina- 
besondere eine Tangential -Ebene der Fläche nehmen, so kommt die Axen- Definition za Anfimg der 
Yorigen Nummer darauf hinauSy dass eine Normale der Fläche (ein Perpendikel, errichtet im Beruh- 
rnngspnncte auf der Tangential-Ebene), welche durch den Mitteipanet derselben geht, eine Axe der 
Fläche heisst. 

Wenn wir für die Gleichung der Fläche die allgemeinere nehmen: 

= 0, (7) 

und einen auf ihr beliebig angenommenen Ponct durch (x^^, y^^, z'Q bezeichnen, so erhalten wir 
für die Normale in diesem Puncte auf bekannte Weise die folgenden beiden Gleichungen: 

ia dfi 

da da 

_ («-z'o - -jj (y-y'O = 0, 

wobei wir die partiellen Differential-Coefficienten auf den gegebenen Punct zu beziehen haben, und 
können unmittelbar ausdrücken, dass diese Normale durch d^ Mittelpunct der Fläche geht. .Legen 
wir insbesondere die Gleichung der Fläche, bezogen auf ihren Mittelpunct als Anfangspnnct der 
Coordinaten, zu Grunde, so ergeben sich, indem wir x, y und z gleich Null nehmen, die beiden 
Bedingungs-Gleichungen : 

dr«^'-dr-^' = «' 

dy '^ iz -^ -^' 

oder, wenn wir die partiellen Differential-Coefficienten ans der Glelchnag (1) entwickeln: 
(Ax" + B"y" + BVOz" — (B'x" + By" + A'VQx'' = 0, 
(B''x" +A'y" + Bz'Oz" — (B'x"+By" + A"z'Oy" = 0, ^®^ 

Wenn die beiden Gleichungen (4} wiederum eine Axe der Fläche darstellen sollen, so erhalten wir, 

x'' j" 

weil diese durch den Punct (x", y", a") geht, -;; = a und ^ = b, wonach die beiden Torstehes- 

den Gleichungen in die Gleichungen (5) ttbergebenji 

Die beiden Gleichungen (8) stellen, wenn wir x^^, y^^ und z^^ als veränderlich betrachten, zwei 
KegeUlächen der zweiten Ordnung dar, welche die gegebene Fläche in. den Scheiteln der. drei Axen 
sclineiden« 

105. Die Entwickelnngsweise der 103. Nummer behält ihre unbedingte Geltung auch daof, 
wenn M verschwindet Also auch jeder Kegel hat seine drei Axen, in der Art, dass man nach 
dreifacher Richtung Ebenen legen kann, welche von der unbegränzten Kegelfläohe gerade Kegel 
abschneiden* Einer Richtung entsprechen gerade Kegel mit elliptischer, den beiden übrigen ge- 
rade Kegel mit hyperbolischer Basis. 

Ein Punct, als geometrischer Ort zweiter Ordnung, ist als ein verschwindendes Ellipsoid von be- 
stimmter Axen-Richtung anzusehen, und darum überträgt sich diese Axen-Richtung auch auf ihn. 

19 
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106. Wem, indem die Fläche ia ein Paraboloid überseht, M^nnendlleh wird, so belialten 
iBe Btdingnngs-GieiebangeQ (5) ToUständig ihre Bedentang, nachdem schon die Gleichung (1) die 
ihrige verloren hat Nar müssen wir uns wieder zurück auf die ursprüngliche Gleichung (7) be- 
liehen, und dann geben die genannten jGfleicAungen (5} immer noch drei reelle Richtungen. 

Die Gleichungen (5) werden befriedigt, wenn wir 

setzen. Denn durch diese Substitution gehen dieselben, mit Beibehaltung der Bezeichnung der 96. 
Kummer!, in die folgenden beiden über: 

h — kß' = 0, ^^ 

in welchen g, h und k gleichseitig verschwinden. 

Es fällt also eine Axen-Richtnng mit der gemeinsamen Durchmesser-Richtung zusammen. Nach- 
dem auf diese Weise eines der drei Wurzd-Paare der Gleichungen (5) bestimmt worden ist, hangt 
die Bestimmung der beiden übrigen Wurzel-Paare von der Auflösung quadratischer Gleichungen ab. 

Um diese quadratischen Gleichungen abzuleiten, wollen wir die erste der Gleichungen (9) (in 

welchen wir nun a^ und ß^ als unbekannte GrOssen betrachten) mit ^ — , die zweite mit ^ — mnl- 

tipliciren und hiemach addiren. Alsdann ergibt sich, wenn wir zugleich auf die identische Gleichung, 
wodurch das Paraboloid characterisirt wird: 



Rücksicht nehmen: 



Wim "■' ur = ^> 

eine Gleichmg, welehe sich in die folgenden beiden auflöset: 

k s 0, 

a' /I' 1 _ 

*03 *tS *5S 

Um also die Werthe von a und b nn bestimmen, können wir diese beidoi Gleichungen d» 
«rsten Grades einzeln mit einer beliebigen der beiden Gleichungen (9) zusammenstellen. * Die erste 
dieser Gleichungen liefert alsdann auf lineare Weise das schon bekannte Wurzel*Paar, die xweite 
4h beiden übrigen Wurzel-Paare. 

Das erste Wurzel -Paar bestimmt, wie eben schon bemerkt worden ist, die gemeinschaftliche 
Richtung der Durchmesser des bezüglichen Paraboloids. Ueber die Bedeutung der beiden andern 
Wurzel-Paare können wir nicht in Zweifel sein. Wenn überhaupt nemlich ein Wurzel -Paar auf 
eine bestimmte Axen-Richtnng sich bezieht, so sind durch die beiden andern Wurzel-Paare die beiden 
fibrigen Axen der Fläche, oder, allgemeiner ausgedrückt, die beiden Axen der Durschnitts-Curve in 
einer beliebigen Ebene, die auf der ersten Axe der Flädie senkrecht steht, der Richtung nach gege- 
ben. Diese allgemeinere geometrische Deutung behält auch fdr den vorliegenden Fall der beiden 
Arten von Paraboloiden, wo, zugleich mit dem Mittelpuncte der Fläche, zwei der drei Axen onend- 
lich weit liegen, ihre volle Geltung. 
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Man hMt ftheriiaiipt die Ebeaea je zwder Axen einer beliebigeii Fläde der aweiten Ordnaag die 
drei HaapscliniUe derselben genannt. Die Darchscbnittslinie zweier Hauptaehnitte ist also eine 
Axe, and parallel mit dem dritten Hauptschnitte ^ind insbesondere aucK die Tangential -Ebenen in 
den Darchsehnittsponcten dieser Axe und der Fiäcbe. In dem particulären Falle eines Paraboloids 
liegt ein Hauptschnitt unendlich weit und ist als parallel mit der Tangential-Ebene im Scheitel 
des Paraboloids, das heisst, in dem einzigen Punete, in welchem die eigentliche Axe des Parabo- 
loids dasselbe schneidet, anzusehen, während die beiden andern Hauptschnitte durch diese Axe gehen 
und zugleich die beiden Axen in allen denjenigen Dnrchschnitts-Curyen der Fläche, deren Ebenen auf 
der Axe senkrecht stehen, enthalten. Die letzten beiden Hauptschnitte gehen in dem Falle des 
hyperbolischen Paraboloids insbesondere also auch durch diejenigen beiden geraden Linien, die ab 
parallel mit den beiden unendlich weit liegenden Axen anzusehen sind und die in der oben bezeich- 
neten Tangential-Ebene die Winkel der beiden Durchschnittslinien mit der Fläche halbiren. 

Wenn wir den Scheitel des Paraboloids durch (x^, j^, z^ bezeichnen, so erhalten wir, nach 
dem Vorstehenden, für die eigentliche Axe der Fläche, die folgenden beiden Gleichungen: 

*03(X-X0=W„(Z..Z0 
W|3 (7-70 = ^23^-0, 

und f&r die Gleichung der Tan^ential-Ebene im Scheitel: 



Wo3 ^1$ ^13 

108. Es liegt uns jetzt nur noch ob, den Scheitel des Paraboloids analytisch zu bestimmen. In 
dem Falle einer Fläche, die einen Mittelpunct hat, g'eben die Gleichungen (S) der 104. Nammer, in 
Verbindung mit der Gleichung der Fläche (1), diejenigen Puncte, in welchen diese von ihren drei 
Axen geschnitten wird. Auf analoge Weise können wir hier verfahren, um den Sdkeitel eines gege- 
benen Paraboloids zu bestimmen, oder, mit andern Worten, denjenigen Panct, in welchem die Nor- 
male der Fläche die gemeinsame Durchmesser-Richtung hat. Zu diesem Ende wenden wir ans wieder 
zu der allgemeinen Gleichung (7) zurück. 

Die Durchmesser-Richtung ist, wie in der vorigen Nummer, durch die beiden Gleichungen: 

a = 1^. b = 1^, 

*03 *»« 

and die Richtung der Normalen in iif end einem be lidrigea Puncte der Fläche durch die folgen- 
den beiden Oleidiongen bestimmt: 

_ do da ia ia 

und somit erhalten wir, indem wir die beiden Werthe von a und die beiden Werthe von b einander 
gleich setzen, zur Bestimmung des Scheitels der Fläche die nachstehende Doppel-Gleichung: 

dQ, du iü 

^•»•sr"'*^*d^~***'dr' ^*®^ 

^«arelche , flr diesen Pnnct, gleiehzeitig mit der Gleichung der Fläche besteht. Diese letztgenannte 
CHeichnng mnsn, da die frai^liche Bestimmung eine lineare ist, in Folge der letzten Doppel-Gleichung 
^10) ebenblls auf den ersten Grad sich rednciren. 

le» 
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Yerbinden wir die leiste Doppd-GleichiiDg mit der identiseheB Gleicliiaig (19) der 96. Nnuner: 
da d^ da 

— + -^ + 5L s «1— + — + — 

velehe ausdräckt, dass die durch die allgemeine Gleicbuog 

a = 

dargestellte Fläche insbesondere eine parabolische ist^ so erhalten vir nach einer ganz einfacher Sab- 
stitaüoni indem vir der Kurze halber 

setzen : '' 

Haeraos ergibt sidi: 

da , dO ^ia «Tti* _i_y . * / 

s^--+d7-y+dr-*=*^|w;;;+w;:;+w;;^ 

Femer k5nnen wir die Gleichung der Fläche auch folgendergestalt schreiben: 

Acy isi äSl 

80s5=.x+^.j + ^.. +«|Cx+C'j- + C''« + D| =0, 

and somit kommt zur Bestimmong der Coordinaten des Scheitels: 

r(|;j+|^+|^) +Cx+C'y + (y'z+D ^ 0. 

oder, wenn wir fttr F seinen Werth einsetzen: 

I 

Diese Gleichung ist linear und gibt, mit der Doppel-Gleichung (10) zusammengestellt, die | 
drei Coordinaten des gesuchten Scheitels des Paraboloids. | 

108« Für den Fall des elliptischen und hjperbolischen Cylinders bestehen die Ent- 
Wickelungen der 106. Nummer fort, ohne dass die Gleichung (1) ihre Geltung verliert. Demnach 
ergibt sich, wie dort, zur Bestimmung der Richtung der Haupl-Axe: 

„ ^2 3 ^<3 t ^aS __ ^03 

Wir sehen hieraus, dass diese Axe, die Axe des Cylinders, dieselbe Richtung hat, als die Linie 
der Mittelpuncte, für welche wir, bei beliebiger Annahme des Anfangspunctes der Coordinaten^ die 
Gleichungen (23) der 99. Nummer gefunden haben, und also mit dieser Linie ganz zusammenfallt. 
Ohne dass die Gleichung (1) irgendwie sich ändert , können wir den Anfangspunet der Coordinates 
auf dieser Axe beliebig fortrücken lassen. Jede auf der Axe senkrechte Ebene, deres Gleichnn; 
hiemach, bei willkührlicher Annahme Ton o*, die folgende ist: 
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X . J_.f 

*03 *|3 *a3 

entbält abo zwei zugeordnete Axen, die zugleich die Axen der Darchschnitts-Conre sind^ und deren 
constante Richtang gerade so wie in der eben angezogenen Nummer sieb bestimmt. 

109. Wenn der Gelinder insbesoi|dere in ein Sjstem Ton zwei reellen oder imaginSren Ebenen 
aasartet, so vertritt die Durchscbnittslinie derselben eine der Axen«. Die beiden durch diese Durch- 
schnittslinie gehenden Hanptschnitte balbiren die von den beiden Ebenen des Systems gebildeten 
Scheitel-Winicd. 

Wenn die beiden Ebenen parallel sind, so erhalten in Folge der identischen Gleichungen 
(100, 101): 

dQ, m iQ> ( X T A ) 

die Gleichungen (4) der 103. Nummer einen gemeinschaftlichen Factor 

B ^B'^B" 
und gehen, nach Hinweglassnng desselben, in die folgenden über: 

_ B" K _ ?^ 

wodurch eine Axen -Richtung Vollkommen bestimmt ist. Die Richtung der beiden andern Axen bleibt 
unbestimmt, und bloss der Bedin^ng unterworfen, dass 

B "^ B' "*" ß" *^ ' 

das heisst, dass diese Axen in der Ebene der Mittelpnncte liegen und für dieselben abo irgend zwei 
auf einander senkrechte gerade Linien, welche dieser Ebene angehören, g'enommen werden können* 
Die fragliehe Ebene ist hiemach auch als Hauptschnitt zu betrachten und die Gleichung derselben die, 
bQi beliebiger Annahme des Anfangspunctes der Coordinaten, bereits früher (1013 gefundene: 

X y E C 

"g'+BT + B^i + l^ = 0, 

Wenn die beiden Ebenen zusammenfallen, so geschieht diess in dem eben bestimmten Hauptschnitte. 

110. In dem Falle eines parabolischen Cylinders gibt es unendlich viele Axen, die alle 
dieselbe JRichtunff hi^^cn und in einem Hauptschnitte liegen. Dieser Hauptschnitt ist der einzige, 
und sdiaeidet 4^^ Fläche in der Scheitel linie; parallel mit ihm sind alle Diametral-Ebenen. 

Wenn wir die identische Doppel-Gleichung (25) der 100. Nummer auf die ursprüngliche allge- 
meine Gleichungs-Form beziehen und ihre einzelnen Theile dem Ausdrucke (24) gleich setzen, so 
irird dadurch der parabolische Cjlinder characterisirt. Die allgemeine Gleichung künn^ wir über- 
liaupt auf folgende Weise schreiben : 

und sie geht dann, in Folg'e jener identischen Doppel-Qleiehung, in die folgende über: 



150 Flächen zweiter Ordnung und zweiter Claase. 

Damit eine gerade Linie eine Axe des paraboliselien Cjlinders sei, reicht es hin, dass sie zngleidi 
eine Normale der Fläche ai^d den Diametral -Ebenen parallel ist« Eine solche durch de^i Anfangs- 
panct gehende Diametral-Ebene wird durch die Gleichang: 

X y s 

dargestellt (100). Eine darch denselben Punct, parallel mit der Normale in irgend einem Panct 
der Fläche, gehende gerade Linie hat, indem wir anf diesen Punet die partiellen Diffinrential-Qao- 
tienten beziehen, die folgenden beiden Gleichnngen: 

da da *tt _ da 

dr-''~sr-^' fa-y-d^-*- 

Soll also diese Normale eine Axe der Fläche sein, so müssen die drei letzten Gleichnngen gleidi- 
zeitig bestehen; diess fordert: 



iQ do. da da^ da, da, 



dx j^ dj , da ___ dx 4. ^7 j- ^ 
"B W "W B~" "W^ 'W 



oder, wenn wir mit Beräcksichtigong der identischen Doppel-Gleichnng entwickeln, und der Kdrzc 
halber 

CB^^^ + C^BB^^ + C^^BB^ = T 

B«ß'** + B*ß"i + B'^B" ~ 

setzen : 

Diese Gleichang stellt hiemach, wenn wir x, j, z als Teränderlich betrachten, ebe solche Ebene, dar, 
in welcher die Scheitel der anendlich Tiden Axen liegen: diese Ebene ist der Haolptschnitt selbst, 
weil sie die Richtang der Diametral-Ebenen hat« Um die Scheitellinie za bestimmen, brauche» 
wir hiemach nur diese Qleichang mit der Gleichung der Fläche zosammenzostellen. Dadareh reda- 
cirt sich aber diese letztgenannte Gleichang auf den ersten Grad, indem sie in die folgende überj^eht: 

Cx + C'y+C"z+ JID + BB^B'^SM =0. 

lil. ' Wir haben in der 108. Nammer gezeigt, dass jede Fläche «weiter Ordnui^ mit einem 
Hittelpnncte drei Axen hat, deren Richtnngen immer reell sind. Fs bleibt ons jetzt noch fftrig, die 
Grösse dieser Axen su bestimmen. 

Die Gleichang der Fläche sei, indem wir 

A = MiJ, A' Ä M^', A" = M^", B = MÄ, B' = MÄ', B'' = MÄ", 

setzen: 

A* + A*j?i+A''%^ + «Ä"xy + 2£'xz + iBr^ = 1. O) 

Sind alsdann: 

x»az, y=bz, («) 
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vie iMIiery Ait beMen OleicliiBigea einer Axe, so eriialten wir fttr den Dnrcbscbnitt denselben mit 

der Fläebe : 

Ua«+^'b2 + J" + 8Ä"ab + 2JB'a+«Äb)Ä» ^ 1. 

Es ist aber, \renn vir das ijnadrat der balben Axen -Länge durch r^ und den reeiproken Wertb des« 
selben durch s^ bezeidinen, 

l. = r4=:a+a« + b«)iS 
s* 

nad hiernach: 

^a*+^'b«+^''+«J?"ab+JBi?'a + «J?b = (l + a^+b«) b\ c3) 

Zur Bestimmung von a und b haben wir in der 103. Nummer die folgenden beiden Gleichungen 

erhalten: 

^a+Ä"b+-B'-(Ä'a+Äb+^^a = 0, 

Addiren wir diese beiden Gleichungen, nachdem wir die erste derselben mit a und die zweite mit b 
multiplLeirt haben, so kommt: 

Ja«+^'b«+8i?"ab+if'a+JBb — CÄ'a+JBb+^'O Ca^ + b«) = 0, 

und wenn wir diese Gleichung Toa (3) abziehen und zugleich den Factor (l-l-a^+b^) weglaASoi: 

j/a + Äb + U"-82) = 0, C4) 

Auf gleichem Wege oder durch blosse Buchstaben -Vertanschung ergibt sich: 

5"a + B+ iA'—s^y b = 0, 

B' +jB"b+ CA — s«)a = 0. ^*^^ 

Wenn wir ä and b zischen den drei letzten Gleichungen eliminiren^ so erhalten wir: 

oder nach, wenn wir in Beziehung auf s'^ ordnen: 

B^—[A+A'+A'qs^+[CAA'~B^^)+CAA''—B'^)+iA'A''~B^y]s^ 

—[AÄ*A"^AB*—A'B'^—A"B"^ + iBB'B''^ = 0. ^^ 

Endlich ergibt sieh, wenn wir zu der ursprünglichen allgemeinen Gleichung der Ffäche zurück- 
gehen und die Bezeichnungen der 10« Nummer wieder einnihren: 

8« +[A+A'+A-] ^, s* + [S',+S,+Ä| ^.s'f^* = 0, (7) 

oder 

r« + [^, + ^. + fi]^.r*+[A + A'+A*]^. r«+^ = 0. (8) 

118. Die letzte Gleichung gibt drei Werthe Ton r*, den drei Werthen- Paaren Ton a und b 
entsprechend, welche wie diese in Folge der Gleichungen (4,a), alle drei reell sind. Hiemach be- 
stimmen einzig und allem die Vorzeichen in der letzten Gleichung, ob diese drei reellen Werthe 
positiv oder negatiT and ahsio die entsprechenden Axen reell oder imaginär sind« 

Wenn 

*>0, 

so sind die drei Werthe yon r^ entweder alle drei negativ, oder einer ist negativ und die beiden 
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übrigen sind positiv: die Fiädhe selbst ist also imaginär oder ein eiiisehdiges Hyperboloid mit nra 
reellen Axen. Ersteres findet Statt , wenn * 

S^ + S. + S>0, (A+A'+A'O03 > 0, 

Letzteres, wenn diese Bedingungen nicht gleichzeitig befriedigt werden *"). 

Wenn 

* < 0, 

so sind die drei Werthe von r'*^ entweder alle drei positiv, oder einer ist positiv und die beides 
andern sind negativ: die Fläche selbst ist also ein Eilipsoid mit drei reellen Axen, oder ein svei- 
schaliges Hyperboloid mit einer reellen Axe. Ersteres findet Statt, wenn 

. S2+S,+S>0, (A+A'+A'O0s > 0, 

Letzteres, wenn diese Bedingungen nicht gleii&zeitig befiriedigt werden. 
Wenn 

* = 0, 

so verschwinden gleichzeitig die drei Werthe von r^ : die Fläche ist ein Kegel oder ein Panct, 

Wenn 

03 == 0, 

was unter der gemachten Voraussetzung, dass die ursprBngliche Oleichungs-Form in die vorsteheode 
CUeichungs-Form (1) übergehen kann, mit sich bringt, ißßs gleichzeitig auch 9 verschwindet, so 
wird eine Wurzel s^ der Gleichnrg (6) gleich Null, eine Axe wird also unendlich und die Flache 
ein Cjlinder» Dann sind die beiden übrigen Axen durch die folgende Gleichung bestimmt: 

oder wenn wir uns auf die ursprüngliche Gleichungs-Form wieder zurückbesiehen, durch die folgrade: 

s*+[A + A'+A"l §^- B^ + [f. + Jfx + Hj(|iy =0. (10) 

Wenn 



Die Bedingungen des Textes stimmen nicht nur mit den friibern der 23. Noaimer ftberein^ senden ei 
müssen sich diese auch aus jenen als nothwendige Folge ableiten lassen. 
Nach den Gleichungen IV. der 10. Nummer ist: 

(A+A'+A'Oe, = SiH, + ÄÄ, + ÄÄ,-[CWo,)» + (5,,)« + (*„)'], 
so dass also auch^ wenn wir den ersten der beiden Falle betrachten: 

S^S^ + SSi + SSi > 

eine Bedingung^ die in Terbindung mit 

S+S^ + Si >0 

zeigt y dass wenigstens swei der drei Ausdrücke 3> Bi und Hs positiv sind. Denn diese drei Ausdrücke 
können wir ansehen als die drei reellen Wuraeln einer solchen Gleichung des dritten Grades 

in welchen der Coefficient a aegatir und b positiv ist 7 wonach swei WnrMln nethwendig ponitir sind. 

Hiemach stimmen femer in Folge der identischen Gleichungen I. die drei Coefficienten A, A' und A" 
unter sich im Zeichen überein und folglich auch mit 0s. Hieraus folgt aus den identischen Gieichuagm 
IV, dass H; Et uad^ Hz sammllich im Zeichen übereinstimmen und also positiv 
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80 stunmen die beiden Wertbe tob 8^ im Zeichen fiberein und diese sind posiliy oder negatir, je 
nachdem 

(A+A'+A'o|^ < oder > 0. 

Im ersten Falle ist der Cylbder ein elliptischer mit zwei reellen Axen, im zweiten Falle ist er ima« 

ginär. Wenn ' 
^ 4 0, = 0, 

so werden die beiden Werthe von s^ nnendlich. Dann geht der Cjlinder, indem seine beiden Axen 
verschwinden, in ein Sjstem von zwei reellen Ebenen oder in eine gerade Linie üben 

Wenn endlich neben den frühern Bedingungen, dass <1> nnd ©^ verschwinden , auch noch 

'-'2 ^> 

SO muss unter der Voraussetzung, dass die ursprüngliche Gleichung auf die Form der vorstehenden 
Gleichung (1) gebracht werden kann, gleichzeitig auch ©^ verschwinden, wonach M=— X.. Dann 

A 

redneiren sich die Gleichungen (9) und (10), weil mit S^ zugleich S^ ond S gleich Null werden, 
zur Bestimmung von s'^ auf den ersten Grad: 

s^^iA + A' + A'O =0, (11) 

s^ + CA+A'+A'0^=0. • (12) 

Es sind hier also zwei der drei ursprünglichen Axen unendlich geworden, und die Fläche ist in 
ein System von zwei parallelen Ebenen übergegangen, deren kürzester Abstand als die dritte Axe zu 
betrachten ist« Diese ist mit den Ebenen zugleich reell oder imaginär und verschwindet, wenn die 
Ebenen zusammenfallen. 

113. Wir haben in der vorigen Nummer die Grösse der beiden endlichen Axen eines Cjlinders 
durch die Gleichungen (9) und (10) bestimmt. Wenn der Cylinder auf einer der drei Coordinaten- 
Ebenen, etwa auf XY, senkrecht steht, so verschwinden aus der Gleichung desselben, — wir legen zu- 
nächst die Gleich ungs -Form (1) der 111. Nummer zu Grunde, wobei irgend ein Punct der Axe des 
Cjünders zum Anfangspuncte der Coordinaten g'enommen worden ist — die drei CoefBcienten A^^, 
B and B^. Diese Gleichung wird alsdann 

Jx * + A'y^ + 2 B^'xy = 1 , (13) 

während die Gleichung (9) in die folgende übergeht: 

8^—QA+A'} s^ + Uii'— Ä"«) =s 0. (14) 

Diese Gleichung gibt für s^ die reeiproken Werthe der Quadrate der halben Axen der Basis des Cj- 
linders, oder was dasselbe ist, der, bei Abstraction von der dritten Dimension, durch die Gleichung 
(13) dargestellten Curve zweiter Ordnung. 

Auf gleiehem Wege erhalten wir zur Bestimmang der beiden Axen derjenigen Curve, in welcher 
üe Ebene XY die durch die ursprüngliche Gieichungs-Form dargestellte Fläche der zweiten Ord- 
nung schneidet, und deren Gleichung, durch das Verschwinden von A^^ B^, B^ und C^', in die alig^e- 
meine des zweiten Grades zwischen zwei Veränderlichen fibergeht: 

Ax^ + A'y»+2B"xy+8Cx + «C'j+D = 0, (15) 

ans der Gleichung (10) die nachstehende: 

8* + (A+A0|3.sa + ||^==0. (16) 

20 
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Zar Bestimnumg der Axen - Riöhtiing d«r beiden Correii (13) und (IS) kdniiM vir Hnmittelb« 
die Gleichang (6) der 104. Nammer nehmen , in der alsdann [ — j die trigonometrische Tangente 

desjenigen Winkels bedeutet, den die bexögliche Axe der Curre mit der Axe X bildet 

114 Wenn wir einer gegebenen Fläche der zweiten Ordnung nach einander yersehiedene Laga 
gegen die Coordinaten-Axen geben, indem wir diese am den Anfangspanct beliebig drehen, so erhaltet 
die Coefficienten ihrer Gleichung von den urspriinglichen verscliiedene Werthe, während die Coefficiedlci 
derjenigen Gleichang, durch welche die GrOsse der Axen bestimmt wird, anrerändert dieselben bleibeL 
Wir wollen nar den Fall der Gleichung (1) betrachten, welcher entspricht, dass der Mittelpanct der 
Fläche in dem Anfangspuncte der Coordinaten liegt. Dann bedeuten ^, A^ und A^^ die Qoadrate der 
reciproken Werthe derjenigen drei Halb -Durchmesser, welche in die jedesmaligen drei Coordinato- 
Axen fallen« Die Summe dieser Quadrate bleibt also anyerändert dieselbe. 

Wenn man ein System dreier auf einander senkrechten, im Mittelpuncte einer 
Fläche der zweiten Ordnung sich schneidenden, geraden Linien, um den Mittel- 
punct beliebig sich drehen lässt, so bleibt, für alle Lagen, die Qaadrat-Samme der 
reciproken Werthe der in die jedesmaligen drei geraden Linien fallenden Haik- 
Parchmesser der Fläche constant 

In der Voraussetzung, dass die Fläche eines der beiden Hyperboloide ist, können wir die Axe X 
mit einer Seite des Asymptoten-Kegels zosammenbllen lassen; dann verschwindet il, und (^Ä^+A^') 
wird constant. W>nn man also durch die Spitze des Asymptoten-Kegels eines einschaligen od« 
zweischaligen Hyperboloids eine Ebene legt, die auf irgend einer Seite des Kegels senkreeht stell 
so schneidet diese die Fläche in solchen Curven, für welche die Quadrat -Samme der reciprokn 
Werthe der halben Axen immer dieselbe ist. Es umhiillen aber, wie sich leicht zeigen lässt, solck 
Ebenen, die auf den Seiten eines Kegels der zweiten Ordnung in dem Scheitel desselben senkmk 
stehen, einen Kegel derselben Ordnung und die Beziehung der beiden Kegel zu einander ist imocr 
eine durchaus gegenseitige. 

Wenn der Asymptoten -Kegel sich weit genug öffnet, so können wir durch die Spitze desselba 
zwei sich rechtwinklig schneidende gerade Linien so legen, dass sie mit zwei Kegel-Seiten zosam- 
menfallen, und zwar gibt es alsdann solcher Linien -Paare unendlich viele. Es ist zu diesem Ende 
nur nothwendig, dass, wenn man ans der Kegelfläche einen geraden elliptischen Kegel schneidet, die 
grössere Axe der Basis dieses Kegels, von der Spitze aas, anter einem Winkel g-esehen werde, der 
ein stumpfer ist. Ist dieser Winkel ein rechter, so ist er der einzige, der in der KegeUäche liegt 
Wenn wir die Axen X und Y mit irgend zwei solchen Kegel -Seiten, die auf einander senkredu 
stehen, znsammenCEdlen lassen, so verschwinden gleichseitig A und A\ und A^^ wird constant. Wcm 
am die Spitze des Asymptoten -Kegels eines Hyperboloids eine Ebene sich so dreht ^ dass sie da 
Kegel fortwährend in zwei auf einander senkrechten geraden Linien schneidet, so behält der anf 
dieser Ebene soikrecht stehende Durchmesser der FUehe in allen Lagen dieselbe Länge» 

Wenn, fiir eine einzelne Lage, j^^ ebenfalls verschwindet and die beziglidie Axe der ¥UA 
also onendlieh wird, so findet ein Gleichen für alle Lagen Statt. Dieses ist der Fall, wenn die 
reditwinklige körperliche Ecke sich in den Asymptoten- Kegel beschreiben lässt In einen Kegci 
also, in welchen sich eine rechtwinklige körperliche Ecke beschreib« lässt, lassen sich solche 
Ecken anendlich viele beschreiben und durch die sechs Kanten zweier solchen Ecken mit gemeis- 
schaftlichem Scheitel lässt sich immer eine KegeUäche der zweiten Ordnung lepen. Hiernach erlab 
die Bedmgangs-Gleichnng: 
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J + ^' + ^" — 0, 
ihre geometrisclie Interpretation, die auch auf den Kegel, für sich betrachtet, ihre Anwendung findet. 
In Fol^e dieser Bedinguno;s-Gleichung ist, wenn blos A verschwindet, (.^^ + ^^0 nothwendig gleich 
Nail. Flächen der fraglichen Art werden also von solchen Ebenen, die auf den Seiten des Asjmpto- 
ten-Kegels senkrecht stehen, in gleichseitig^en Hyperbeln g'eschnitten. 

^¥enn wir uns 2U der nrsprönglichen Gleichnngs-Form zurficicwenden, iSo geht die yorstehende 
Bedingungs-Gleichun^ in die folgende über: 

A+A' + A" = 0. (17) 

Der zu Anfang dieser Nummer bewiesene Satz gilt auch für den Fall des Cjlinders. Die c8n- 
stante Summe (^A + A' + A^^ ist hier, indem wir ihn als einen geraden Cjlinder betrachten, der 
Quadrat-Summe der reciproken Werthe der halben Axcn seiner Basis gleich. Ist diese also eine 
gleichseitige Hjperbel, so bestehen die letzten Beding'ungs-Gleichungen» 

Derselbe Satz besteht auch für den Fall paralleler Ebenen; wir können ihn hier, wo die con- 
Btante Summendem Quadrate des reciproken halben Abstandes der beiden Ebenen von einander gleich 
ist, in die folgende Aussage einkleiden: Die Quadrat-Summe der reciproken Werthe dreier auf ein- 
ander senkrecht stehender gerader Linien, die von einem gegebenen Ponete ans, nach beliebiger 
Richtung, bis zu einer gegebenen Ebene gezogen werden, ist dem reciproken Werthe des Quadrates 
lies kürzesten Abstandes des Punctes von der Ebene gleich. 

115. Nach der Gleichung (14) bedeutet der Ausdruck (^AA' — jS^^'^) den reciproken Werth des 
Prodactes der Quadrate der halben Axen der Durehschnitts^Cürve in der Ebene XY. Ist diese Curre 
»ne Ellipse, so bedeutet dieser Ausdruck also, noch durch n^ dlvidirt, den reciproken Werth des 
Quadrates der Fläche der Curve. Ist die Gurre hing'egen eine Hyperbel, so ist das Prodact ihrer beiden 
mit y^ — 1 mnltiplicirten halben Axen gleich der Fläche desjenigen Dreiecks, das durch eine beliebige 
Tangente der Hyperbel von ihrem Asymptoten-Winkel abgeschnitten wird. Die Bedeutung der beiden 
indem Ausdrücke (AA^^ — JS^^) und A^A^^ — B'^^ ist eine ganz analoge. Die Gleichung (6), in welcher 
1er Coefiicient you s' constant bleibt, wie Wir auch die drei rechtwinkligen Coordinaten-Axen um 
den Anfangspanct drehen mögen, gibt hiernach den folgenden Satz. 

Wenn man ein Sjstem dreier auf einander senkrechten und im Mittelpnncte 
»Ines Ellipsoids sich schneidenden Ebenen um diesen Mittelpunct beliebig sich 
drehen lässt, so ist für alle Lagen die Quadrat-Summe der reciproken Werthe 
1er Flächen-Inhalte der drei Durchschnitts- Curven constant 

Wollen wir die Aussage dieses Satzes auf beliebige Flächen der zweiten Ordnung ausdehnen, so 
müssen wir für das Quadrat des Flächen-Inhaltes einer Hyperbel, mit negativem Zeichen das Quadrat 
les Flächen^Inhaltes derjenigen Ellipse Behmea, deren Axtii^Qliadrate, abgesehen vom Zeichen, die- 
selben sind« 

' Für den Fall des (geraden) Cylinders köanen wir f&r die drei schneidenden Ebenen irgend drei 
mf einander senkrecht stehen4e nehmen: die constante Summe ist alsdann dem Quadrate des reci- 
proken Werthes der Fläche seiner Basis gleich. 

In dem Falle des einschaligen ond zweischaligen Hyperboloids ändert das Prodact der beiden 
Halb-Axen-Quadrate der Durchschnitts-Curve, wenn die schneidende Ebene mit der Tangential-Ebene 
les Asymptoten-Kegels zusammenfällt, indem es durch das Unendliche hindurehgeht, sein Zeichen. 
bt daher die Ooordinaten-Ebene XY diese schneidende, so verschwindet CAA^ *- B^^^} und die con- 
stante Snmme reducirt sich auf l^AA^^-- B^^^ + CA^A^*—B'0[* Nehmen wir für die Ebenen XY 
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und XZ irgend zwei auf einander senkrechl stehende Tangential- Ebenen dea Asymptoten -Kegeb, 
so verschwinden {AA'-^B^^^^ und (AfA^^ — B^^^ and die constante Summe redacirt sich aif 
(A^A^^ — B*). Der geometrische Ort für die Darchschnittsiinie solcher zweier auf einander senkreck 
stehender Ebenen, also der Ort fiir die Axe X, ist ebenfalls ein Kegel zweiter Ordnang und somk 
wird aach von der Ebene YZ, die auf der Axe X immer senkrecht angenommen wifd, wiedemm eh 
solcher Kegel umhüllt. *) Der Flächen -Inhalt der Durchschnitts - Curve in allen diesen Ebenen ist 
constant. 

Wenn insbesondere 

and also die Summe der reciproken Werthe der Producte je zweier der drei Halb-Axen-Quadnie 
der Fläche verschwindet, oder, was dasselbe ist, die Summe der Quadrate der drei Axen g'leich Nal 
ist, so müssen, bei gehöriger Annahme der drei Coordinaten- Axen , gleichzeitig die drei Ausdrüde 
(^J'— J?"2), (J^"— Ä'2) mij (^'J"_J?2) verschwinden können. Dann muss also der Asjrapto- 
ten-Kegel drei, eine rechtwinklige körperliche Ecke bildende. Ebenen gleichzeitig berühren; er muss 
sich einer solchen Ecke einschreiben, diese sich ihm umschreiben lassen. Es knüpft sich hloa 
sui^chst die Bemerkung, dass, wenn sich überhaupt um einen Kegel eine rechtwinklige körperlick 
Ecke besehreiben lässt, unendlich viele solcher Ecken sich demselben umschreiben lassen and dass 
es immer einen Kegel gibt, der gleichzeitig die sechs Ebenen [zweier rechtwinkligen körperlicka 
Ecken mit demselbea Scheitel berührt. Dann begegnen wir ferner dem folgenden Satze. 

Wenn die Summe der Quadrate der drei Axen eines einschaligen oder zwei- 
schaligen Hyperboloids gleich Null ist, so lassen sich dem Asymptoten-Kegel 
desselben unendlich viele rechtwinklige körperliche Ecken umschreiben and um- 
gekehrt. Dann schneiden ferner irgend zwei Diametral-Ebenen, die auf einander 
und auf irgend einer Berührungs-Ebene des Asymptoten-Kegels senkrecht stehen, 
die Fläche in einer Ellipse und Hyperbel so, dass das Product der beiden Axen der 
erstem dem Producte der reellen Axe und der Neben-Axe der letztern gleich ist. **) 

Wenn wir uns wieder auf die nrsprttngliche allgemeine Gleichung der Fläche zariickbezidies, 
80 geht die vorstehende Bedingungs-Gleichung in die folgende über: 

E2 + S^ + S^0. (18) 

Wenn die bezüglichen Gleichungen insbesondere eine Kegelfiäche darstellen, so drücken diese Bedh- 
gungs - Gleichungen aus, dass einer solchen Kegelfläche sich rechtwinklige körperliche Ecken on- 
schreiben lassen, 

11& Das, mit verändertem Vorzeichen genpramrae, letzte Glied der Gleiefaong (7) ist g\fk\ 
dem Quadrate des Productes der drei halben Axen der Fläche. Ist die Fläche ein Eilipsoid, sd 
erhalten wir (wie bekannt ist, und worauf wir in der folgenden Nummer xurückkommen) den Inbiii 



Die BehAuptongen des Textes lassen sich leicht Uifect beweisen, werden uns aber auch spater noch is 
anderm Zusammenhange begegnen ($. 12). 

Wenn 2a und ZfV^—l zwei zugeordnete Durchmesser, insbesondere die beiden Axen einer Hrperbel «si 
so nennen wir 2(^ den zugeordneten Neben -Dnrchmesser; insbesondere die Neben-Axe te 
Hyperbel. 
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desselben, wenn wir das Prodact der drei halben Axen noch mit f^r moltipliciren. Es ergib! sich 
also für diesen Inhalt: 

Dieser Ausdruck bleibt auch ftlr den Fall des zweischaligen Hyperboloids reell. Um ihn 
hier geometrisch zu construiren^ wollen wir für die Gleichung dieses letzteren die fol^nde nehmen: 

X* y* z* 

^~^-7?=i. («0) 

wonach die reelle Halb-Axe a nnd die beiden imaginären ß y — 1 und y^ — 1 sind, and die 
Gleichung: 

xU y'^ z» ^ 

^-|^-^ = 0, (21) 

den Asjmptoten- Kegel darstellt Legen wir in einem Scheitel der rellen Axe an die Fläche eine 
Tangential -Ebene, so schneidet diese den Asjmptoten -Kegel in einer Ellipse, für deren Glei- 
chungen wir 

erhalten. Die Axen dieser Ellipse sind ^ und 7, wonach ihr Inhalt n^ ist. Multipliciren wir diesen 
Flächen-Inhalt der Ellipse mit |a, so erhalten wir l^ra^^ für den körperlichen Inhalt des, von der 
Asymptoten -Kegel -Fläche durch die Tangential -Ebene abgeschnittenen, geraden Kegels. Das Vier- 
fache dieses Inhaltes entspricht also bei einem zweischallgen Hyperboloid dem Inhalte eines Ellipsoids. 
Für den Fall des einschaligen Hyperboloids wird der Ausdruck bei (19) imaginär. Um 
hier den Ausdruck 

Ton dem die räumlichen Dimensionen der Fläche abhangen, zu construiren, wollen wir fUr die 
Gleichung der Fläche die folgende nehmen: 

X« ^2 £« 

Dann sind ^ und y die beiden reellen Axen der Fläche, die imaginäre ist a V^^^ , das Product der 
drei Halb-Axen-Quadrate also negativ.. Die Gleichung des Asymptoten-Kegels ist, wie in dem vori- 
gen Falle, die Gleichung (21). Die Tangential-Ebene der Fläche in einem der beiden Scheitel einer 
def beiden reellen Axen, etwa der Axe 7, schneidet den Asymptoten-Kegel in einer Hyperbel, deren 
Gleichungen 

X* y2 

« = ±y» .:^— ^ = 1- 

Es ist bekannt, dass jede Tangente dieser Hpperbel von ihrem Asymptoten-Winkel ein Dreieck ab- 
schneidet, dessen constanter Inhalt aß ist. Ein solches Dreieck bildet die Basis einer Pyramide, 
deren Spitze in dem Mittelpuncte der Fläche liegt; die Höhe dieser Pyramide ist also 7 und folglich 
ihr Inhalt |a^. Der Ausdruck (22) ist also geich dem dreifachen Inhalte einer solchen Pyramide. 
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117. Wir köimeH den Aasdrüekeii (19) and (tt) eine allgemeinere Deatdng g«ben, wenn vir 
die Gleichung der Fläche, statt aaf ihre drei Axen, auf irgend drei ihrer sageordneten Dorel. 
messer beziehen. Demnach sei zuvörderst die Gleichung eines geg'ebenen Ellipsoids, indem vir 
die Längen dreier halben zugeordneten Durchmesser desselben durch a,, ß^j y, bezeichnen: 

X» y» z^ 

Wir wollen den Winkel^ welchen die beiden Coordinaten-Axen Y und Z mit einander bilden, 
oder, was dasselbe ist, den Winkel der beiden Halb-Durchmesser ß^ und /,, e nennen and B do- 
jenigen Winkel, den iU Axe X, oder der Halb-Darchmesser a, mit der Coordinaten-Ebene YZ, <Kkr 
derjenigen Diametral- Ebene, welche die Halb -Durchmesser ß, und y, enthält, bildet» Auf ähnlick 
Weise seien e^ und e" die von den Halb-Durchmessem a, und y^ , und a, und ß, gebildeten Winkd 
und 8' und 8^^ diejenigen Winkel, welche die Halb-Durchmesser ß, and /^ bezüglich mit den iiinei 
zugeordneten Diametral -Ebenen bilden. Wenn wir hiemach in der vorstehenden Gleichung x coi- 
stant nehmen, so ergibt sieh Tiir die Durchschnitts-Curve der diesem constaaten x eatsprechenden, nt 
YZ parallelen Ebene und der Fläche: 

Es sind ferner 

g,H«,^--x^) y,Ha,^-x^) 

die Quadrate zweier halben zugeordneten Durchmesser dieser Durchschnitts -Ellipse, welche da 
Winkel e mit einander bilden, und folglich ist, nach bekanntem Satze, der Inhalt derselben 

TT sine ^C«,*— X«). 
«/* 

Multipliciren wir diesen Inhalt mit dx sin 9, so erhalten wir den körperlichen Inhalt einer dardi 
zwei aufeinander folgenden mit YZ parallelen Ebenen begränzten Elementarschicht der Fläche m^ 
hiemach fttr den körperlichen Inhalt der ganzen Fläche: . 

iTPSinc sind ^ / («/i—x«) dx = in a,ß,Y^ sine sin*. (24] 



sina ^J (a/2_x2) dx = \^0L,ß,y, sine sin*. 



Hieraus folgt, dass, welches auch die drei zugeordneten Durchmesser, aufweiche die Oleichaiig des 
Eltipsoids bezogen wird, sein mögen, das Product: 

af!ß/ff sine sin 9 

constant ist. Dieses Product ist aber gleich dem Inhalte desjenigen Parallelepipedum, das die jedes- 
maligen drei halben zugeordneten Durchmesser zu drei , in einer Ecke zusammenstossenden, Ka&ta 
hat. Das Achtfache dieses Inhaltes ist also der Inhalt desjenigen Parallelepipedum , das dem Ellip- 
soide umschrieben ist und dessen Seiten-Ebenen den drei Diametral-Ebenen der Fläche parallel sini 

Alle einem gegebenen Ellipsoid umschriebenen Parallelepipeda, deren Sei- 
ten-Ebenen irgend drei zug'eordneten Diametral-Ebenen dieser FJäche parallel 
sind, haben gleichen Inhalt. 

Den Ausdruck (ti\ den wir eben IQr den Inhalt des Ellipsoids gefimden haben, ist gieidi des 
Vierfachen desjenigen Kegels, der zur Spitze irgend einen Ponct der Fläche und zor Rasis die Dorek- 
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sebnitts-Curve in deijeni^^en Diametral- Ebene bat, deren zogeordneter Darcbmesser durch den geg^e- 
benen Punct gebt Der Inhalt solcher Kegel ist also constant. 

Sind femer a,, ß^^^^i nnd 7, l^~l irgend drei zugeordnete Halb-Darchmesser eines gege- 
benen Kveischaligen Hyperboloids, das wir nan an die Stelle des bisher betrachteten EUipsoids 
treten lassen, so ändert der constante Ausdruck (S4}, den wir für (19) gefundra haben, bloss sein 
Zeichen« Wir erkennen alsdann in demselben ohne Mühe den Tierfachen Inhalt desjenigen Kegels, 
der von der Asymptoten-Kegel-Fläcbe, deren Gleichung, 

«/* ß/* r," 

durch die Tangential -Ebene des Hjperboloids in einem Scheitel des reellen Durchmessers a^ abge- 
schnitten wird. 

Alle beliebige Tangential-Ebenen eines gegebenen zweischaligen Hyperbo- 
loids schneiden von der Asymptoten-Kegel-Fläche desselben Kegel von constantem 
Inhalte ab. 

Durch Umkehning folgt hieraus, dass eine Ebene, welche in allen ihren Lagen von einer gege- 
benen Kegel -Fläche Kegel von constantem Inhalte abschneidet, ein zweischaUges Hyperboloid 
am h mit. Die Mittelpuncte der Basen aller solchen Kegel beschreiben hierbei die Fläche. 

Tritt endlich an die Stelle des EUipsoids ein einschaliges Hyperboloid nnd sind a, 1^ — 1, 
§, und Y, irgend drei zugeordnete Durchmesser desselben^ so wird der vorstehende Ausdruck (85) 
imaginär. Dividiren wir durch ^—1, so kommt: 

—y K<j> = «Ar/ sine sin J: 

ein Ausdruck, den wir auch, weil er bei einer gleichzeitigen Vertauschung von a^ ^ — 1 mit a, nnd 
von 7> mit y, I^— 1 unverändert bleiben mnss, unter der folgenden Form schreiben können: 

^fßjf sin e" sin J". 
Es ist leicht, diesen Ausdruck geometrisch zu deuten. Die Tangential -Ebene nemlich in einem 
Scheitel des reellen Halb -Durchmessers /; schneidet die Fläche in zwei geraden Linien und den 
Asymptoten -Kegel in einer Hyperbel, deren Asymptoten diese beiden geraden Linien sind. Diese 
Hyperbel hat a^ nnd ß, VZr\ 2u zwei zugeordneten, einen Winkel e'^ bildenden Halbdurchmessem, 
eine beliebige Tangente derselben (die auch eine Tangente des Asymptoten- Kegels ist) schneidet 
hiemach von ihrem Asymptoten -Winkel ein solches Dreieck ab, das aß,smB^' zu seinem Flä- 
chen-Inhalte hat. Eine Pjramide, die dieses Dreieck zur Basis hat und deren Spitze in den Mittel- 
ponct der Fläche fällt, hat zur Höhe /sin^' nnd folglieh zum körperlichen Inhalte: 

* _ 

\aß,y, sine" sinJ" = hjß^i *^*. 

Um die Beziehung dieser Pyramide zur Fläche bestimmter zu bezeichnen, fügen wir noch einige 
Ausführungen hinzu. 

Wenn fiberhanpt eine gerade Linie ein gegebenen einschalige« Hyperboloid in reellen Puncten 
sehneidet, so lassen sieh durch diese gerade Linie immer auch zwei reelle Tangential-Ebenen an 
die Fläehe legen, so wi0 auch umgekehrt Es seien M nnd M^ die beiden Dnrchschnittspuncte, dnrch 
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jeden dieser Pancte gehen zwei aaf der Fläche liegende Linien verschiedener Erzeagong MN mi 
MN^ M^N^ und M<N, die sich ausserdem noch in zwei Puncten N und N' schneiden. Diese Pmxte 
sind die Berährungspuncte auf den fraglichen beiden Tangential-Ebenen. Wenn die gegebene gerade 
Linie MM^ insbesondere den Asjmptoten- Kegel berührt, ist eine dieser beiden Tangential- Ebna 
auch eine Tangential -Ebene des Asymptoten -Kegels and sehneidet die Fläche in sswei parallela 
geraden Linien, die sich auf einer Seite des Kegels in unendlicher Entfernung schneiden. NehiM 
wir den unendlich weit gerückten Durchschnittspunct für N^, so ist^ indem es im engem Sinne nr 
noch eine einzige Tangential-Ebene gibt, N auf dieser Tangential-Ebene der Berührungspanct. Dk 
beiden Durchschnittspuncte M und M^ der Tangente des Asymptoten-Kegels mit der Fläche and der 
Berührungspunct N auf der durch diese Tangente des Asymptoten-Kegels an die Fläche gelegten Tai- 
gential-Ebene bilden ein Dreieck, das bei jeder andern Annahme der Tangente ein anderes wird. 
Der Inhalt einer Pyramide, welche ein solches Dreieck zur Basis und den Mittelpunct der Fläche m 
Spitze bat, ist constant. 

Betrachten wir denjenigen Eckpunct einer so bestimmten Pyramide, der auf der Fläche liegt, ab 
die Spitze derselben, in welcher alsdann, als Seiten, die beiden durch diesen Punct gehenden Erzea- 
genden der Fläche und ein Durchmesser derselben zusammenstossen , so liegt die Basis in deijeniga 
Ebene, welche durch die beliebig angenommene Tangente des Asymptoten -Kegels und den Mittel- 
punct geht. Hiernach ergibt sich die folgende Aussage des eben bewiesenen Satzes. 

In jedem Puncto eines einschal igen Hyperboloids stossen zwei gerade Liniei 
der zwiefachenErzeugung und ein Durchmesser desselben zusammen, so dasssie 
eine körperliche Ecke bilden, von der eine Tangential-Ebene des Asymptoten- 
Kegels eine Pjramide abschneidet. Der Inhak dieser Pyramide bleibt constant^ 
wie auch die Spitze derselben auf der Fläche fortrücken und wie sich auch die 
Tangential-Ebene, den Asjmptoten-Kegel umhüllend, drehen mag. 

118. Um die vorstehenden Sätze in ihrem Zusammenhange mit yerwandten zu beweisen, woUa 
wir die Fläche auf irgend drei^ auf einander senkrechte, in ihrem Mittelpuncte sich schneidende Coor- 
dinaten-Axen beziehen und demnach wiederum durch die folgende Gleichung darstellen: 

Ax« + A'j« + A"z^ + «B"xx + 2B'xz + 2By« = M. ♦) (l) 

Wenden wir auf diese Gleichung die Umforniungsweise der 1. Nummer an, so kommt, indem wir i 

x+a"jr-|-a'z = x„ 

y + b'« = y,, (8) 



Ä = a. 



setzen, die Gleichung: 



yi 



Ax,*+|^.y/*+|^.«,* = M. 



*} Es ist hierbei^ wenn wir uns auf die allgemeine Gleiehungs-Form surückbesiehen : 

uBd^ umgekehrt^ redocirt sich der allgemeine Ausdruck *— -^-, wenn wir die Gletehungs-Form des Tat« 

der allgemeinen substituiren^ indem wir C^ C*, C*' verschwinden lassen und D (oder A'^O aüt C— ^ 
vertauschen^ in Folge der Gleichung VIU der 10. Nummer auf «~M. 
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Bei der durchaus wiykährlich angenommenen Riehtang der drei reehtwinkligen nrspribigUehen 
Coordinaten-Axen stellen die Gleichungen (2) irgend drei zugieordnete Diametral-Ebenen der Fläche 
dar. Die Darchschnittslinien je zweier derselben sind also irgend drei zugeordnete Durchmesser der 
Fläche, fär deren Gleichungen sich hiernach die folgenden ergeben: 

z = 0, y = 0, (Z/, }/), 

z = 0, X = a"jr, («,,x,), (4) 

y = ^'x, x = a'z,*) er,, X,). 

Ans der Verbindung dieser Gleichungen mit der Gleichung der Fläche erhalten wir für die 
Quadrate der halben Längen dieser Durchmesser» welche wir durch p^, o*^ und t^ bezeichnen wollen: 

AM 

<r»=s(l +«'«)-»-, (5) 



t2 =(iH-a'*H-ß«) 



03 



Die Gleichung (3) können wir hiernach^ indem wir die drei eben bestimmten zugeordneten Durch- 
messer zu Coordinaten-Axen nehmen und x^, j-i and z^ Parallel-Coordinaten bedeuten lassen, aueh 
auf folgende Weise sehreiben: 

Wir wollen wieder, wie in der vorigen Nummer , diejenigen Winkel, welche* die zugeordneten 
Halb -Durchmesser p und o-, p und t, a und t bezüglich mit einander bilden, durch ^\ d and e 
bezeichnen, und femer noch diejenigen drei Winkel , welche an den Axen p, o* und t yon den ent- 
sprechenden paarweise zusammengestellten Diametral-Ebenen gebildet werden, durch ^, i^ und if^. 
Dann ist, nach bekannten Formeln: 

1 



sin'^e" = 



1 + a"* ' 



1 + /3'2 






and ferner: 



*} Es ist hierbei nach den ersten Nammem des eisten Paragraphen oder auch nach der 20.: 
a SB 0, b = 0, c = 0, a = 0, ^=0, r = 0, 

B" B' 

af' =: — a« = — , a' = — (a' — a''^0 = r» 

A A 

^01 ^ . ... ri / _ ^ 



b' = -ß' = ^, (a'-a"bO = -a' = --^ 
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fuaH = 



1 + ß' 



J1 ' 



1 + a"2 

1 -L a'« + fl'*« 
®"* ^ "^ (1 + ^'0 (1 + a" + a"0 ' 

Nennen wir endlich noch, wie früher, diejenigen Winkel, welche die drei Halb -Durchmesser p, a 
und T mit den drei gegenüberliegenden Diametral-Ebenen bilden, 9, 8^ und d^^, so ist nach bekann- 
ter trigonometrischer Formel: 

sin^^ =3 sin £^ sin ^, 
nnd folglich: 

wobei wir aach sin 9^^ sin e^^ mit sin 9^ sine' oder sin (^ sine yertanschen können. 

119. Aas den Gleichungen (5) und (9) der vorigen Nummer ergibt sich unmittelbar: 

pV'T* sin^ » sin^ e = -^-. = - j^^^. (10) 

Der letzte Ausdruck ist dem Producte der drei halben Axen der Fläche gleich , und somit sind die 
Sätze, die in der 117. Nummer ausführlich discntirt wurden^ bewiesen. 

Den Beweis derselben Sätze kOnnen wir auch unmittelbar au die Gleichung (3) anknüpfen. 
Denn, indem wir in dieser Gleichung y^ =: 0, z^ = setzen, bedeutet, in Folge der identiscben 
Gleichungen (2), x^ die Länge des Halb - Durchmessers p; indem wir x^ = 0, Z; = setzen, b^ 
deutet jf den, parallel mit der ursprünglichen Axe Y genommenen. Abstand des Endpnnctes des Halb- 
Durchmessers ar yon der Diametral-Ebene y^, oder, was dasselbe ist, von dem Durchmesser p, und 
ist also gleich o-sine^^; indem wir endlich x^ = 0, Vf = setzen, bedeutet z^ den, parallel mit der 
ursprünglichen Axe X genommenen und also kürzesten Abstand des Endpunctes des Halb-Durch- 
messers t von der Ebene z^ und ist also gleich Tsind^^. Hiernach kommt, wie eben, 

pcrr sine" sin a" = *^(?~)" 

180. Aus den Gleichungen (5) und (7) erhalten wir femer: 

Cpasine'O* -h (o^sineO* + (o^sine)^ == ^1^ j |- + 
Es ist aber: 

■^^ ~ is,y^ " is,y 

1 +a'i + a"-^ = -^^T^ y 

wonach sich für die Summe der beiden Ausdrucke in der Klammer des zweiten TheilißS der Tor 
stehenden Gleichung 
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und far die Summe aller drei Ausdrücke 

A + A^+A^^ 
0, 

ergibt Es ist also: 

(p<r8me'0^ + (pTsiiieO* + (<rrsine)* = (A + A'+A'O .^|]jr- 00 

Der erste Theil dieser Gleichang bedeutet die Samme der Quadrate der zwischen je zwei der drei 
zugeordneten halben Durchmesser enthaltenen Parallelogramme, der zweite Theil ist gleich der 
Quadrat-Summe der Producta je zweier der drei halben Axen. 

Die Summe der Quadrate der zwischen je zwei von irgend drei zugeordneten 
Durchmessern einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung enthaltenen Parallelo- 
gramme ist constant. 

Es ist nur eine andere Deutungsweise der letzten Gleichung, wenn wir sagen, dass die Quadrat- 
Summe der Seitenflächen eines der Fläche umschriebenen Parallelepipeds, dessen Kanten irgend drei 
zugeordneten Durchmessern parallel sind , oder auch dass die Quadrat-Summe der Flächen dreier . 
Durchschnitts -Curven der Fläche, die in irgend drei zugeordneten Diametral- Ebenen liegen, con- 
stant ist. 

Dividiren wir die letzte Gleichung durch die Gleichung (10}, so kommt, indem wir zugleich be- 
rücksichtigen , dass 

sin £^^ sin d^^ =: aiuB^sini^ =i sinfislni, (18) 

die folgende Gleichung: 

(;iSF')*+(^)'+ (tat)'- .-<*+*'+*"' ^ <"i 

Die geometrische Deutung dieser Gleichung gibt den folgenden Satz : 

Wenn man von einem Endpuncte jedes von drei zugeordneten Darchmessem 
anf die Ebenen der jedesmaligen beiden andern ein Perpendikel fällt,; so ist die 
Qaadrat-Summe der reciproken Werthe solcher drei Perpendikel constant. 

Diese Perpendikel können wir auch als die Projectionen der drei zugeordneten Durchmesser auf* 
solche drei gerade Linien, die auf den drei entsprechenden Diametral -Ebenen senkrecht stehen, 
bezeichnen, 

itU Ans den Gleichungen (5} ergibt sich ferner : 

p^+ar^ + ^2 =MJi+(l+a"0|^+O + «'' + r0|;|- 

Die Summe der beiden ersten Glieder in der Klammer des zweiten Theiles der vorstehenden Glef- 
chuBg ist: 

A-fA^ 
S, 

und für das dritte Glied erhält man, für a^ und ß^ die Werthe eingesetzt und zugleich die identischen 
Gleichungen IV der 10. Mummer berücksichtigt: 

2f 
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Es koamit also: 



f^i + a^ + ^^=-(S+n, + S.) ^~, (14) 

und da der zweite Theil dieser Gleichung der Qaadrat-Summe der drei Halb-Axen der Flache gldck 
ist, ist hiermit der nachstehende Satz bewiesen. 

Die Qaadrat-Summe irgend dreier zugeordneter Durchmesser einer 'gegebe- 
nen Fläche zweiter Ordnung ist constant. 

Ist diese Summe, in dem Falle eines Hyperboloids, insbesondere für die drei Axen gleich Nail, 
80 ist sie es also auch für je drei zugeordnete Durchmesser. 

Wir können den eben bewiesenen Satz auch aus dem entsprechenden Satze der Ebene, dass fiir 
einen gegebenen Kegelschnitt die Qaadrat-Summe irgend zweier zugeordneten Durchmesser constant 
ist, ableiten« Es seien zu diesem Ende p, o- und t irgend drei zugeordnete Durchmesser einer 
Fläche zweiter Ordnung und überdiess p^ irgend ein vierter Halb-Durchmesser derselben. Dann kön- 
nen wir in der Ebene von er und t statt dieser beiden zugeordneten Halb-Durchmesser der Dorcli- 
Schnitts -Curve zwei andere o^^ und t^^ in der Art bestimmen, dass o^^ mit p und p^ in derselben 
Ebene liegt« p, o^^ und t^^ sind alsdann drei neue zugeordnete Halb-Durchmesser der Fläche. 
Die beiden ersten derselben können wir mit zwei andern p^ und o^^' vertauschen, die in derselben 
Ebene zugeordnete Halb-Durchmesser der Darchschnitts-Curve sind und von welchen der eine mit dem 
vierten urspr&nglich beliebig angenommenen zusammenfällt. Endlich kOnnen wir noch in der Ebene 
von o^^^ and t'^ diese beiden Halb-Durchmesser mit irgend zwei andern der Darchschnitts-Curve, mit 
a^ and y, vertauschen. Dann sind p^ o^ und V drei Halb-Durchmesser der Fläche, von denen^einer 
mit dem vierten beliebig angenommenen zusammenfallt und die beiden andern irgend zwei ihm za« 
geordnete sind« Es ist aber nach dem angeführten Satze: 

4,2 ^ ^2 = a"* 4- t"^, 

p2 ^ ^/2 _ p/2 ^ ^y/I^ 

Mithin aaeh: 

p2 -|. 0-2 + T« = p'« + O^* + t'^ 

Dividiren wir die Gleichung (13) durch die Gleichung (9), indem wir zugleich die Doppel- 
Gleichung (It) berücksichtigen, so kommt: 

V<rrsinesin» j '^ V pr sine' sin a'/ "^ Vpa sine" sin d'7 =('^+ •^* + "'H*^/' 

Wenn wir die Curven in jeder von irgend drei zugeordneten Diametral-Ebe- 
Ben auf solche drei Ebenen projiciren, die auf dem jedesmaligen zugeordneten 
Durchmesser senkrecht stehen, so ist die Quadrat-Summe der reciproken Wertbe 
der Flächen solcher drei Projectionen constant. 

ISS. Es sei 

x^ y« z* 

— + — + — = 1 
pi T ^1 -r i 



$. 6. Yolbtändige Bestimmung der Flftcben zweiter Ordnung. 165 

die Qkiobang einer gegebenen Fläche der zweiten Ordnung*, bezogen auf irgend drei ihrer zuge- 
ordneten Durchmesser« Es sei femer p^ irgend ein Halb-Durchmesser, der mit den Coordinaten- 
Ebenen (x), (» und (z) bezuglich die Winkel ^, ^^ nnd ^^ bilde. AJsdann erhalten wir für die 
Coordinaten des Endpunctes dieses Durchmessers, indem wir S, S^ und d^^ in der bisherigen Bedeu- 
tung lassen: 

^"^•sin*' y — '"•sin^" ^"^•s'S^- 
Setzen wir diese Werthe in die Gleichung der Fläche ein, so kommt: 

/ sin^ Y / sin^ Y /sin^^Y L 



und wenn wir diese Gleichung mit der Gleichung (10) multipliciren nnd zugleich die Doppel-Glei- 
chung (12} berücksichtigen: , * 

P' 



(aTsinesin^)^ + (pTsinc'sin^)^ + (p<r sine" sin S'Q^ = _ ._^_. (ig) 



Es ist aber o^sine, noch mit der LudolpVschen Zahl multiplicirt, der Flächen-Inhalt der Durch- 
schnitts- Curve in der Ebene der beiden Halb -Durchmesser o- und t; multipliciren wir ausserdem 
noch mit sind, so erhalten wir diesen Flächen-Inhalt, projicirt auf eine Ebene, welche auf dem be- 
liebigen Halb-Durchnfesser p^ senkrecht steht, und also, wie die Richtung von diesem, durchaus be- 
liebig angenommen werden kann. Auf diese Weise ergibt sich die ^ometrische Deutung des ersten 
Theiles der vorstehenden Gleichung und somit der nachstehende Satz. 

Wenn wir die drei Darchschnitts-Curven einer gegebenen Fläche der zweiten 
Ordnung in irgend drei zugeordneten Diametral-Ebenen auf irgend eine gege- 
bene Ebene projiciren, so ist die Quadrat-Summe der drei Projectionen constant. 

1S3. Es bleibt uns jetzt nur noch übrig, für den Fall der beiden Paraboloide und des parabo- 
lischen Cjlinders, die Dimensionen der Fläche zu bestimmen. Wir können diese Discussion durch 
eine einfache Betrachtung* an die Entwickelungen der 111. Nummer anknüpfen. 

Die nachstehende Gleichung: 

»• + (A+A' + A'0|^.8* + (Ä,H-^. + S)(|2y8« + |f^ = 0, . (1) 

deren drei Wurzeln uns in der 111. Nummer die reciproken Werthe der drei Halb-Axen-Quadrate 
der durch die allgemeine Gleichung 

Ax2+A'y2 + A^i«4-«B"xy+«B'xz + «Byz + «Cx-f tC'j + «C"z + D = («) 

dargestellten Fläche geg^eben haben, kann ebenfalls zur Bestimmung der Dimensionen dieser Fläche 
dienen, wenn dieselbe, durch das Verschwinden von 03, in ein Paraboloid übergeht. Alsdann sind 
sämmiliche drei Werthe, welche die Gleichung (1) für s^ gibt, gleich Null, aber zugleich ist er- 
nichtlichl, dass diese drei versehiedenen Werthe nicht unendlich kleine Grössen derselben Ordnung 
sein können* Die Summe der drei Werthe ist nemlich von derselben Ordnung der Kleinheit als das 
verschwindende 6j, das ist also auch die Ordnung der Kleinheit für den grössten dieser Werthe j 
die Summe der Producte je zweier der drei Werthe ist von derselben Ordnung als (©a)^, woraus 
folgt, dass wenigstens zwei der drei Werthe von derselben Ordnung als 0^ sind; endlich ist das 
Product der drei Werthe von derselben Ordnung als (ßs)^ woraus folgt, dass der dritte Werth von 
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3^ mit (0j)^ von gleicher Ordnung der KJeinlieit ist. Die beiden erstea Wtnel-Wertlie woUeA wir 
zur Unterscheidung durch cr^ bezeichnen. Indem wir von dem dritten Worxel-Werthe 8% aia einem 
anendlich Kleinen höherer Ordnung, absehen, erhalten wir unmittelbar zur Bestimmung you <r^ die 
quadratische Gleichung; 



<r*+(A+A' + A'0|^.<r^ + (5i+5', + S)(|^y=0, 



C3) 



Bezeichnen wir die Wurzeln dieser Gleichung durch o*'*^ und cr'^^, so ergibt sich für das Prodnct 
dersdben : 



^ia^^^=.CS, + S,+S)(^y, 



O) 



and da das Prodact der drei Wurzeln der urspranglichen Qleichnng' (1} gleich ist 
SO finden wir für s^ sogleich den nachstehenden Ausdruck: 



851 ^ 



1 (©,) 



Wenn wir überhaupt, in dem Falle, dass die Fläche einen Mittelpunct hat — und wir wollei 
als Normal-Fall ein Ellipsoid betrachten — den reciproken Werth der grOssten Halb-Axe durd s 
und die reciproken Werthe der beiden andern Halb-Axen durch o^ und o^^ bezeichnen , so bedentei 

bekanntlich und die reciproken Werthe der halben Parameter der Durchschnitts-CarTeD 

s s *^ 

in den beiden durch die grösste Axe gehenden Hauptschnitten. Dieselbe Bestimmung können wir 
auch auf den Fall der Paraboloide übertragen. Aus der Gleichung (3) erhalten wir 

und hiemach und aus den Gleichungen (4) und (5}: 

gi • 8« ~ ** 

Die Quadrate der reciproken Werthe der halben Parameter der Da^chachnitta-Canren in dm beiden 
Hauptaahnitten des Paraboloids sind hiemach die beiden Wurzeln der nachstehenden in Bezidiaig 
auf q^ quadratischen Gleichung: 

OV+ !(A+A' + A'0»-2(S', + S', + £)!(Äi + Ä. +S}^<l''+CS.x+St + S)* « O. (6) 
124. Die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind insbesondere einander gleich, 'vena 

(A + A' + A'0(Ä, + Äi+^MKA + A'+A'0*-CHj + H, + S)| =^0. (7) 

und vir erhalten alsdann fQr den gemeinsdiaftlichen Werth derselben: 

. \ (.\ + A.'+A'0*-2CS, + S, + S)\iS^ + St + S) 
q' = j^ , iP) 
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Die GieicBung (7) "wird erstens befriedigt, wenn 

A + A' + A" = 0: 

eine Bedingung, die aber nnr in dem Falle des hyperbolischen Paraboloids, wo nach der S7, Nnm- 
mer 9 positiv ist und 82^ Si und S negativ sind, Statt finden Jcann. Alsdann kommt: 

H — ^ • 

Die Corven in den beiden Hauptschnitten sind hier offenbar Parabeln, und haben gleichen Parameter. 
Bezeichnen wir denselben durch 2p, so ist: 

1 - V^^ 

Die Gleichung (7) wird zweitens befriedigt, wenn 

CA+A' + A'0« = 4(H2 + Äi + S), 

wonach das Paraboloid, weil H29 Su Sj die unter sich im Zeichen übereinstimmen, hier positiv 
sind, ein elliptisches ist, wonach ^ einen negativen Werth hat Alsdann kommt: 

(Hj + S-. + Ä)* 



q» = - 



<I> 



and fiir den halben Parameter der beiden gleichen, in den beiden Haaptschnitten liegenden Parabeln 
des elliptischm Paraboloids: 

1 y^^Te^ 

P = T = g,+g.+g - ('^ 

Das elliptische Paraboloid gehört in diesem Falle zu den Rotations-Flächen, denen wir in einem 
spätem Paragraphen noch eine besondere Aufmerksamkeit schenken werden. *) 

125. Dasselbe Verfahren, welches wir in der vorigen Nummer angewendet haben, um die Pa- 
rameter der beiden Hauptschnitte eines gegebmien Paraboloids zu bestimmen, können wir auch an- 
wenden, um den Parameter des Hauptschnittes eines parabolischen C}linders zu finden* 

In dem Falle eines Cjlinders überhaupt reducirt sich die Gleichung (1) zur Bestimmung der 
reciprok^n Werthe der Quadrate der beiden endlichen Halb-Axen desselben, auf die folgende: 



s*+(A + A'+A'0|^-«^ + (Sa + B,+E)(|^y = O, 



(10) 

03 

wobei der Ausdruck — unter unbestimmter Form erscheint und beliebig durch einen der folgenden: 



*3 Um die beiden Werthe von q nnnittelbar durch eine quadratische Gteichung 211 heslimmeii^ erhalten wir 
am den Caetchmigea (8), (4) nad (5) 

t^+^' = ±i\ + A' + A'o . y^ (- ^^%'^^' ) 

«Jr = -^— — 

wonach 4cr Cocffieient Am Bweiten Gliedes dieser quadratischen Gleichung irrational wird und ein dop« 
ptitM Zeichen Bulisst^ wM jedoch , wenn wir hei q vom Zeichen abstrahiren^ ohne Bedeutong isV 
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0/ 0/ 0' 0^ + 0^4-0 

ersetzt werden kann (112)* Dieser Ausdruck wird durch das Verschwinden von S±9 S% und St 

wenn der Cjlinder in einen parabolischen ausartet, gleich Null und mit ihm die beiden Worzeln da* 

vorstehenden Gleichung. Es ist aber ersichtlich, dass diese beiden Wurzeln nicht unendlich kleine 

Grössen derselben Ordnung sind, sondern dass die grössere Wurzel, die wir durch a^ unterscheiden 

0, 
wollen, Yon derselben Ordnung als — ist , die kleinere s^ aber von derselben Ordnuliff als das 

Quadrat dieses Ausdrucks. Indem wir diese letztere gegen die erstere vernachlässigen, erhalten wir 
zur Bestimmung von dieser unmittelbar: 

a»=-(A+A'+A«)|-% 
und da in Folge der obigen Gleichung: 

zur Bestimmung der kleinern Wurzel: 

A+A' + A"'* ' 

Hiemach ergibt sich endlich fOr das Quadrat des reciproicen Werthes vom halben Parameter des 

Hanptschnittes : 

®i = _ (A + A^ + A>0' 
* 01 + 01+0 * 



8* 


(A + A'+A'O* 


Der halbe Parameter ist gleich: 

8 1 



V Ä + A'+A'V* 



a* A + A' + A" 

und dieser Ausdruck ist immer reell , weil für den parabolischen Cjlinder A, A^ und A^^ unter siA 
im Zeichen übereinstimmen, aber mit jedem der dre^ Ausdrucke 0^, 0^ und entgegengesetstes 
Zeichen haben. Es ist in Folge des Verschwindens von S^, 'S^y S: 

— 0.2= AC« +A'C« — aCCB", 

— 0, = AC"^ + A"C ^ — 2CC"B', 

— = A'C"^+A"C'»— aC'CB. 

126. Nachdem wir in dem Vorstehenden die Axcn der Flächen zweiter Ordnung nicht nur der 
Richtung, sondern auch der Grösse nach, bestimmt haben, sind diese Flächen vollkommen bekannt 
Ein Blick auf die Gleichung (8) der 111. Nummer, deren Wurzeln die drei Halb-Axen-Quadrate der 
durch die allgemeine Gleichung: 

, Ax^ + A'j» + A"i^ + 2B"xy + 2B'xz + 2Byz + 2Cx + 2C'y + 2C"z + D = ö = , (I) 
dargestellten Fläche sind, zeigt uns, dass das Vcrhältniss dieser Axen unabhängig ist von <& und 
also auch dann noch bestimmbar bleibt, wenn, durch das Verschwinden von <>, die Fläche in einen 
Kegel oder einen ellipsoidischen i'unct ausartet. Durch dieses Axen-Verhältniss ist die Natur der 
Fläche und hiemach sind durch ^ die Dimensionen derselben bestimmt. Alle Flächen , welche 
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dasselbe Axen-Verhältniss haben, heissen ähnliche. Ein- and zweischaUge Hjperboloide , welche 

denselben Asymptoten«Kegel haben, sind hiernach anter einander and mit diesem ähnliche FUchea 

zweiter Ordnung. Mit reellen und imaginären EUipsoiden, deren Axcn-Verhältniss dasselbe ist, 

g'ehört ein ellipsoidischer Punct als ähnliche Fläche zweiter Ordnang zusammen. Die Natur eines 

Kegels (and ellipsoidischen Pnnetes), die in dem Vorstehenden noch anbestimmt geblieben ist, wird 

durch das Verhältniss der drei Axen vollkommen characterislrt. Um dieses Verfaältniss za finden, 

ist es aber nicht nothwendig, vorher die Axen selbst zu bestimmen. 

Nennen wir überhaupt die drei Halb-Axen einer gegebenen Fläche zweiter Ordnang a, ß and 7, 

ß a 

so bedeuten, wenn a und ß beide reell oder auch beide imaginär sind, — und -r- die trigonometri-. 

<x p 

sehen Tangenten der Hälfte derjenigen beiden Neben-Winkel, welche von den beiden gleichen zuge- 
ordneten Durchmessern der Durchsehnitts-Curve in dem, die beiden Halb-Axen a und ß enthaltenden, 
Hauptsdimtte oder in einer beliebigen , diesem Haaptschnitte parallelen, Ebeae gebildet werden. 
Bezeichnen wir die fraglichen Nebenwinkel durch § and (n — $) , so kommt : 

a^ + ß'^ 



tang4§ + cotg4§ 5= 
und da überhaupt: 

tang^l + cotgjl = 
BO ergibt sich: 



aß 



2aß 



!s 



^sin4 



2 



Wenn eine der beiden Halb -Axen a und ß reell and die andere imaginär ist, so wird die 
Darchschnitts-Curve, welche in der vorigen Voraussetzung eine reelle oder imaginäre Ellipse war, 
nan eine Hyperbel. Dann wird der Winkel | imaginär; nach bekannter Formel ist aber, wenn wir 
die Asymptoten- Winkel der Hyperbel durch o und (yv — (o) bezeichnen, 

sin*§ = — tang^cö, 

und somit ergibt sich: 

Gleichzeitig sind also in dem einen Falle die Winkel der gleichen zugeordneten Durchmesser, in 
dem andern Falle die Asjmptoten- Winkel durch das Verhältniss der beiden Halb -Axen a und ß 
gegeben. 

187. Den nächsten Entwickelungen wollen wir, statt der Gleichung (8), die Gleichung (7) der 
111. Nummer, deren drei Wurzeln die reciproken Wcrthe der drei Halb-Axen-Quadrate der Fläche 
(^t^ sind, also: 

L L ' ± 

«*' ^*' y*' 

za Grunde legen und, mit Rücksieht anf die Bemerikongen n Attfug der T«rigM Nmaer, diese 
Gleichung*, indeai wir <& der Einheit gleich setzen, sogleich mit der naohstehenieB vartaoidnn: 
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Die folgenden drei Ausdrücke: 

sind hiernach die drei Wurzeln einer neuen Gleichang dritten Grades , deren Coefficienten sich anf 
bekannte Weise aus den Coefficienten der Gleichung (2) ableiten lassen. Wir brauchen za diesem 
Ende bloss in den Entvickelungen der beigefügten Note ^) a, b, c mit a^, ß^, 7^ zü yertaaschen und 



*> Es sei 

w' + pw^ + qw+ r = 

eine gegebene Gleichung des dritten Grades und a^ b; c seien ihre drei Wurzeln. Symmetrische Func- 
tionen dieser Wuraehi wollen wir/ der Kurse halber durch ein einaelnea Glied derselben^ das wir «b- 
klammem^ darsteUen^ in der Art^ dass wir zum Beispiel 

a^b + a«c+ b'a + b«c + c^a + c«b = [a«b] 



setzen. Alsdann ist 
femer ergibt sich : 

# 

und hieraus: 



— p = ra], q = [ab], — r = abc; 

— pq = [a2b] + 3abc, 

— p3 = [a3] + 3[a2b]+6abc, 

q5 = [a3b3]+3abc[a2bl+6a«b2c2, 



la^b] = — pq + 3r, 
[a3] = -p3+3pq-3r, 
[a«b3] = q8— 3pqr + 3r^ 

Die folgenden drei Ausdrücke: 

, (a+b)» (a + c)^ , (b + c)' 

5* W~' *• ac ' »• bc 

sind^ wenn wir der KQrze wegen: 

p _ (« + '>)" . (a+c)' jh + cy 

"~*^ "" ab "*■ ac "^ bc ' 

(a4-b)Ha + c)« (a+b)Hb + c)» (a+c)^(b+c)» 
" ~ a*bc "•" ab«c "^ abc» ' 

„ Ka + b)(a + c)(b + c) /-^ 
~**' i Äi i ' 

setzen, die drei Wurzeln der nachstehenden Gleichung des dritten Grades: 

deten Coefidseten als symmetrische Functionen der Wurzeln der nnprnngUchen Gleichuiq^ sich durch 4ie 
CeelMiKleti 4lefec letsteren ausdrücken lassen. Entwickeln wir zu diesem Ende^ ae finden wir 
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r = - (03)*, 
za setzen. Die Gleiehnng 

t» + iPt' + TVöt + ,^jR = (3) 

ist alsdann die verlangte, vobei 

^ -0? ©; +^ 

Die drei Warzeln der Cfleichnng (3) sind nothwendig reell, weil es die drei Wurzel- Quadrat« 
der Gleicbnng (8) sind. Da femer das letzte Glied , in Folge des yorstehenden Werthes von R| 



_ (a + b)'e + (8 + cy b -Kb + c)^* 



_ (a + b)« (a -Hc)«bc + (»+ bJ'O + 0^»« + («+ c)'0 + c)'ab 



a»b^c* 



_ [a'b^l [a3]+5[a^b] 

~" a«b*c« "*" abc "•" ' 



_qV (q-p')p I 3. 



I>le drei Coeflcienten P^ Q und R können nieht von einander onabliingig sein; dem enttpreebead 
ergibt eicli: • 

Es ^ kJ4r> dm wir die drei Wwselii der mMpiU^lUhm «Idiifeün« Moh wH Wen mi|irali«ii' Wer* 
then TertMudien können; an die Stelle der ursprQngUchen Gleichnng kann also auch die folgendes 

Q P 1 

r r r 
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negativ ist, so sind nur zwei Fälle möglicli. Es können erstens die Warzeln alle drei posilir 
sein, and dann bedeuten sie die reciproken Werthe der Qaadrate der Sinus der von den gleichen 
Durchmessern der Durchschnitts-Curven in den drei Hauptschnitten gebildeten Winket Das ist der 
Fall der ellipsoidischen Flächen. Es kann zweitens eine Wurzel positiv sein, während die beiden 
andern negativ sind. Das ist der Fall der hyperbolischen Flächen, mit Einschluss des Kegels. Die 
positive Wurzel behält hier die obige Bedeutung und bezieht sich auf denjenigen Hauptschnitt, wel- 
cher die Fläche in einer reellen, imaginären oder verschwindenden Ellipse schneidet. Die beiden 
negativen Wurzeln bedeuten, mit verändertem, positivem Zeichen genommen, die Quadrate der Cotan- 
genten der von den Asymptoten der Durchschnitts -Hyperbeln in den beiden andern Hanptschnlttoi 
gebildeten Winkel. Für den Fall der Kegelfläche sind diese Winkel diejenigen, unter welchen, w&uk 
wir aus der Fläche irgend einen geraden elliptischen Kegel schneiden, die bdden Axen der Basis, 
von der Spitze aus, gesehen werden. Der eine dieser beiden Winkel ist der grösste, Cbn über- 
haupt irgend zwei Kegelseiten mit einander bilden, der andere der kleinste , den irgend zwei Seiten 
des Kegels, die mit der Axe desselben in einerlei Ebene liegen, mit einander bilden. Da jeder Seite 
des Asymptoten -Kegels eines einschaligen Hyperboloids eine Linie in jeder der beiden Erzengongs- 
weisen des letztern parallel ist, so folgt aus der ersten der vorstehenden Bemerkungen, dass, wenn 
die Gleichung (1) eine Fläche dieser Art darstellt, eine Wurzel der Gleichung (3) das Quadrat der 
Cotangente des grOssten Winkels ist, unter welchem irgend zwei Linien der beiden Erzeugungen auf 
der Fläche sich schneiden, oder auch des grössten Winkels, den die Richtungen irgend zweier 
Linien derselben Erzeugung mit einander bilden. 

In dem Falle ellipsoidischer Flächen wollen wir die drei Wurzeln der Gleichung (3) durch 

1 1 1 

sin ^5' sina^" sin^iS"' 

in dem Falle hyperbolischer Flächen dnrdi 

* . iiir*y — cotg^ö, —cotg^ö' 

bezeichnen. 

Es kum eine der drei Wurzeln der Gleichung (3) nur in dem Falle des Hyperboloids ver- 
sehwinden, wenn, indem die Durchschnitts-Curve in einem der drei Hauptschnitte eine gleichseitige 
Hyperbel wird, etwa «»' gleich einem rechten Wbkel ist. Diess fordert 

(A + A' + A'0(J5a + 'ffi + 'S) = ©3, 
und gibt alsdann 

-'^ = 11^ -*•*'"=**» 

oder^ was tob Vorne bereia klar ist: • 

Wir kakta MUur sdbM 41* beM« iMiaiim nil« fc«rvorgeh«kea, dasi dMUdt 

A + A'+A"ä 0, 
das ander« Blal: 
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Im erstem Falle lassen sieb dem gegebenen Kegel , oder ttberhaopt dem Asymptoten -Kegel der ge- 
gebenen Fläche, rechtwinklige dreiseitige Ecken ein-, im zweiten Falle amschreiben (114, Ho), 
In beiden FKllen ei^bt sich gleicfamässig 

P = --3, R = — 1, 

und hieraus, wenn wir <^ und R durch die Wurzeln der Gleichung (33 ausdrücken: 

cotg^a)+cotg«(o' = -^Tj^,- j, 
sin^ 

COtgOJCOtg«' = -^, 

128* Wenn Flächen zweiter Ordnung , welche durch die allgemeine Gleichung^ (1) dargestellt 
werden, ähnliche sein sollen, so muss die Constanten-Bestimmung in dieser Gleichung' von der Art 
sein, dass die drei Coefficienten der Gleichung (3) dieselben Werthe behalten. Während wir, um 
auszudrücken, dass Flächen zweiter Ordnung identische sind, indem wir die Gleichung (8) der 111. 
Nummer an die Stelle der obigen Gleichung (3) setzen, drei Bedingungs-Gleichungen erhalten, er- 
geben sich hier, in Folge der Abhängigkeit der drei Coefficienten der letzt j^enannten Gleichung von 
einander, nur zwei Bedingungs-Gleichungen, für welche wir die folgenden nehmen können : 

e; =^' 






©3- 

wobei tt und x' cwei dn fiir alle Mal bestimmte Ceeetanten bedeuten. 

1(9. Die Discnssion des Falles der beiden Paraboloide knüpft sieb am einfachsten an die 
Gleicbong (3) der ItS. Nummer: 

or4+(A+A' + A")^-.(r^ + (S, + S.+S)(^y = 0. 


Das Verhältniss der beiden Wurzel -Quadrate dieser Gleichung ist unabhängig von ^ und bleibt 

also auch dann unverändert ^ wenn, ftr den Fall der beiden Paraboloide, dieser Ansdrack ver- 
schwindet. Bezeichnen wir üe beiden Wurzel-Quadrate dsreli 

und setzen, analog wie in der 187. Nummer: 

8in>4 = - tan»«« m (^^qp^T^i, 
so ergibt sich unmittelbar: 

Wenn das Paraboloid ein ellipcbdies ist, so sind S«, S« nnd fi, die im Zeichen immer ilber- 
einstimmeB, posiUv, and 4 bedentet den Winkel, den die gleichen jugeordneten Datehnesser der- 
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jenigen Darchschnitts-Ellipsen der Fläche, deren Ebenen aaf der Axe derselben senkrecht stehen, mit 
einander bilden. 

Wenn das Paraboloid ein hyperbolisches ist, so sind Sq, S^ and S negativ and o bedeutet 
die Asymptoten -Winkel derjenigen Durchschnitts - ÜTperbeln , deren Ebenen auf der Axe der Flache 
senkrecht stehen; insbesondere die Winkel, welche diejenigen beiden Erzeagenden, die in der Tan- 
gential-Ebene im Scheitel der Fläche liegen, mit einander bilden. Endlich kOnnen wir diese Winkel 
aach als diejenigen bezeichnen, unter welchen zwei Ebenen, denen die Linien der beiden Enseagon* 
gen in allen ihren Lagen parallel bleiben^ sich schneiden«*} 

Die Natur der Paraboloide ist bezüglich durch den Winkel ( oder den Winkel (o characterisirt 
Solche Paraboloide sind unter einander ähnlich, für welche dieser Winkel derselbe^ also der Aasdradc 

(A + A' + A'O* 
con^tant ist» 



8-7- 

Hotations-Flftehen« Süretoselmitte der Slftelieii swelter Ordnims* 

Krelsponcte« 

130. Wir haben in dem vorigen Paragraphen diejenig^en Flächen f welche , anter der Voraos- 
setzang rechtwinkliger Coordinaten durch die allgemeine Gleichung 

Ax« + AV + A"a»+«B"xy + 8B'xa + tBy» + «Cx+2C'7+8C"z'+D = Cl) 

dargestellt wurden, vollständig discutirt. Nur einen besondem Fall haben wir hierbei noch uner* 
drtert gelassen, nemlich den Fall, dass die Fläche eine Rotations -Fläche ist. Diesem wollen wir 
die nächstfolgenden Entwicklungen widmen und zuvörderst wieder (95), unter der Voraussetzung, 
dass die Fläche einen Mittelpunct habe, statt der allgemeinen Gleichung, indem wir 



*") Wenn wir die Entwicklungsweise der 118. Nummer beibebalten and nur^ damit die dortige Gleicliung 
<1) mit der vorstellenden CSleidiang (1) des Textes iUbereinstimme, 

— M = «Cx + «C'7 + fC"z+D s ^tr 

setzen^ so erhslten wir ffir den Fall der beiden Parsboloide durch des Verschwinden von 0« 

oder snch 

Die Winkel o sind hiemach diejenigen, welche die beiden Ebenen, deren Gleichungen 

Ax,± »^S;.y, = 0, 

oder^ in dem ursprüngUchan Coerdinaten-Sfiteme, die folgenden sind: 

A(x+a"jr + a'2)±K^Ör + b'a)«0, 

■ü efaMBder bttden. Auf. diesem Wege finden whr Atoaelbc« Amdmck fflr Ungo aU \m Ttfte* 
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" = -§; 

setzen y die folgende zu Grunde legen: 

Ax« + A'y* + A"z'' + 2B"xy + 2B'xz + 2Bjz = M. (2) 

Wir haben in der 104. Nummer nachgewiesen, dass die beiden Gleichuog-en : 

(Aa +B''b + BO — (B'a + Bb + A")a = 0, 

(B"a + A'b + B) — (B'a + Bb + A") b = 0, ^^^ 

für a und b immer drei reelle Werthen-Paare geben, und hieraus den Schluss gezogen, dass jede 
Fläche der zweiten Ordnung drei reelle Axen-Richtungen hat. In particulären Fällen können indess 
die vorstehenden beiden Gleichungen einen gemeinschaftlichen Factor des ersten Grades in a und b 
haben. Diesem entspricht, dass sie sich auf die folgende Form bringen lassen : 

B'(a+kb + OCa— m) == 0, 

B'(a+kb + l)Cb— n) = 0. 
Alsdann ist durch 

a = ni, b = n, 

die Richtung einer Axo, wie bisher, vollkommen bestimmt, während die Richtungen der beiden andern 
(auf einander senkrechten) Axen, unter der Bedingung, dass für jede derselben die Gleichung 

a + kb + I = 

befriedigt werde , beliebig ang'enommen werden können. Es folgt hieraus , dass der auf der ersten 
Axen-Richtung senkrechte, die jedesmaligen beiden andern Axen enthaltende, Hauptschnitt ein Kreis 
ist, bei welchem bekanntlich irgend zwei beliebige, auf einander senkrecht stehende, Durchmesser 
zugeordnete sind. In dem bezeichneten Falle ist die gegebene Fläche der zweiten Ordnung eine 
Rotations-Fläche, die zuerst bestimmte Axe die Rotations-Axe, die Ebene des auf ihr 
senkrechten Hauptschnittes die Aequatorial -Ebene und jede durch die Rotations-Axe gehende 
Ebene eine Meridian -Ebene der Fläche. 

Den obigen Form-Bestimmungen entsprechend, erhalten wir die nachstehende identische Gleichung: 

|Aa + B"b + B'— (B'a + Bb + A'Oa((b — n) 
= |B"a+A'b + B — (B'a + Bb+A"jbl(a-m), 

oder vereinfacht: 

(Aa + B"b + BO (b — n) + (B'a -f Bb + A'O an 
= (B"a + A'b + B)(a— m) + (B'a+Bb + A'Obm, 

und diese identische Gleichung löset sich in die naohstehenden sechs Gleichungen auf: 

B'n = B'', Bm = B", B'n = Bm , (4) 

Bn + A = B'm + A', j 
CA"— A)n =s B-B"m, ( (5) 
B'— B"n = (A" — AOm. j 

Die drei Gleichungen C^) geben übereinstimmend: 
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Die drei Gleichungen (5) können zunächst auf nachstehende Weise geschrieben werden: 

A — B'm = A'— Bn, 

A-B".- = A" — B.i, 
n n 

A'— B".^ = A"-B'.i, 
m m 

und lassen sich dann, indem man Tür m und n die eben gefundenen Werthe einsetzt, in folgende 
Doppel-Gleichung zusammenfassen : 



1' 



B'B" ^ BB" _ ^^ BB 

welche somit die beiden Bedingungen ausdrückt , unter welchen die gegebene Fläche eine Rotations- 
Fläche ist. Nach der Bezeichnungsweise der 10. Nummer geht die letzte Doppel-Gleichung in die 
nachstehende über: 

B ~ B' ~ B" • ^^ 

Um den gemeinschaftlichen Factor. (a + kb + 1) der beiden Gleichungen (3) zu bestimmen, 
brauchen wir bloss etwa die erste derselben durch (a — m) au dividiren. Alsdann ergibt sich za* 
nächst als Quotient des ersten Theiles dieser Gleichung: 

B'a-hBb, 

und als Rest : 

(A"— A+B'm)a + (Bm— B'Ob — B', 

ein Ausdruck, der, wenn wir Tür m seinen VVerth aus (4) und für (A" — A) seinen Werth ans (7) 
einsetzen, in den folgenden übergeht: 



BB' ^, BB' 

Der vollständige Quotient ist also; 



— .a — B' = — (a — m). 



BB' 
B'a + Bb + -g^T- = B'(a+ kb + 1). (9) 

131. Wenn die durch die allgemeine Gleichung 

Ax* + A'72 + A'^* + 2B"xj + 2B'xz + «Bjz + 8Cx + 2C'j + SC'z + D = (1) 

dargestellte Fläche einen Mittelpunct hat, und wir die Coordinaten dieses Mittelpnnctes (lorch z', V 
und x' bezeichnen, so wird, nach dem Vorstehenden, die Rotations -Axe durch die folgendca 
Gleichungen dargestellt: 

X — x' = m(z — z'), y — )' = n(z— z'), 

welche, indem Mir für m und n die obigen Werthe substituiren, in die folgende Doppel -Gleichung 
übergehen : 

B(x~xO = B'(j— jO = B"(z— z'). CW) 

Nehmen wir femer: 

X — x' = a(z — z'), (J — y') = b(z— z), 



f ' 
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für die Gleichangen einer der unendlich Tielen Axen, die auf der Rotations-Axe senki^dit stdien, s6 
milssen a und b den ersten Theil der identischen Gleichung (9) befriedigen , wonach 

^ _b_ 1 _ 
Eliminiren wir a und b zwischen den letzten drei Gleichungen, so kommt: 

für die Gleichung der Aequatoriai-Ebene. 

Dieselbe Gleichung hätten^ wir auch unmittelbar durch die Erwägung erhalten können , dass die 
Aeqnatoriai-Ebeno auf der Rotations-Axe senkrecht steht. 

132. Für den Fall der beiden Paraboloide. ist die Richtung der eigentlichen Axe durch die 
folgenden beiden Gleichungen C107): 

^03 S^ Wjj Bj 

g^egeben. Wenn die Fläche eine Rotations -Fläche sein soll, so verwandein sieh die vorstehenden 
Ausdrücke» nach der Bedingungs-Gleichung C^), die aach hier ihre Geltung offenbar behält^ in die 
folgenden: 

B" , B" 

a = - = m, »> = Br = "- 

Die Doppel-Gleichung. (10) stellt also, wenn wir hier durch z*, y und x^ die Coordinaten des Scheiteid 
der Fläche bezeichnen, die Rotations-Axe, und die Gleichung (11) die Tangeutial-Ebene im Scheitel dar. 
(107). Alle Durchschnitts-Curven in Ebenen, die dieser Tangential-Ebene parallel sind, sind Kreise. 
Es ist klar, dass nur ein elliptisches Paraboloid eine Rotations-Fläche sein kann, und, dem 
entsprechend, ist leicht zu zeigen, dass dieWerthe von St Si, S^ wenn 3 verschwindet, in Folge 
der Bedingungs-Gleichungen (S) sämmtlich positiv sind. Denn aus der Zusammenstellung der vor- 
stehenden doppelten Werthe für a und b ergibt sich: 

B" B" 

*13 n '«l» ^03 jj/ •^IJ 

und wenn wir in den verschwindenden Ausdruck für ©3, dem wir auch nachstehende Form geben 
können: 

A"H,^B^os-B'W,„ 

substituiren und den gemeinschaftlichen Factor S^ fortlassen: 

BB" BB" 

Neben diese Bedingungs - Gleichung stellen sich, nach dem Principe der Symmetrie, sogleich die fol- 
genden beiden: 

BB' B'B" 
^ +-1^ + "B~"=®' 

^ . BB' B«^ ^ ^ 
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Ans den beidoi letiten Gleidiangeo erhalten vir lutdi einer einiadMB Mnltiplieation: 

S^ = AA'-B"^ = B^ + B'« + (^y, (13) 

voraus vir sehen, dass S2 and folglich, nach den Gleichung'en IV der 10. Nammer, aach Hi nnd S 
positive Werthe haben. Zugleich erhalten vir hier, ifir den Fall des elliptischen Rotations- Panbo- 
loids, die folgende symmetrische Bedingungs-GIeichong: 

^ , ^ . ^ Z' BB' . BB" , B'B"N* ,.« ^ 

S+St + S2 = (^■-pr+"B7-+-B-j • 03, a) 

Für den Fall des C7I Inders bestehen die Bedingang^-Gleichongen (8) in Verbindong mit den 
Bedingungen, dass 03 und <!> gleichzeitig yerschvinden. So vle eine Rotations- Fläche, vas eben 
beviesen vorden, kein hyperbolisches Paraboloid sein kann, so kann sie auch kein hyperboli- 
scher Cylinder sein. 

133. Wenn vir zusammenfassen, so ist ersichtlich, dass eine Rotations-Fläche der zveiten 
Ordnung entsteht, venn irgend eine Curve derselben Ordnung um eine ihrer beiden, immer reellen, 
Azen sieh dreht. Diese Conre kann eine reelle oder imaginäre Ellipse sein : dem ersten Falle ent- 
spricht ein reelles, dem zveiten ein imapnäres Rotationa-EUipsoid. Die Corvo kann eine Hyperbd 
sein, nnd je nachdem diese um ihre reelle oder imaginäre Axe sich dreht, entsteht ein zveisdialigeB 
oder einschaliges Rotations-Hjperboloid. Die Cunre kann in ein System von zvei reellen oder ima- 
ginären geraden Linien übergehen, und sich nm eine derjenigen beiden immer reellen geraden Unien, 
velche die Winkel derselben halbiren, drehen: dann ergibt sich ein Rotations-Kegel oder Rotations- 
Pnnct. Dreht sich eine Parabel am ihre eigentliche Axe, so entsteht ein Rotations-Paraboloid; 
drdien sich zvei reelle oder imaginäre oder zusammenfollende parallele gerade Linien am ihre 
Blifttel-Linie, so gebt ein Rotations-Cjlinder berror, der reell oder imaginär ist, oder in eine gerade 
Linie ausartet. 

In den Fällen der Parabel nnd zveier Parallel-Linien liegt die zveite Axe unendlich veit: eine 
Drehung um eine solche Linie aber ist eine parallele Verschiebung nach einer Richtung^ die auf der 
Ebene der Parabel nnd der beiden Parallel-Linien steht ; so dass einmal ein parabolischer Cjlinder, 
das andere Mal ein System zveier parallelen Ebenen, die reell und imaginär sein und auch zusammen- 
fallen können, hervorgeht. Hiermit in Uebereinstimmnng lassen sich aus den drei Bedingongs- 
CHeicbungen 

S.^ = 0, St = 0, S = 0, 

die Bedingnngs* Gleichungen (8), velche überhaupt anzeigen, dass die bezfigliche Fläche eine Rota- 
tions-Fläche ist, sogleich ableiten. 

134. Wenn die beiden Gleichungen CD identisch verden, und diess fordert: 

A = A' s= A", B = B' = B", 

so kann die Richtung jeder beliebigen geraden Linie als Axen-Richtung genommen Verden. Unter 
diesen Bedingungen ist die bezfigliche Fläche eine Kugel. 

133. Wenn vir Überhaupt eine Rotations -Fläche, unter der Voraussetzung, dass sie einea 
Mittelpunct hat, vie in der 111. Nummer dorcb folgeade Gleidiung darstelloi: 

Jx« + J'j« + J"i« + «JJ"xy + jBiB'xz + SÄ^z = 1, 
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80 gdien die GleidiiuigeB (4) derselben Kammer, wemt wir für a ud b £e aaC die Rotatioas-Axe 
sieb bezidiendea Werthe (6) eiaeetzen oad logleicb den reeiprokeu Wertb der balbea Lttoge dieser 
Axe dorcb s beseidmen, in die foijpenden über: 

Äddirea wir diese Gieichangea, so liommt: 

Da ferner, wenn wir das Quadrat des reciproken Werthes jeder der beiden andern einander gleichen 

Halb-Axen durch o-*^ bezeichnen (111,(83), 

^ + J' + ^" = s» + 2a2 
i 

ist, so findet sich, wenn wir abziehen und den gemeinschaftlichen Factor S fortlassen : 

Eliminirt man endlich nach einander aus jeder der Gleichungen (14) und der vorstehenden s^, 
80 kommt: 

Wenn wir, der Kürze wegen, 

BB' BB'' B'B" _ 
'W^lsT'^ B ~ ' 

setzen, so erhalten wir, nach dem Vorstehenden, die folgenden sjmmetrischen Ajnsdrttcke: 

S+«n = 3s«, 

2 — Hasair«.*) (17) 



*> Wenn einer der drei C«efficienten B, B' B'*^ etwa der leiste derselben, versch «rindet ^ so verlieren die 

vorstellenden Gleichungen (li) — (17) ihre unmittelbare Geltung« Wir sehen sunichst, dass alsdann 

zugleich mit B*' nooh ein zweiter der drei Coefficienten, etwa B', verschwinden muss. Dann erscheint, 

JB'H" B** 

während — - — verschwindet^ — unter der unbestimmten Fdrm — , und wem wir ditaen Aaadruck awi« 
B B* 



scheu den beiden Gleichungen: 

P ^ ^ ^ — ^. 

B' ' B 



B** Ä' 



eliminüreo, ao koami: 



as* 
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Wenn die Ausdracke für s^ and o-^ beide positiv sind, so ist die FlSche ein Rotations-EUipaoid oder 
Sphäroid wenn beide negativ sind, ist dieselbe imaginär« Wenn die Aiisdr&cke ffir s^ und 
a^ entg^egen^esetzte Zeichen haben, ist die Fläche ein Hyperboloid und zwar, je nachdem der Ans- 
drack für s'^ oder der Aasdruck für a^ positiv ist, ein zweischalig>es oder ^in einschaliges. 

136. Jede Curve der zweiten Ordnang mit einem Mittelpuncte hat bekanntlich vier Brennpancte, 
Ton denen zwei immer reell and zwei immer imaginär sind. Dreht eine solche Corve sich am 
diejenige Axe, auf welcher die beiden reellen Brennpuncte liegen, so fallen die beiden reellen Brenn- 
puncte aller Meridian-Curven der entstehenden Rotations-Fläche in dieselben beiden Pancte zusammen 
nnd heissen alsdann auch die beiden Brennpuncte dieser Fläche* Dreht sich hingeg^en eine 
Curve der zweiten Ordnung um diejenige Axe, welche durch die beiden imaginären Brennpuncte g-eht, 
80 beschreiben die beiden reellen Brennpuncte einen Kreis, welcher in der Aeqnatorial-Curve der 
entstehenden Rotations -Fläche liegt und der geometrische Ort für die Brennpuncte aller iMeridian- 
Curven ist. Diesen Kreis nennen wir den Focal-Kreis der Rotations-Fläche. Ein verlänger- 
tes Sphäroii^ entsteht durch die Umdrehung einer Ellipse um ihre grosse Axe, ein abgeplattetes 
Sphäroid durch die Umdrehung einer Ellipse um ihre kleine Axe* Es unterscheiden sich hiernach 
diese beiden Arten von Ellipsoiden, zwischen denen die Kug'el den Uebergang bildet, durch das Zei- 
chen des Ausdrucks von (s*^ -- o-^}, der im ersten Falle negativ, im zweiten positiv ist. Jenem ent- 
spricht also: 

n<o, 

diesem entspricht: 

n >0. 

im ersten Falle hat die Fläche zwei Brennpuncte, aber keinen reellen Focal-Kreis« Um aaf der 
Rotations-Axe die Lage von jenen zu bestimmen, brauchen wir bloss ihren Abstand vom Mittel- 
puncte zu kennen. Für das Quadrat desselben erhalten wir sogleich : 



Diese Gleichung druckt also, in Verbindong mit B'' = und JET' = 0, aus, dass die fragliche FUche 
eine Rotations-Flache ist Ferner ist alsdann 

a^ = ^, »« = A' + A''—A, 

nnd 

n = ^'+^"-2^. 

Die geometrische Nothwendigkeit der vorstehenden analytischen Reaultate ergibt sich leicht 
Eine Rotations-Flache wird nemlich von jeder durch den Mittelpunct gehenden Ebene so geschnitten^ dass 
ein Durchmesser der Durchschnitts - Cunw mit einem Dntchmesser der Aequatorial - Curve susammenfaUt 
Dieser Durchmesser ist, weil er überhaupt der grosste oder kleinste Durchmesser der Flache ist, eine 
Axe der Durchschnitts-Curve, und fallt, wenn wir die Schnitt-Ebene, welche eine gans beliebige Richtung 
hat, als Ebene XZ nehmen und i^' = setzen, entweder mit der Coordinaten-Aie X oder der Coordi« 
naten-Axe T zusammen. Findet das Erstere Statt, so kommt o' = A. Dann ist aber auch derselbe Durch- 
messer eine Axe der Dnrchschnitts-Curve in der Coordinaten-Ebene XZ und somit auch B* = 0. 

Ebenao loset sich auch die Bedingungs-Gleichung (7), welche sich auf die Coefficienten der nrspriing- 
lichen Gleichung der Flache bezieht, für besondere Lagen dieser letztem gegen die Coordinatea-Axen, in 
die folgenden Systeme von drei Gleichungen auf: 

B" = 0, B' = 0, (A - AO(A — A'O— B».=: 0, 
B" = 0, B = 0, (A' — A)(A' --A'0-B'*= 0, 
B' =0, B «0, (A"~A)(A"-A')-B"*=0* 
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Im zweiten Falle hat die Fläche keine reellen Brennpancte, aber einen reellen Focal-Kreis in der 
Aequatorial-Ebene, Aussen Radius gleich ist: 

Ein zweischaliges Rotations-Hyperboloid; Tiir welches immer 11 > 0, hat zwei reelle Brennpancte 
deren Abstand vom Mittelpuncte der Fläche durch den Ausdruck (19) bestimmt ist. Ein eioschali- 
ges Rotationö-Hjperboloid, für welches immer 11 <1 0, hat keine reellen Brennpnncte, aber in der 
Aequatorial-Curve einen reellen um den Mittelpuiict beschriebenen Focal-Kreis, dessen Radius dem 
Ausdrucke (18) gleich ist. 

Auch eine imag-inäre Rotations-Fläche hat entweder zwei reelle Brennpuncte oder einen reellen 
Focal-Kreis. 

Ein elliptisches Rotations-Paraboloid hat nur einen reellen Brennpunct, ein parabolischer 
Cjlinder nur einen Focal-Kreis, der in eine gerade Linie ausgeartet ist. 

137. Um die in dem Vorstehenden entwickelten Werthe von s^ und a^ durch die Coefficienten 
der ursprünglichen Gleichung der Fläche 

Ax« + A'y4 + A"z« + 2B"xy + «ß'xz+ «Byz+«Cx + «C'y + «C"z+D = 
auszudrucken, brauchen wir bloss die Coefficienten der zu Grunde gelegten Gleichung mit den enU 
sprechenden dieser ursprünglichen (die Cursiv-Schrift mit der gewöhnlichen) zu vertauschen und s^ 

und o-^ mit M zu multipliciren, indem wir Tür M, im Allgemeinen, [ — — ] und in dem Falle des 
Cy linders f — -—^J einsetzen. (111) 

Für den zuletzt genannten Fall des Cylinders verschwinden die Ausdrücke für s^, wonach: 

2 + 2n= 0, 
und für den Radius der parallelen Kreis- und Hauptschnitte erhält man 

1 ^ _i_ 

er y—n' 

inronach das Zeichen von 11 bestimmt, ob der-Cylinder ein reeller oder imaginSrer ist. 

Was die Bestimmung* der Dimensionen des Rotations -Paraboloids betrifft, so ist diese bereits 
schon in der 124* Nummer enthalten. Denn der dort betrachtete Fall, dass die beiden Parameter des 
elliptischen Paraboloids einander gleich sind, ist derjenige, dass dieses Paraboloid eine Rotations- 
Fläche ist. Die Gleichungen (IS) und (lS,a) nemUcb, welche im lelatem Falle bestehen 
führen, wenn wir addiren, zu der folgenden : 



/ BB' BB" B^B^A 



die, wjenn wir quadiren und zugleich die Gleichung (13, a) berücksichtigen, die Bedingungs- 
Gleichung 

(A+A' + A'O^ «:4(Sa + S4+B) 

liefert weldienach den angezogenen Nummern ausdrückt, dass die beiden Panuntter tfoander gleieh ftind. 
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welche wir für eine derjenigen beiden nehmen können, welche aasdr&cken, dass die Fläche C^!) ^^^ 
Rotations - Flädie ist. Wenn wir diese durch die allgemeine Gleichung, welche den ErOrtemngea 
der 137« Nummer zu Grnnde gelegt ist, darstellen, so kOnnen wir der letzten Oleiehang die folgenden 
Formen geben: 

HCA'-A'0+S,CA"-AD+B,(A-AO = 0, 
AcHi-S,3+A'CE,-S)+A"CS-S,) = 0, ^^^ 

und dann neben die Doppel-Gleichung* (o) der eben angezogenen Nummer stellen. *) 

Wenn wir, unter der Voraussetzung, dass die Bedingangs - Gleichungen (S) befriedigt werden, 
aus dem ersten Theile der Gleichung (3) die Quadrat- Wurzel ziehen, so ergibt sich 



^A'-^<T^.x± \^A'^(y^.j± yjf'^iy^.z = 0, 

wo die Vorzeichen so zu bestimmen sind*, dass das Product der Coefficienten von x und y mit B^', 
der Coefficienten von x und z mit B^ und der Coefficienten von j und z mit B im Zeichen überein- 
stimmen. Setzen wir für o-^ die gefundenen Werthe und dividiren wir dann durch V^B'S'^ so 

kommt : 

X y , ^ ^ 

Diese Gleichung stellt also die Aequatorial- Ebene der Fläche dar. Die Rotations-Axe erhalten wir, 
unmittelbar und' in Uebereinstimmung mit der Gleichung C^}, durch die Bedingung, dass dieselbe auf 
der Aequatorial-Ebene senkrecht steht. 

130. Wenn wir die drei Gleichungen (JS) addiren, so kommt: 

« 
und wir erkennen sogleich, dass diese Gleichung keine andere ist, als diejenige^ welche wir erhalten, 

wenn wir die Gleichung (43 in Beziehung auf a^ differentiiren. Wir können hieraus, wie bekannt, 

den Schluss ziehen, dass die Gleichung C-13 zwei gleiche Wurzeln hat, deren gemeinsamer Werth 

auch die Gleichung (63 befriedigt. Zwei der dreiAxen einer Fläche der zweiten Ordnung müssen dem 

nach einander gleich sein, wenn die Fläche eine Rotations-Fläche sein soll. 

140. Auch das Umgekehrte findet Statt und eine Fläche der zweiten Ordnung ist dann noth- 
wendig eine Botations-Fläche, wenn zwei ihrer dreiAxen einander gleich sind» Diess kommt danuf 
hinaus, dass die Gleichung (93» '^^ Folge der Gleichung (43, in die drei Oleichung^en (53 sich auf- 
löset» Es ist leicht nachzuweisen, dass dieses wirklich der Fall ist. Zu diesem Ende bemerken wir 
zuvörderst, dass die folgenden drei Ausdrücke: 

(i< — cr23(^'— O — Ä"2, (^_o-«3(.4"-<r«3— J'S C4'— cr'3C^— o'*3— *S 

im Zeichen übereinstimmen. Denn der erste Theil der Gleichung^ (43 geht, wenn wir (A — a-), 
(^'— a^3»C^"— <r^3,i?",Ä' und B bezttgUch mit A,A', A",B",B' und B vertausehen, in das 03 der 
10. Nummer über. Wenn aber 0^ verschwindet, so haben nach den identischen Gldcfcnngea IV 
der eben angezogenen Nommev JS^, ^^ und M dasselbe Zeichen« Diesen Ausdrüd[en entsprechen aber 



*) In Gleichungea^ die in Uesiehung auf die ConsUnten der Gieichung (1) homogen sind; können wir »ogletch 
« die CnreiT-Schrifl mit der gewöhnlichen Schrift Tertaaachen. 
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die fmglicben drei AusdrBcke, die also ebenfalls nnter einander gleiches Zdelien haben» Sehraben 
wir hiemaeh die Oleichon^ (9) anter der nachstehenden Form : 

80 ist klar 9 dass sie nar dadurch befriedigt werden kann, dass sie in die drei Gleichongen CS) 
zerfällt. 

Wir haben hiernach in dieser Nummer einen dritten gleich einlachen Weg gezeigt, den wir bei 
der Discussion der Rotations-Flachen einschlagen können.*) 

141. Wir haben in der 138. Nummer gezeigt, dass, wenn wir durch o* den reciproken Werth der 
Länge einer der drei Halb-Axen der durch die Gleichung Ql) dargestellten Fläche zweiter Ordnung bezeich* 
nen, die Gleichung (3) ein System von solchen zwei Ebenen darstellt, welche die Fläche in zwei Kreisen 



*) Auch Herr Cauchy knüpft die Bestmunang^ der Rotations -Flachen daran ^ dass eine solche Flache zwei 
gleiche Axen hat. Er verfährt hierbei im Wesentlichen auf folgende Art. Die Gleichung^ deren Wurzeln 
die Quadrate der recipoken Werthe der drei Halb-Axen sind: 

lasst sich unter der folgenden Form schreiben: 

und wenn wir^ der Kiirze halber, « x 



= X, A^ jjT- = fi, 



B ~ ' Ä' ~ ^' B'' — 

setzen und durch BB'B'^ (a>--Xi(<j« — (üi)(cr* — v) diWdiren, auch folgendergestalt: 

t 1 1 

B^ B'^ B''^ 1 _ 

ir*-.3l^<r^— fi"*'<r^— V BB'B'' ^ 

niüerentüren wur diese Gleichung in Beziehung auf <;% so kommt: 

1 1 1 

B- J-« B'^^ 

(^•i— i)*^ C^*— rt* ^Qrt^yyi ''' 

und diese Gleichung kann nur dann befriedigt werden^ wenn 

Diese Gleichungen sind keine andern^ als die Gleichnngen (18) der 1S5. Nummer. — (Eigentlick 
folgt nur^ dass a* irgend zweien der drei Werthe X^ ^ und v gleich ist Das Mangelhafte der Schluss« 
weise wird aber durch das Princip der Symmetrie ergänzt.) Ueber die Theorie des Lichtes. Nach einem 
lithographirten Memoire des Freih. A. L. Cauchy^ frei bearbeitet von F. X. Moth. Wien 1848. (II. Ueber 
Flachen der zweiten Ordnung). 

»4 
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9oliiiei4et und w«)eli« ur iwn raBuiianieiifUleii, irenn diese FUdie eine BotatfoiM-Flädie ist. Um in 
eine genauere Discassion solcher Kreiflsclinitte eloji^ai^en, wollen wir die GieielHnig der Fläelie anC 
die drei Axen derselben als Coordinalen-Axen beziehen and zavörderst den Fall des EUipsoids be- 
trachten. Diese Gleichung sei demnach: 

X« y* z^ 

dann ist 

X* y* z^ 

p + p-^p = 1 CllD 

die CHetchong einer Kngel, die nm denselben Mitteipsnct mit einer der drei Halb Axen, für welche 
wir hier ß genommen haben^ als Radios beschrieben ist« Ziehen wir ab, so kommt: 

Diese Gleichung entspricht der Gleichung (3) und stellt zwei Diametral -Ebenen dar, welche die 
Fläche in Kreisen schneide«, deren Radien gleich § sind. Diese Ebenen sind nnr dann reell , wenn 
die Halb-Axe ß, der Grösse nach, die mittlere der drei Halb-Axen der Fläche ist Ist ß die ^dsste 
oder die kleinste Axe, so sind diese beiden Ebenen imaginär, schneiden sich aber fortwähreqd ii 
einer reellen geraden Lbie, nemlich eben in dieser Axe, oder, was hiermit gleichbedeotend ist, dam 
stellt die letzte Gleichnng einen elliptischen Cjlinder dar, der durch das Verschwinden zweier seiner 
Dimensionen sich auf diese Axe reducirt hat Wir wollen in dem Nachstehenden voraussetzen, es sei: 

«* > ß^ > y^- cm 

Dann sind nur die beiden durch die Halb-Axe ß gehenden, und also auf der Ebene der grössten 
und kleinsten Axe des Ellipsoids senkrecht stehenden , Kreisschnitt - Ebenen reell ; die Kreisschm'tt- 
Ebenen, welche durch jede der beiden andern Halb-Axen a und y gehe)i, sind imaginär. Jede der 
drei mit den drei Halb-Axen, als Radien, um den Mittelpunct beschriebenen Kugeln berührt das 
EUipsoid in den beiden Endpnncten der bezuglichen Axe, aber nur die mit der mittlem Halb-Axe 
ab Radius beschriebene Kugel schneidet die Fläche, indem sie dieselbe berührt. Für die beiden 
reellen durch den Mittelpunct der Fläche gehenden Kreisschnitt -Ebenen ergeben sich, indem wir 
die Gleichung C19') in ihre b«dfn Factoren zerlegen, die folgenden beiden : 

Alle Schnitte des EUipsoids, die in Ebenen liegen, die diesen beiden Diametral-Ebenen parallel sind, 
sind ebenfalls Kreise und der Ort der Mittelpuncte dieser Kreise diejenigen beiden Durchmesser 
der Fläche, welche den beiden Diametral -Ebenen oonjugirt shid. Diese beiden Durchmesser liegen 
also in der Ebene der grdssten und kleinsten Axe und bilden mit denjenigen beiden, in wddien die- 
selbe Ebene von den beiden Kreisschnitt - Ebenen (1^) geschnitten wird und deren Länge gltiA 2^ 
ist, zwei Paare zugeordneter Durchmesser der Ellipse, welche a und y zu ihren Halb-Axen hat. Sie 
hiemadi durch die folgenden beiden GReichungen dargestellt: 



•• -l^-M-x'-i^-i-.ir-' 



oder 
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y = 0, V^|^«~y*(.i.T »^t«i~^»|.- = 0, (15) 

and wenn wir ihre gememschaftliclie Länge durch 9 beireichnen, ergibt sich 

3^ + ß^ = a« + y2. (16) 

Jeder Punct, der beliebig anf einem der beidoi darch die Oleiclong QiS) dargestellten Dorch- 
messer angenommen wird, ist der Mittelpanct eines Durchschnitts -Kreises, dessen Ebene anf der 
Ebene der grössten und kleinsten Axe senkrecht steht. Der Radios dieses Kreises nimmt ab, wenn 
der Mittelpanct desselben aaf einem dieser beiden Durchmesser vom Mittelpanct der Fläche sich ent- 
fernt, and redacirt sich aaf einen Punct , wenn dieser Mittelpanct mit dem Endponcte eines dieser 
beiden Darchmesser zosammenrällt Die yier auf diese Weise bestimmten Pancte, heissen dieKreis^ 
pancte der Fläche: sie bilden den Uebergan^ von den reellen zu imaginären Durchschnitts- 
Kreisen. Ihre Entfernung vom Mittelpancte der Fläche ist ^, ihre Coordinaten bei den vier mög- 
lichen Zeichen-Zusammenstellungen: 

Um die Kreisschnitte eines Ellipsoids, dessen drei Axen gegeben sind, zu constrairen, brauchen 
wir nur, nach dem Vorstehenden, in der Ebene der grössten und der kleinsten Axe um den Mktel* 
panct dnen Ejreis zu beschreiben mit einem Radius, der der halben mittlem Axe gleich ist. Dieser Kreis 
schneidet diejenige Ellipse, welche die beiden erstgenannten Axen auch zu den ihrigen hat> in vier 
Pancten, die sich paarweise durch zwei Durchmesser verbinden lassen. Senkrecht auf der bezeich- 
neten Ebene und parallel mit diesen beiden Durchmessern sind die Kreisschnitt-Ebenen der Fläche. 
Die vier Kreispnncte der Fläche sind diejenigen vier Pancte der eben bestimmten Ellipse, in welchen 
sie von einem Kreise geschnitten wird, der aus demselben Hittelpuncte mit einem Radios 8 beschiie* 
ben ist. Um ^ zu erhalteb, braaehen wir nur einen Brennp unct deijeiBgeii Ellqpee, weldie die grOsste 
und mittlere Halb-Axe den Fläche, a und ß, zu den ihrigen hat C«in solcher Brcnnpunct liegt auf der 
grössten Axe), mit dem Endpuncte der kleinsten Axe zu verbinden; die Länge dieser Linie ist als- 
dann gleich i. Wir könnten auch aus dem Endpuncte der mittlem Axe, als Mittelpanct, in der 
Ebene der grössten ond kleinsten Axe, emen Kreis beschreiben, mit ehern RaMa», der der Eittfer- 
nan|^ der Scheitel der letztgenannten beiden Axett gleich ist. Dieser Kreis sefaneidet alsdann ü^ 
Ellipse vtAt der grössten und kleinsten Axe in den vier Kreispanclen der fläche. 

142. Für den Fall der beiden Hyperboloide wollen wir ebenfalls an den Bedingungen (1$} fest* 
halten. Ist das Hyperboloid ein zweisehaGges, wo alsdann ß^ und f^ negative Werthe erhalten and 
wir ßf und 7, fttr ß^ — 1 und y*^— 1 schreiben wollen*), so gehen die fraglichen Bedingungen 
in die folgenden fiber: 

«*>0, r.^>?,^ , (18) 

Die Oleidumg der Fläche ist: 



Zan\ Behuf der Bestimmung der Dünensionen einer hyperbolischen Flache bedienen wir uns^ um das Ima- 
ginäre zu umgehen^ des Ausdrucks Neben-Axen. Jeder der Grosse nach imaginären Axe entspricht 
eine reelle Neben -Axe. Bit Quadrate von beiden sind einander gldch^ haben aber entgegengesetzte 
Zeichen. 

A4* 
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Ü-Z!-.^«l. (19) 

das bisher reelle System der beiden Kreissehniti-Ebenen HZ) wird aber imaginär and muss mit dem 
folgenden yertaoscbt werden: 

Diese Gleichmig löset sich in die folgenden beiden auf: 

Velche zwei reelle Ebenen darstellen, die, in der ^rOssem Neben-Axe (t/;) sieh schneidend, auf der 
Ebene der reeUen Axe nnd der kleinem Neben-Axe senkrecht stehen. Die Dnrchschnitts-Exeise selbst 
aber sind imaginär, weil ihr Radios y oder y, ^ — 1 imaginär ist. Jene reellen Schnitt-Ebenen be- 
gegnen der Fläche also nicht, woraus zugleich folgt, dass die beiden ihnen zugeordneten Dordi- 
mesaer, deren Gleichungen 

z = 0, j/|y,l_ß,a|.i HF |/|a« + y,M.-f = »» C») 

a Pf 

die Fläche in reellen Functen schneiden. Die vier Kreispuncte der Fläche, die in der Ebene der 
reellen Axe und der kleineren Neben-Axe liegen, sind also reell; fdr ihre Coordinaten-Werthe 
linden wir: 



z = 0, x=±al/' 



FOr die Entfernung dieser Puncte vom Mittelponete der Hache, oder mit andern Worten, far die 
Länge desjenigen Halb-Durchmessers der in dem eben bezeichnetoi Hauptschnitte liegenden Hyporbel, 
dessen zug'eordneter y V — j ist, ergibt sich, ähnlich wie früher: 

a^-^/ = a^-ßA (84) 

Um i z« constmiren, wollen wir durch einen Seheitel der reellen Axe der Fläche, senkrecht 
auf dieser, eine Ebene legen. Diese Ebene , welche die Fläche beriihrt, schneidet ihren Asymptoten- 
Kegel in einer reellen Ellipse, deren Halb-Axen // nnd ^, sind. Die Brennpuncte dieser Ellipse liegen 
auf der grossem dieser beiden Halb-Axen }>, welche der Axe Z parallel ist. Der Abstand diesa 
Brennpuncte von dem Scheitel der reellen Axe der Fläche ist gleich Kt//^ — ^/^j» ihr Abstand Tom 
Mittelpuncte der Fläche ist also gleich 9. Um die Kreispuncte eines zweischaligen Hyperboloids zu 
bestimmen, brauchen wir hiemach nur um den Mittelpunet desselben, in der Ebene der reellen Axe 
nnd der kleineren Neben-Axe, mit einem Radius i einen Kreis zu beschreiben. Dieser Kreis schneidet 
die schon eben bezeichnete Hyperbel, welche dieselbe Axe und Neben-Axe auch zu den ihrigen hat, 
in vier Functen, die, weil in Folge der zweiten Bedingung (18) 2^ >• a^ nothwendig reell sind. 

Die Kreisschnitt-Ebenen des zweischaligen Hyperboloids sind zugleich auch die Kreisschnitt- 
Ebenen des Asymptoten-Kegels desselben. Diejenige Ebene, welche die Fläche in einem Kreispuncte 
berührt, schneidet den Kegel in einem Kreise, dessen Radius^ der halben grossem Neben-Axe gleich 
ist. Sind zwei nicht parallele Kreisschnitte des Kegels bekannt, so schneiden diejenigen beiden 
Durchmesser desselben, welche durch den Mittelpunet dieser Kreisschnitte gehen, die Flächen in d^ 
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Tier Kreispiineten. Dieae beiden Darehmesser sind der geometrische Ort fBr die Kreii^unete allef 
xweisdiaügen Hyperbeloide, welche denselben Asymptoten-Kegel haben. 

143. FBr das einschaiige Hyperboloid vollen wir die folgende Oleichnng 

X« y* z^ 

nehmen, and in üebereinstimmung mit (13) 

setzen. Dann erhalten wir fdr das System der beiden reellen Kreisschnitt-Ebenen die Gleichang: 

oder aa%elöset: 

and ffir die Gleichungen derjenigen beiden Darchmesser, welche der geometrische Ort für die Mittel- 
pancte der Kreisschnitte sind : 

x = 0, »^|a' + r/l j-T V^|a»-^«|i- = 0. («8) 

Die Kreisschnitt-Ebenen (S7) schneiden sich in der grossem reellen Axe der Fläche und stehen also 
. auf der Ebene der kleinem reellen Axe und der Neben-Axe senkrecht. Wir können sie am einfach- 
sten Gonstroiren, wenn wir ihre Durchschnittslinien mit dieser Ebene bestimmen. Zu diesem Ende 
beschreiben wir in dieser letztem aus dem Mittelpuncte der Fläche mit einem Radius gleich a einen 
Kreis. Dieser Kreb schneidet die Dnrchschnitts-Hjperbel in derselben Ebene in vier Puncten, welche 
nothwendig reell sind, weil die reelle Halb-Axe dieser Hyperbel gleich ^y und also der Voraus- 
setzong nach kleiner als a ist. Diejenigen beiden Durchmesser, welche diese vier Puncte, paarweise 
genommen, verbinden, sind die gesuchten beiden Durchschnittslinien. 

Da die beiden Ebenen (27) das einschalige Hyperboloid in reellen Kreisen schneiden (der Ra* 
dios dieser Kreise ist gleich a}, so folgt, dass die beiden zugeordneten Durchmesser (28) der Fläche 
nicht begegnen. Das einschalige Hyperboloid hat keine reellen Kreispuucte. 

144. Eine Kegelfläche ist als ein einschaliges oder zweischaliges Hyperboloid zu betrachtenr, 
dessen Axen Tcrschwinden, aber bis zum Verschwinden ein hestimmtes Verhältniss behalten. Stellen 
wir dieselbe durch die folgende Gleichung dar: 

«^ ^,^ r."" 

so können wir^ indem wir aus derselben einen geraden elliptischen Kegel schneiden, die Halb- Axen 
der Basis durch §, und 7> (wir nehmen letztere fiir die grössere) und die Höhe desselben durch a 
bezeichnen. Dann bleiben (21) die Gleichungen der durch den Mittelpunct desselben gehenden Kreis- 
schniU-Ebenen, in welchen der Kreis sich auf einen Punct reducirt, und (23) die Gleichungen der 
diesen Kreisschnitt-Ebenen zugeordneten Durchmesser. Diese liegen in demjenigen Hauptaefanitte des 
Kegels, welcher die kleinere Axe der Basis enthält; senkrecht auf diesem Hauptschnitte stehen die 
Kreisschnitt-Ebenen, deren zwei in der grossem Axe der Basis sich schneiden. 



2 .-5 = 0, 
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14& Adek die Discossion des Falles eines elliptisclieii Parabololds kövam vir au den 
Vorsteliendeii onmittelbar ableiten, wenn wir ans dasselbe als ans einem BiBpeoid dadurA fcerror- 
gegangen denken , dass a, ß and y anendlich gross geworden sind, zngleieb aber berfieksiehti^en^ 
dass a von derselben Ordnongr ist, als ß^ und j\ Wenn wir za diesem Ende den AnCangspnncC 
der Coordinaten in einen Scheitel der grössten Axe des Ellipsoids (tO) verlegen, so wird die Glei- 
chung desselben: 

x^ y^ z^_Sx 

Für den Fall des Paraboloids und fdr Pancte desselben, die nicht unendlich weit Hegen, yersdiwiB' 
det das erste Glied dieser Gleichung gegen die übrigen, so dass die Gleichung dieser Fläche die 
folgende, auf ihren Ursprung hinweisende, Form annimmt: 

ß« + y» - a ' <^ 

die wir aacb, indem vir 

<*' - » »'* - c 

selaen, wo p and q die halb'» Parameter der beiden Haaptochnitte be4ealea, auf folgende Wase 
sdireiben können: 

Hiemacb verwandelt sieh femer , am die Richtung da: Kreisschnitt-Ebenen für das elliptiscl« Pata- 
boloid za bestimmen, die Gleichang (IS) in die folgende: 



X* 



= (f^-l)«'. Öl) 



8^ 
wo wir ^aaeh durch das Verhältniss der beiden Halb-Axen-Quadrate irgend einer Durchschnitts-Ellipse, 

deren Ebene auf der Axe des Paraboloids senkrecht steht, so wie durch — ersetzen können. Die 
durch den Seheitel der Fläche gehenden Kreisschnitt-Ebenen sind hiemadi : 

•^.x ± »^Ip — q|.z = 0. cm 

Ebenso ergibt sich, in Folge der Gleichungen C17), fdr die Kreispuncte des Paraboloids, deren An- 
xahl sich auf zwei reducirt: 

mithin: 



j =5 0, X := 41«-p| , E ^± ^\9-i\^. 

Die beiden Kreispuncte liegen also in demjenigen der beiden Hanptschnitte, dessen Parameter der klei- 
nere ist, und sind in demselben unmittelbar bestimmt, weil ihr x der halben Entfernung der beiden 
Brennpuncte der Haupfschnitte von einander gleich ist. 
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Ein hyperbolisches Paraboloid bat überhaupt keine elliptischen Darchflchnitts-Ctirven, InsbeSMIdere 
also auch keine Kreisschnitte. 

Bei einer Rotationsfläche fallen die beiden Kreispapcte paarweise in die Scheitel der Rotations- 
Aie zosammen« 
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146. Ein Plan-CoordiBaten System, das, was die Leichtigkeit der Entwicklangen betrifft, dem 
gewöhnlichen Systeme der Parallel -Coordinaten dordiaus nicht nachsteht, ist das am Ende der 7. 
Kammer der einleitenden Betraehtimgen entwickelte. Wir wollen, indem wir dieses System zu 
Grande legen: 

At«+A'a« + A"v« + 2B"ttt+M'tv + 2Bav+8Ctw+«C'uw + JBC"Tw + Dw^ s r =s (I> 

für die allg'emeine Gleichung der Flächen zweiter Classe nehmen« Zmr Constraction der drei Coor- 
dinaten-Werthe einer Ebene sind hier wieder drei Coordinaten-Axen X, Y und Z, von denen wir 
voraussetzen wollen, dass sie auf einander senkrecht stehen, gegeben und die drei Coordinaten-Werthe 

f j,f J und ( j bedeuten die reciproken Werthe derjenig'en Segmente, welche die be- 

sttgliche Ebene tob diesen drei Axen abschneidet. Irgend ein Punct (s^, y, x^> ist alsdiuin durch 
die {(Agende Gleidiung gegeben: 

w + z'v + y'u+x't = 0. 
Wenn wir die drei Coordinaten-Axen, parallel mit sich selbst, Terschieben, so dass der Dnrch- 
schnittspunct der drei neuen Axen in irgend einen Punct (zf, V, xQ föllt, so brauchen wir bloss, 
während t, u und ▼ unverändert bleiben, w mit 

(w — z'v — j'u — xt) 
zu vertauschen. Die Gleichung der Fläche (1) geht hiemach in die folgende über : 

2lt«+^'u^ + J'V+«J5''tu+8Ä'tv+2Äav + 2ftw + 2Cyuw+8(7^'vw + -Dw'^ = 0, («) 
indem wir, der Kürze wegen, 

A — »Cx' +Dx'« =A, 

A'^— JC'V+Dz« = ^', 
B — CV-Cy+DyV = Ä, 
B' — Ci' — OV+DxV = Ä', 
B"— Cy'— CV +Dx'y' = i?", 
C — Dx' 5 Cy C— Dy' = C^ C"-Dz' = C", 

setzen« Um die neue Gleidiung zn verainfachen, kdnnen wir verschiedane Annahmen über die Lage 
des neuen Aniangsponetes der Goordinaten madien. 
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147. Wir wollen znrörderat 

C C C" 

setzen; dann ergibt sich, wenn wir zagleich aof die Bezeichnang der 10. Nammer Rücksicht nehmen: 

jD = AD— C^ = Y, ^40) = AO)— C« = Y, , A'^D = A"D— C"* = Y.2, 
BD = BD— C'C"= jB'D, W30 = BO)— CC" = W^^, jB"D = B"D — CC = W^^, 

die Gleichung (2) geht hiemach in die folgende über: 

Yt^ + Y^u« + YaV^+2W3 2ta + «W,4tv + 2¥3^av + DV^ = 0. (4) 

Die Form dieser Oleichang — nach welcher beliebig angenommenen Werthen von t, a und v, das 
lleisst, einer beliebigen Richtung der umhfillenden Ebene, zwei gleidie und entgegengesetze Werthe 
von w entsprechen — zeigt , dass die bezügliche Fläche den neuen Anfangspunct zum Mittelponde 
hat» Auf das ursprüngliche Axen- System bezogen, sind also die durch die Gleiehnngen (3) be- 
stimmten >yerthe für x^ y und z^ die Coordinaten des Mlttelpnnctes der Fläche (1) aod die 
(Gleichung dieses Mittelpnnctes ist: 

Dw + C'v + C'a+ et = i^ = ©.♦) (5) 



Der Mittelpiinct einer Fliehe zweiter Classe Ist der Pol einer unendlich weit liegenden Ebene C^ = 0> 
11 =3 0, V = 0); die eine bestimmte Richtung verloren hat^ wonach sich unmittelbftr seine Gletchimg (i) 
und *tts dieser die Coordinsten desselben ergeben. Ebenso erhalten wir für die Pole der drei urspriiiiglidiai 
Coordin»ten-Ebenen YZ, XZ und XT^ denen besuglich w=0, u = 0|V = 0$w = O^t=O, v = 
und w = 0^ t=s0^u = entsprechen^ die folgenden drei Gleichungen: 

dr ^ dr ^ ar ^ 

dt • da ' dv ' 

oder wenn wir entwickeln; 

At +B"a+B'T+Cw «0^ 

B"t + A'u+Bv +C'w =0, 

B't+Bu +A"t+C''w =0. 
Beseichnen wir diese drei Pole besfiglich durch (xi, yi^ ii), (xt, yi^ bi) und (%t, y», *0f *• konm*: 



A 


B« 


B' 


*« *= C » 


7« ^q!* 


B 




B 





Selses wir, unbetchadet der Allgemeinlieit, D =: 1, >o erhstten trir mu den Toratehenden Ansdrfickca 
and ans den Gleichmigen (3) die folgende ConsUnten-BeatioMiinig der «Ugcmeinen Gleichnag: 

C s= x', C = y', C" — z*, 

Assx'x,, A'^y'y,, A« « rt,, 
B" = x'y, = y'x,, B' := x'«, = «'x,, B == y'«, « fj». 
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Wenn insbesondere 

D = 0, 
so rUckt der Mittelpanct nach einer Riehtang, welche durch die Doppel-Gleiehang 

x' y' z' 
C — C' ~ C^' C«) 

gegeben ist, unendlich weit. Dfe Fläche zweiter Classe geht alsdann in ein Paraboloid über und 
die durch vorstehende Doppei-Gieichung, in der Vorattssetzung*, dass x', j^ und zf als veränderliche 
Grössen betrachtet werden, dargestellte gerade Linie ist ein Durchmesser desselben. 

148. Um die Lage einer Eläche im Räume zu bestimmen, ist es zunächst erforderlich, dass 
wir die Lage eines Punctes, der zu derselben in einer ausschliesslichen Beziehung steht, kennen. 
Für den Fall der Flächen mit einem Mittelpunete, ist dieser Tdr diesen Zweck der geeigneteste Panct, 
Tdr den Fall der Paraboloide, wo der Mittelpunct unendlich weit gerückt ist, können wir den Scheitel 
der Fläche nehmen und gleich hier schon die Lage desselben bestimmen. Denn dieser Scheitel ist 
der Berührungspunct auf derjenigen Tangential «Ebene der Fläche, welche auf der gemeinsamen 
Durchmesser-Richtung, die wir eben bestimmt haben, senkrecht steht. Die fragliche Tangential- 
Ebene ist also der durch folgende Gleichung dai^estellten Ebene 

Cx + C'j + C"z = 

parallel. Es sei demnach ihre Gleichung 

Cx + C'y + Cz + Jt = 0, 

wo X noch zu bestimmen übrig bleibt. Die vier Coordinaten der Ebene sind hiernach: 

I = C, a = C, V = C", w = X, 

and wenn wir diese Coordinaten- Werthe in die Gleichung der Fläche, die, indem wir bloss D =s 
setzen, in die folgende übergeht: 

At« + A'u»+A"v2 + 2B"tu+«B'tv+2Buv+2Ctw + «C'uw + 2C"vw = r = 0, 

einsetzen, so ergibt sich zur Bestimmung von X: « 

_ AC^+A^C^^+A^^C^^'+2B^^C(y+2B^CC^^ + 2BCC^^ 

oder auch, wenn wir berücksichtigen, dass D verschwindet, in Folge der drei letzten identischen Gleichun- 
gen m der 10. Nummer 



Der Berührungspunct auf der fraglichen Tangential- Ebene hat ^(Einleitende Betrachtungen, 23) 
folg'ende Gleichung: 



i^'<i)'<%M%y-'>- 



wobei wir, nach der Differentiation, in den umklammerten partiellen Differential - Goefficienten 
für die vier Veränderlichen bezüglich C, C, C" und X einsetzen. Dann ist ferner, wenn wir die 
drei Coordinaten des fraglichen Punctes x^, y^ und Zq nennen: 

85 
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\dwy Vdw^ Vdw/ 



£nt\nckeln wir, so kommt: 



<i 






,da. 
<d] 



'©" 



= B'C+BC'+A''C«+C'a, 



Endlich finden wir für die Axe des Paraboloids, als desjenigen Dnrdimessers , welcher dindi 
den Sciieitel desselben geht, die folgenden beiden, in eine einzige Zusammengezogene Gleiehnng: 

x—xo y—y» z— z» 



c« 



(9) 



149. Wenn die sechs ersten Glieder der Gleichung (4) sieh in zwei Factoren des ersten Grades 
auflösen lassen, was unter folgender Bedingungs-Gleichnng fitatt findet: 

und also fordert, das $ verschwinde — so treten in dieser Gleichung statt der drei Veränderliehcn 
ty u uud V zwei lineare Functionen derselben in Eridenz und folglich stellt dann diese Gleidinng, 
so wie auch die allgemeine Gleichung (1), eine ebene Curve zweiter Classe mit einem Mütelpancte 
dar. Für die Coordinaten derjenigen Ebene, in welcher diese Curve liegt, bestehen, indem wir 
wiederum die allgemeine Gleichung (1) zu Grunde legen, gleichzeitig die folgenden vier Gleichunga: 

dr ^ • dr dr ^ dr 

dt da ' dv ' dw 

Aus den drei ersten erhalten wir sogleich , nach Analogie früherer Entwickeluugen (2 Nummer) : 

w "^ 03 ' w ~ ©3 ' w ~ 0/ ^^^^ 

also für die Gleichung dieser Ebene in Punct-Coordinaten: 

Ao3.x + A43.y + A.^3.z + 03 = 0. («) 

Die Mittelpuncts-Coordinaten behalten ihre bisherigen Werthe: 

x' — ^, '' — D ' *' ~ D"* 

und geben, in die vorstehende Gleichung eingesetzt, 

CAos + C'A„+C"A2,-D03 = 0: (13) 

eine Bedingungs Gleichung, welche dem Verschwinden von ^ entspricht. 
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Je nachdem die beiden Factoren, die, nach dem Vorstehenden, den sechs ersten Gliedern der 
Gleichong (4) entsprechen, reell oder imaginär and demnach die Aasdrücke 

YY,-(W3,)^=D0,, YY,~0P3i)^=D©,, Y,Y,-(V3o)^=D0, (14) 

negativ oder positiv sind, ist die Fläche eine Hyperbel oder eine Ellipse. Den Uebergang zwi- 
schen beiden bildet ^in System von zwei Puncten, ein Fall der dadurch angezeigt wird, dass 

0=0, ©^ = 0, ©2 = 0. 

Dann lässt sich die Gleichang (4) in die folgenden beiden Gleichangen ersten Grades auflösen: 



t^^^'^^^ + u I^ITy^+v V^— Y^ ±Dw = 0. (15) 

Die beiden dargestellten Pancte sind reell oder imaginär, je nachdem 

Y, Y„ Y, 

negativ oder positiv sind. Ihnen entsprechen, indem wir den Mittelpanct zam Anfangspancte nehmen, 
die Coordinaten-Werthe: 



» J i 9 * ^» 

D D D 



mithin bei der ursprünglichen Lage des Anfangspanctes : 



5 , y jj , z — . (16) 

Wenn die beiden Pancte zusammenfallen sollen, so müssen die Coefficienten der sechs ersten 
Glieder der Gleichang (4) verschwinden: 

Y = 0, Y, = 0, Y., = 0, W,^ = 0, ^3, = 0, ^3^ = 0, 

und dann sind die bisherigen Coordinaten des Mittelpunctes die Coordinaten der zusammenfallenden 
Pancte selbst. 

150. Es bleibt noch äbrig, in demjenigen Falle, wo die Fläche in eine Parabel ausartet, die 
Lage dieser Curve zu bestimmen. Der erste Theil der Gleichang (10) ist hier, in Folge davon, 
dass D verschwindet, identisch gleich Null. Fiir die Ebene der Parabel erhalten wir aber immer 
noch, wie in dem Falle, dass die Curve, in welche die Fläche ausgeartet ist, einen Mittelpnnct hat, 
unverändert die Gleichung (12) und die Bedingnngs-Gleichung (13), welche dem Verschwinden von $, 
wodurch neben dem Verschwinden von D der fragliche Fall characterisirt wird, entspricht, verwan- 
delt sich in die folgende: 

CAos + C'A,3 + C"A.,3 = 0. (17) 

Die Durchmesser-Richtung der Parabel ist durch die Doppel -Gleichong (6) auch hier bestimmt, so 

wie es auch die Coordinaten ihres Scheitels durch die Gleichungen (8) sind. 

Wenn endlich auch noch die Parabel in ein System von zwei Puncten ausartet, von welchen 

einer alsdann nach bestimmter Richtung unendlich weit liegt, so werden durch das Verschwinden von 

D die ersten Theile der Gleichangen (14) identisch gleich Null. Die Gleichungen (16) geben für die 

Coordinaten eines der beiden gegebenen Puncte unendlich grosse Werthe und zeigen zugleich, dass 

die Richtung nach welcher dieser Punct unendlich weit liegt , durch die folgende Doppel - Gleichung 

gegeben ist: 

X _ y z 

"c" *^ C^ ~" C^' 
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'Während die Coordinaten des andern Pnnctes : 



C— I^C^— AD C— ^^C'2—A'D C"— I^C"^ — A"D 
X 5 , y = 5 , z = ^ , 

durch das Verschwinden von D, anter der anbestimmten Form § sich darstellen. Verfahren wir 
nach bekannter Weise, so erhalten wir für die wahren Werthe dieser Coordinaten: 

151. Wenn aas der Gleichang (2) durch das Verschwinden von A das mit t^ behaftete Glied 

II Y I 

aasrdllt, so entspricht gegebenen Werthen von — and — nur ein einziger Werth von — , weil d« 

w w ^ w 

andere unendlich gross wird : die Ebene YZ ist alsdann eine Tangential-Ebene der Fläche. Aaf gleiche 

Weise wird, wenn A' and A^^ verschwinden, die Fläche von den Coordinaten - Ebenen XZ und YZ 

berührt. Bestimmen wir also den neuen Anfangspunct so, dass gleichzeitig 

A = A — 8C x'+Dx'2 =0, 

.4' = A' — 2C' j' + Dj'* = 0, (18) 

i4" = A"— 2 C" z' + Dz'2 = 0, 

80 wird die, nun durch die folgende Gleichang 

21f"tu +21f'tv+ 2J?uv +2aw + 2C^uw +2C^'vw + Z)«w* = " (19) 

dargestellte Fläche gleichzeitig' von der drei Coordinaten -Ebenen berührt. Die Gleichangen (18) 
bestimmen die acht Winkelpuncte eines der Fläche umschriebenen rechtwinkeligen Parallelepipeds. 

Wenn insbesondere die Fläche ein Paraboloid ist, so reduciren sich die Gleichungen (18), dem 
entsprechend, dass es jedesmal nur eine Tang^ential- Ebene gibt, die einer gegebenen Ebene parallel 
ist, auf den ersten Grad und geben 

_ A _ A _ k'' 

^ ~ 2C' ^ "" 2C" * ~2C"' 

Wir erhalten hier also nur einen einzigen Panct, in welchem drei den Coordinaten -Ebenen parallde 
Tangential -Ebenen der Fläche sich schneiden. Die Gleichangen einer Ebene, die auf der Ditrch- 
messer - Richtung des Paraboloids senkrecht steht, ist nach der 148. Nummer im Allgemeinen die 
folgende : 

Cx + C'y-hC"z + X' = 

und wenn diese Ebene durch den eben bestimmten Punct g-ehen soll, kommt insbesondere 

y = -«(A-f A' + A"). 
In der eben angezogenen Nummer haben wir die Tangential -Ebene im Scheitel der Fläche bestimmt, 
fdr den Abstand der beiden Ebenen von einander erg'ibt sich : 

^— ^' _ _ , Q + 0^ + e.^ 

*^C'' + C'-^ + C''^ ^ ^Qi + c '^ + C" 2) I* 

152. Indem wir wieder die allgemeine Gleichung 
Ati+A'u«+A"v2-f.2B"lu+2B'tv+2Buv+2Ctw+2C'uw+2C"vw+Dwi = r = (1) 

sa Grande legen , wollen wir zuvörderst diejenigen Flächen zweiter Classe betrachten y die einen 



%. 8. YoUständige Bestimmung der Fläcben zweiter Classe. 197 

Mitteipmict iabeit, und, in Gemässbeit der* Gleichung C4) der 147. Nummer, 

Ai^ +A^ü^ + ^"v2+25"tu+22?'tv + 2Buy = w« (2) 

für die allgemeine Gleichung solcher Flächen nehmen, wobei wir, der Kürze wegen, 






(3) 



setzen, und dann zunächst an diese Gleiehungs-Form die Bestimmung der Richtung und 
der Grösse der Axen einer gegebenen Fläche knüpfen. 

Wir wollen hierbei von der Anschauung ausgehen, dass, wenn wir eine Schnitt-Ebene durch 
den Mittelpunct legen, der Pol dieser Ebene nach bestimmter Richtung unendlich weit liegt, und 
dass, wenn diese Richtung auf der Schnitt-Ebene senkrecht steht, diese ein Hauptschnitt der 
Mäche zweiter Classe ist. 

Die Gleichung der Schnitt-Ebene in gewöhnlichen Coordinaten sei : 

fx-{-u'y-hVz=0, (4) 

w^onach die beiden Gleichungen einer auf derselben im Anfangspuncte senkrechten geraden Linie 
die folgenden sind: 

Für die Gleichung des Poles der Schnitt-Ebene erhalten wir, indem wir berücksichtigen, dass 
die Coordinaten dieser letztem 

t = t', . u = u', v=v', w=0, 

sogleich die folgende: 

Ut'-f Ä"u' + J!?'vOt + (Ä"t' + ^'u'+Äv)u + (5't' + Äu' + ^"vOv = 0. 

Dieser Pol liegt, weil in seiner Gleichung w fehlt, unendlich weit; die Richtung nach welcher 
er unendlich weit liegt, muss also mit der Richtung der Linie (5) zusammenfallen, wenn die 
Gleichung (4} einen Hauptschnitt der Fläche darstellen soll. Diess findet Statt, wenn 

^t' + Ä"u'+ Ä'v' _ J/ B'' i' + A'u' + B\' _ u^ 

WV+Bvir+A^' ~ V' Wi' + Bu' + A''y' ~ \' 

oder, nach Fortschaffung der Nenner: 



(^.>^".i;+«-)-(i>'.|,+B.=;+^")^=«. 



(«) 



Diese Gleichungen stimmen genau mit den Gleichungen (5) der 103. Nummer überein, wenn 
wir für — und ^bezüglich a und b setzen, und geben also immer drei reelle Werthen- Paare fiir 
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t' u' 

— and—, wie die letztgenannten Gleichungen für a und b. Setzen wir nach einander jedes der 

drei reellen Werthen-Paare in die Gleichung (4) , so stellt diese die drei Hanptschnitte der Fläche dar. 

153. Wenn wir einen Hauptschnitt der Fläche kennen, so ist es leicht die LSnge der ihm zn- 
geordneten Halb-Axe, die wir r nennen wollen, zu finden. Sie ist der kürzeste Abstand des 
Mittelpunctes von einer der beiden diesem Häuptschnitte parallelen Tangential - Ebenen der Fläche. 
Zur Bestimmung solcher Tangential-Ebenen brauchen wir bloss in die Gleichung der Fläche, der 
wir folgende Form geben wollen 

für — und — die auf den Hauptschnitt sich beziehenden Werthe einzusetzen , wo alsdann die ent- 

V V 

sprechenden Werthe von — f — j die von den fraglichen Tangential-Ebenen auf der Axe Z abge- 
schnittenen Segmente bedeuten. Das Quadrat dieser Segmente ist offenbar gleich 

und hiemach ergibt sich: 

t' U' 

Diese Gleichung geht wiederum, wenn wir — und — mit a und b und flberdiess r^ mit s^ 

vertauschen in die Gleichung (3) der 111. Nummer über. Wenn wir sie daher mit den Gleichungen 
C6) verbinden, um a und b zu eliminiren, so können wir uns allen analytischen EtttwickelnngeB 
überheben und erhalten, den Gleichungen Qi) (5) und (6) der zuletzt angezogenen Nummer ent- 
sprechend, sogleich die folgenden: 

Ä't'+Äu' + (^"— r^)v'^ =0, i 

i?"t' + Äv' + CA' — r«) u'« = 0, [ (7) 

Ä'V+Äv'+(^ — r«)t'* = 0; 1 

(^-rO(^'-r')(^''-r2) — 5H^— r^)— Ä'H^'— r«)— J8"2(2<"-r»)+2*J?'Ä'' =0, (8) 

r« - CA +A'+A'0 r*+ I (^AA'—B''^} + CAA'^-B'^) + (^M" — Ä«) | r« 

— \AA'A''—AB^-A'B'^—A''B''^+2BB'B''\ = 0. (9) 

Aus den beiden 'letzten Gleichungen (8) und (9) ist ersichtlich, dass die Bestimmung der 
Quadrate der drei Halb-Axen gerade ebenso von den Coefficienten der Gleichung (2) abhängt, als 
die Bestimmung der reciproken Werthe dieser Quadrate von den Coefficienten der entsprechenden 
Gleichung (1) der 111. Nummer, in der die Punct-Coordinaten x, y, z an die Stelle der Plan-Coordinaten 



(w> (w)' {Ij 



treten. Hieraus folgt, dass auch — so lange nemlich die Fläche auf ihren Mittelpnnct als Anfangs- 
punct der Coordinaten bezogen ist — dieselben Bedingungen zwischen den Coefficienten der Flächen- 
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Gleichimg ausdrocken, ob die Axeii reell oder imaginär sind, oder mit andern Worten, ob die 
Fläche ein reelles oder imaginäres Ellipsoid, oder ein ein- oder zweischaliges Hyperboloid ist. 
Wenn durch das Verschwinden des letzten Gliedes der Gleichung (9) eine Wurzel gleich Null 
wird, so wird auch eine Axe gleich Null, während unter der entsprechenden Bedingung früher eine 
Axe unendlich gross wurde« Dann geht die Fläche in eine ebene Curve mit einem Mittelpuncte 
über und die Quadrate der beiden Halb-Axen dieser Curve sind durch die folgende quadratische 
Gleichung gegeben: 

r* — (^ + A'+ A'O r« + | CAA'—B''^^ + J J"-l?'«) + (> ^"-Ä«) ( = 0. (10) 

Liegt die Curve in der Ebene XY, so geht ihre Gleichung durch das Verschwinden von A^^y 
B und B^ in die folgende über; 

Jt*+^'u2+2Ä"tu = w% 

wobei wir von der dritten Dimension ganz absehen können, und erhalten dann zur Bestimmung 
der beiden Halb-Axen-Quadrate die Gleichung: 

r* — (^+^')r2 + (^^'^^"2) _ 0. (10a) 

154« Endlich bleiben auch die Bedmgungen, unter welchen zwei oder drei Wurzeln der 
Gleichung (9) einander gleich sind und mithin die Fläche eine Rotations-Fläche ist, identisch die- 
selben als früher. Es ist nemlich, wenn wir die halbe Länge der Umdrehnngs-Axe durch r und 
den Radius der Aequatorial-Curve durch p bezeichnen : 

-=Ä' — sr-=^"-^ = P% (11) 



B ~ B' "■ jB" 

, . ÄÄ" BB^ B^B^^ BB^ B'B'^ BB" 

B'B" , BB" ^BB' , , 

-B-^^-^w='"-f': (*3) 

Wenn die Fläche ein Ellipsoid ist, so ist dasselbe, je nachdem der Werth frir (r^ — p^) positiv 
oder negativ ist ein verlängertes oder abgeplattetes Sphäroid: also umgekehrt wie früher, weil an 
die Stelle der Halb-Axen ihre reciproken Werthe getreten sind« 

Um die Richtung der Rotations-Axe zu bestimmen, wenden wir uns zu den Gleichungen (6) 

zurück, welche in diesem Falle, nach Analogie der 190. Nummer einen gemeinschaftlichen Factor 

von der Form: 

f u' . 

;7+k.;7 + l 

haben müssen, was uns dann i)iriedenim zu den beiden Bedingungs-Gleichungen, unter welchen die 
Fläche eine Rotations-Fläche ist, zurückführt. Abgesehen von diesem Factor, erhalten wir alsdann 

t' JB" u' J?" 

-=m = -g, - = n = — , 

*^nd wenn wir diese Werthe in die Gleichungen (4) und (5) einsetzen: 

B ^ B' B'' 
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ffir die Gleichung des voUkommen bestinuntw Hauptscknittes, in welchem der Aeqnatorial- Kreis 
liegt und 

Bx = Ä'y = Ä"z (15) 

für die Doppel-Gleichnng der Rotations-Axe. 

Für die Coordinaten der Aequatorial-Ebene erhalten wir unmittelbar: 

* = F ""^:b'' ""^JB^' """"''* ^**^ 

und um die Rotations- Axe in Plan-Coordinaten auszudrücken, die beiden Gleichungen : 

t u V ^ ^ ^^^ 

Jede Ebene deren Coordinaten diese Gleichungen befriedigen, ist ein durch die Rotations-Axe 
gehender Hauptschnitt. 

155. Die bisher Statt gefundene Uebereinstimmung in der doppelten Coordinaten-Annahme hdrt 
auf, wenn die Fläche der zweiten Classe nicht mehr auf ihren Mittelpunct als Anfangspunct der 
Coordinaten bezogen wird. Legen wir die, an die Spitze dieses Paragraphen gestellte, allgemeiBe 
Gleichung zu Grunde, so verwandeln sich ib Folge der Glejchongen (3) die Gleiehungen (€)^ wo- 
durch die Richtung der drei Axen bestimmt wird, in die folgenden beidoi: 

(t' u' \ / f u' \ t' 

(f u' \ / t' u' \ u' 

Wenn die Fläche insbesondere eine Rotations-Fläche sein soll, so geht die Doppd-Bedinpng 
(11) in die folgende über: 

W \B XB US Ur IS 

Y ^3< ^32 V *30 *«a V *30*5f ^mq^ 

* m — *t m = »2 vn * KV^) 

Für die Aequatorial-Ebene ergibt sich die Gleichung: 

*30 *Jt *J» 

und fOr die Rotatioiu-Axe: 

Wjo.x = Wsi.y =s Wjj.«. («1) 

156. Wir haben: 



A+A'+A'*ss — 



Y+Y, + Y, 



ferner mit Berfieksiebtigung der identiscben Gleicbnngen lY. der 1(1. Nummer: 

AA -B = ^ — , 

AA -B g- = -, 
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mithin 

(AA'-B"«) + (AA"-B' + CA'A"-BO = ^"^p»"*"^' , 

Endlieh ist, mit Berfieksiditigaiig der 4. identischen Oleichong VIII, a der 10. Nammer 

AA' A"— AB*- A'B'*— A«B''«+ «BB'B« 

= -~ JYY»Y,-Y(^,o)'-Y.(»3.)"-Y,(y30»+«^soW3, *.« j 

_ * 

Hiemach geht die Gleichung (9) deren drei Wurzeln immer reell and gleich den Quadraten der 
drei Halb-Axen sind, bezogen auf die ursprüngliche Gleichung (1), in die folgende Aber: 

r^+(Y+Y,+Y,)5^ + (e+e,+0,) l!+^ = o. (») 

157. Wir können an die Discussion der vorstehenden Gleichung (22) zuvörderst die Unter- 
scheidung der verschiedenen Fälle von Flächen zweiter Classe, die einen Mittelpunct haben, an- 

knQpfen. Wenn 

* > 0, (23) 

so sind die drei, immer reellen Wurzeln dieser Gleichung entweder alle drei negativ oder zwei 
derselben sind positiv während die dritte negativ ist: die Fläche selbst ist alsdann entweder imaginär 
oder ein einschaliges Hyperboloid. Ersteres findet Statt, wenn gleichzeitig 

Y+Y,+Y,>0, D|0+©,+©,t >0: • (24) 

Bedingungen, 'welche sich in die folgenden 

Y>0, Yt>0, Y, >0, 

und darin auflösen, dass 3, @|, Q^ unter sich und mit D im Zeichen übereinstimmen.''') Wenn 
neben der Bedingung (23) nicht gleichzeitig beide Bedingungen (24) befriedigt werden, so ist die 
Fläche ein einschaliges Hyperboloid. 

W^enn 

* < 0, (25) 

so sind die drei W^urzeln entweder alle drei positiv oder zwei sind negativ, während die 'dritte 
positiv ist. Dem entsprechend ist die Fläche entweder ein Ellipsoid oder ein zweischaliges 
Hyperboloid. Im Falle des Ellipsoids bestehen gleichzeitig die beiden Bedingungen: 

Y+Y,+Y,<0, D (0+0i+0,)>a («6) 

welche sich dahin auflösen, dass Y, Y^ und Y^ negativ sind und 0, 0^ und 0.^ unter sich und 



In Folge der letzten der beiden Bedingungen (24) ist nach den drei leisten identiflchen Gleicbuflgen IV: 

YY,+YY,4-Y,Y,>0, 

ergibt sich und hiernach mit Berfleksichligung der ersten dieser Bedingungen^ dass wenigstens swei der 
drei Ausdrücke Y^ Yi^ Ys positiv sind. (112; Note.) Also stimmen nach den drei lotsten identischen 
Gleichungen IX in Folge von (83) die Ausdrücke 0^ 0i, 0x unter sich im Zeichen . fiberein^ also «iicb 
mit D. Nach IV upd der ersten Bedingung (24) sind hiemach Y; Yi^ Ya sammtlich positiv. 

26 
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mit D im Zeichen Übereinstimmen.'*') Wenn diese Bedingungen nicht gleichzeitig erfüllt werde«, 
80 ist die Fläche ein xweisehaliges Hyperboloid. 

158. Wenn insbesondere 

* — 0, (27) 

so stellt, dem Verschwinden einer Wurzel entsprechend, die allgemeine Gleichung (1) eine ebene 
Curve dar, deren Axen durch folgende Gleichung gegeben sind; 

Wenn 

I)(0+0,+02)<O, 

eine Bedingung, die sich nach den drei letzten identischen Gleichungen IX dahin auflöset, dass 6, 

Ol und Q,2 unter sich gleiches aber mit D entgegengesetztes Zeichen haben, so haben die beides 

Halb-Axen-Quadrate entgegengesetzte Zeichen und die ebene Curve ist eine HyperbeL 

Wenn 

D(0+ei+0j)>O, 

so sind die Halb-Axen-Quftdrate beide positiv oder beide negativ und dem entsprechend ist die ebene 
Curve eine reelle oder imaginäre Ellipse, je nachdem: 

Y+Yi+Y2<0 oder Y+Y,+Y2>0. 
Dann stimmen die Ausdrucke 0, 0^ und 0.^ unter sich und mit D im Zeichen überein, während 
Y, Yi und Y.2 in dem einen Falle sämmtlich negativ, in dem andern sämmtlich positiv sind. 
Wenn 

* = 0, 
= 0, 04= 0, 0.^ = 0, 

80 artet die ebene Curve in ein System von zwei Puncten aus, deren halbe Entfernung durch 
die folgende GUmhong: 

r^+(Y+Y,+Y,)jJj = 

bestimmt wird, und die reell oder imaginär sind, je nachdem 



Y<0, 


Yi<0, 


Ya<0, 


oder Y>0, 


Y,>0, 


Y*>0, 


und d!« Kusaiumeiififdlen, vrem 






Y = 0, 


Y. =0, 


Y, =.0 


159. Wenn 







D « 0, («9) 

so werden die drei Axen der Fläche, die alsdann in ein Paraboloid übergeht, unendlich gross, 
aber die Ordnung des Unendlichgrossen ist nicht dieselbe, was ein Blick auf die Gleichung 



In Folgte der sweiten der beiden Bediagmigen (26) ergibt sich nach IV 

YY,+YY«+YYj > 

wonach^ wenn wir zugleich die erste der gensimten Bedingungen berücksichtigen, wenigstens swei der 
drei Ausdriicke T, Ti^ Yi negstiv sind. Nach IX stimmen hiernach 0^ 3i nnd Q% unter ifeh vnd alse 
auch mit D ilberein^ nach IV sind dann eadUch Y, Yi und Y» simmtlich negativ. 
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unmittelbar zeigt. Ffir die grdsste Wurzel dieser Gleichung erhalten \dr auf der Stelle : 

Y+Y,+Y, 



C30> 



und dann, mit Vernachlässigung dieser Wurzel, zur Bestimmung der beiden übrigen, die folgende 
quadratische Gleichung in p^: 

(Y+Y,+Y,) p 4+ (0+0.+0O -^ + ^ = 0. (31) 

Die beiden W^urzeln dieser Gleichung, die nothwendig reell sind, haben entgegengesetzte Zeichen, 
und dann ist die Fläche ein hyperbolisches Paraboloid, irenn 

*>0; 

denn nach den identischen Gleichungen I der 10. Nummer ist: 

Y+Y^+Ya = — (Ci+C'2+C"«), 

also immer negativ. Wenn 

*<0, 

so stimmen die beiden Wurzeln im Zeichen überein, wonach die Fläche ein elliptisches Parabo- 
leid ist. Wenn wir die letzte Gleichung berücksichtigen, und die Wurzeln der Gleichung (31) durch 
p'2 und p^2 bezeichnen, ergibt sich : 

/I4. //z_ + 01+02 JL 
^ '^P ~ C*^+C'«+C"* * D* 
1 

P F^ — C«+C'«+C"^ Da' 



r^ = 



Di 



und hiemach, wenn wir die halben Parameter der beiden Hauptschnitte des Paraboloids p^ und p^^ 
nennen, für diese —- und - — , folglich 

p/ + p^/= 0+®. + ®^ , («) 

^ ^^ (C-^+C'i+C"0 %' ^ ^ 

^' '^'^ = (C+C'-^+C"0* ' ^^ 

so dass wir zur Bestimmung von p^ und p^^ die nachstehende, quadratische Gleichung erhalten: 

^ 0+0, +0, i__. _n «41 

Wenn <E> 3> 0, so haben die beiden halben Parameter entgegengesetzte Zeichen, die Parabeln 
in den beiden Hauptschnitten öffhen sich nach entgegengesetzter Richtung und das Paraboloid ist 
ein byp^bolisches. Als b&onderer Fall gehört hierher, dass 

0+®t+®4 a= 0, 

»6* 



SOI Fläcben zweiter Ordnaug und zweiter Glasse. 

dann sind die beiden Parameter, abgesehen vom Zeichen, einander gleich. Das hyperbolische Para- 
boloid heisst alsdann ein gleichseitiges. 

Die beiden Wurzeln der vorstehenden Gleichung sind emander gleich, wenn 

Dann ist die Fläche ein elliptisches Rotations-Paraboloid, für dessen halben Parameter wir 

erhalten. 

Wenn endlich 

* = 0, © + 0i+©2 = 0, 

80 werden zwei Axen gleich Null, wahrend die dritte unendlich gross bleibt Die Parabel geht in 
ein Sjstem zweier Puncto über, von welchen einer nach gegebener Richtung 
unendlich weit liegt« 

160. Die Coefficienten der Gleichung 

r^H — .r* + — r^ + ^ = 0, C«) 

deren drei Wurzeln die Halb-Axen-Quadrate der durch die allgemeine Gleichung 

r = (1) 

dargestellten Fläche sind, bleiben unverändert dieselben, wie wir auch die Lage dieser Fläche gegea 
die Coordinaten-Axen ändern mögen, eine Lagen-Aenderung, die sich in eine parallele VerBchiebung 
der Fläche und eine Drehung derselben um den Anfangspunct auflösen lässt. Bringen wir die Flädie 
in eine solche Lage, dass ihr Mittelpunct mit dem Anfangspuncte zusammenfällt, so können wir, 
indem die Gleichung der Fläche in die folgende ttbergeht: 

Jt*+ J'u«+ J'V+ «Ä"tu+ 1 JS'tv +2-BUV = wS («) 

die Gleichung (82} unter der folgenden einfacheren Form schreiben : 

—CAA'A''—JB^--A'B'^—A''B''^+2BB'B'0 = Ü. (9) 

Es bedeuten aber A, A'^ A" die Quadrate derjenigen Perpendikel die, vom Mittelpuncte der 
Fliehe aus, auf diejenigen Tangential-Ebenen, die den drei Coordinaten-Ebenen parallel sind, ge- 
fällt werden können. Die Summe dieser Quadrate ist also, da wir voraussetzen, dass die Coordinaten- 
Ebenen auf einander senkrecht stehen, gleieh dem Quadrate des Abstandes des Durchschnittspanctes • 
dreier solcher Tangential-Ebenen vom Mittelpuncte der Fläche. Da hiemach der Ausdruck 

bei jeder Drehung der Fläche um ihren Mittelpunct constant bleibt, so ist der nachstehende Satz 
bewiesen. 

Der geometrische Ort für solche körperliche Ecken, welche von drei belie- 
bigen paarweise auf einander senkrechten Tangential-Ebenen einer gegebenen 
Fläche der zweiten Classe gebildet werden, ist eine Kugel, deren Radius der 
Quadratwurzel aus der Summe der drei Halbaxen-Quadrate der Fläche gleieh ist 
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Wenn A lor sidi eonstant bt, so ist es auch (A^+A'^. Diese Bedingung wird erfdUt^ wenn 
die Coordinaten-fibene YZ ihre Richtung behält, während die beiden anderen Coordinaten-Ebenein 
eine beliebige Lage erhalten. Dann ergibt sich der Satz, dass die Dnrchschnitts-Linie zweier auf 
einander senkrechten Ebenen, dir sich so bewegen, dass sie in allen ihren Lagen eine gegebene 
Fläche zweiter Classe mit einem Mittelpuncte berühren, einen geraden Cjlinder mit kreisförmiger 
Basis beschreiben. Wenn insbesondere ^ 3= 0, so ist die durch den Mittelpunct gehende Coordinaten- 
Ebene YZ selbst eine Tangential-Ebene der Fläche und also zugleich eine Tangential-Ebene des 
Asjmptoten-Kegels. Die Fläche ist also ein Hjperboloid und der Radias des beschriebenen 
Cylinders gleich der Quadrat- Wurzel aus der Summe der Quadrate der drei Halb-Axen. 

Zwei Ebenen, die einen Kegel in geraden Linien berühren, bilden einen Winkel, dessen Qrösse 
sich TT (oder 0) um so mehr annähert, je näher diese Berührungs-Linien einander rücken. Aber 
nicht jedesmal lässt sich demselben eine rechtwinklige Kante umschreiben: es gibt im Allgemeinen 
ein maximum der Entfernung des Durchschnitts- Winkel der beiden Berührungs-Ebenen von tt 
(oder 0). Ist für dieses maximum der fragliche Durchschnitts-Winkel >* ^-jv (oder <1 ^tt), das heisst, 
-wird, indem wir aus der unbegrenzten Kegelfläche einen geraden Kegel mit elliptbcher Basis ab- 
schneiden, die kleinere Axe dieser Basis yon der Spitze aus unter einem Winkel gesehen, der 
grösser ist als ein rechter — so lässt sich keine rechtwinklige Kante der Kegelfläche umschreiben. 
Also auch nur in dem entgegengesetzten Falle, wo diess möglich ist, können wir annehmen, dass 
gleichzeitig A = und A^ = 0, wonach A^^ constant wird. Wenn man also senkrecht auf der 
Dnrchschnitts-Linie irgend zweier auf einander senkrechter Tangential-Ebenen des Asymptoten- 
Kegels eine Tangential-Ebene an das Hyperboloid legt, so ist der Abstand einer solchen Tangential- 
Ebene vom Mittelpuncte constant. Wenn insbesondere auch A'^ =■ 0, und also auch die Quadrat- 
Summe der drei Halb-Axen-Quadrate gleich Null ist, so verschwindet der fragliche Abstand, und auch 
die dritte Coordinaten-Ebene, berührt, indem sie durch den Mittelpunct geht, den Asjmptoten-KegeL 
Wir haben hiermit zugleich den Satz bewiesen, dass wenn sich einem Kegel zweiter Ordnung über- 
haupt eine rechtwinklige Ecke umschreiben lässt, sich demselben solcher Ecken unendlich viele um- 
schreiben lassen, in der Art, dass jede durch die Spitze des Kegeb gehende Ebene, welche auf 
zwei auf einander senkrechten Tangential-Ebenen senkrecht steht, ebenfalls den Kegel berührt. 

Der allgemeine Satz dieser Nummer behält seine voUe Geltung, auch dann, wenn an die Stelle 
der Fläche eine ebene Curve zweiter Classe tritt. 

Der geometrische Ort für solche Ecken, die von drei paarweise auf einander 
senkrechten Ebenen, die fortwährend eine Curve zweiter Classe berühren, ge- 
bildet werden, ist eine Kugel, deren Radius gleich ist der Quadrat-W^urzel aus 
der Summe der beiden Halb-Axen-Quadrate und deren Mittelpunct mit dem 
Mittelpuncte der Curve zusammenfällt. 

Es kann auch noch die ebene Curve in ein Sjstem von zwei Puncten fibergehen und dann eine 
körperliche Ecke gebildet werden, indem zwei der drei Tangential-Ebenen und also auch ihre 
Durchschnitts-Linie (die übrigens eine ganz beliebige sein kann) durch den einen Pnnct gehen, 
während die dritte Tangential-Ebene, die auf dieser Durchschnitts-Linie senkrecht ist, durch den 
anderen Punct geht. Dann kommt also der Satz darauf hinaus, dass, wenn man, von einem festen 
Puncto aus, auf Ebenen^ die darch einen zweiten festen Panct gehen, Perpendikel fällt, der Fusspunet 
dieser Perpendikel eine Kugel ist, welche die Yerbindungs-Linie der beiden festen Puncte zu einem 
ihrer Durchmesser hat « 
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161« Analoge Sitze gibt es auch fUr den Fall der parabolisoheii FtteheB. Um diese so 
erhalten, wollen wir an die Stelle der Gleiehnng (tf) die OleMHmg (84) selMn, deren WnrzelB, 
in dem Falle der genannten Flächen, die halben Parameter der baden Hanptscfanitte aiad« So lange 
die Fläche dieselbe blribt und nor ihre Lage gegen die Goordinaten-Axen sich ändert, behAlt der 
Coefficient des zweiten Gliedes 

denselben Werth, indem er immer, wenn wir sein Zeichen andern, der Summe der beiden halben 
Parameter gleich ist. Diesem Ausdrucke sind wir bereits schon in der 151. Nummer begegnet 
Wenn wir nemlich um das Paraboloid eine rechtwinklige körperliche Ecke beschraben, die roi 
drei den Coordinaten-Ebenen parallelen Ebenen gebildet wird, so erhalten wir den Abstand dieser 
Ecke von der Tangential-Ebcne im Scheitel der Fläche gleich der Hälfte des Torstehenden Aus- 
drucks. Dieser Abstand bleibt also constant bei einer beliebigen Drehung des Coordinateii-Sjatems, 
und somit ist der folgende Satz bewiesen. 

Der geometrische Ort für die Scheitel rechtwinkliger körperlicher Eeken, 
die einem gegebenen, elliptischen oder hjperbolischen, Paraboloide um- 
schrieben sind, ist eine Ebene, die der Tangential-Ebene im Scheitel parallel 
ist und von dieser, auf entgegengesetzter Seite, doppelt so weit absteht, als 
die Mitte zwischen den beiden auf der Axe der Fläche liegenden Brennpuncte 
der Hauptschnitte. 

Für den Fall des Rotations -Par ab oloids steht diese Ebene doppelt so weit Ton des 
Scheitel ab, als die Polar-Ebene des Brennpunctes der Fläche; für den Fall des gleichsei tigea 
hjperbolischen Paraboloids, das durch die Bedingungs-Gletchung 

0+©j+®.2 = 

characterisirt ist, fällt diese Ebene mit der Tangential-Ebene im Scheitel zusammen« Wenn endlid 
die Fläche in eine Parabel ausartet, so geht die fragliche Ebene durch dieDirectrix dieser Parabel 
und steht auf der Ebene derselben senkrecht 

168. Zur Veranschaulichung füge ich noch einige Bemerkungen hinzu. Eine körperliche Ecke, 
die überhaupt einer Fläche zweiter Ordnung und Classe umschrieben ist, ist zugleich auch einem 
Kegel umschrieben, der seinerseits der Fläche umschrieben ist. Wenn die körperliche Ecke eine 
rechtwinklige ist, so gibt es unendlich viele solcher Ecken mit demselben Scheitel, die alle dem 
Kegel und also auch der Fläche umschrieben sind, in der Art, dass jeder Punct der Kugel-Ober- 
fläche, die wir in der vorigen Nummer als geometrischen Ort für die, der Fläche umschriebenen, 
rechtwinkligen körperlichen Ecken erhalten haben, der Scheitel von unendlich vielen solchen 
Ecken ist. Legen wir durch irgend einen Punct dieser Kugel-Oberfiäche irgend eine Tangential- 
Ebene an die Fläche, so gibt es immer zwei andere durch denselben Punct gehende Tangential- 
Ebenen, die auf der ersten senkrecht stehen und auch einander rechtwinklig durchschneiden. Die 
fragliche Kugel-Oberfläche ist hiemach zugldch auch der geometrische Ort für die MüMpuiMle 
solcher Kegel, denen überhaupt rechtwinklige körperliche Ecken sich einschreiben lassen. In dem 
Falle des Ellipsoids entspricht jedem Puncto der Kugel-Oberflädie ein reeller Kegid mit tta e ad 
lieh vielen umschriebenen rechtwinkligen Ecken; ebenso in dem Falle des aweisehaligen Hyper- 
boloids. In diesem letztem Falle wird die Kugel-Oberfläche durch den A8vaipteten-4Cegel 
in drei Zonen getheilt. Bezeichnen wir diejenigen beiden Pnncte, in wekhen dies4he von der 
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reellen Axe der Fläche geschnitten wird, als ihre Pole^ so riehen sich um die beidea Pole zwei, 
im Allgemeinen, darch Linien doppelter Kriimmang umschlossenen Zonen, denen Kegel entsprechen, 
welche die näher liegende Schale der Fläche m einer Ellipse berühren. Die dritte* Zone liegt zu 
beiden Seiten des Aequators und ihr entsprechen Kegel, welche beide Schalen in einer Hyperbel 
berühren. Diejenigen Kegel, deren Mittelpuncte auf der Durchschnitts-Curve der Kugel-Oberfläche 
und des Asymptoten-Kegeb liegen, berühren die näherliegende Schale, in einer Parabel. Wenn 
die Fläche ein einschaligesHyperboloid ist, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Wir wollen 
die grössere reelle Halb-Axe a, die kleinere ß und die halbe Neben- Axe f (=y i^Hl) nennen 
and überhaupt Toraussetzen, dass die Kugel-Oberfläche reell ist, was 

fordert. Die Kugel-Oberfläche schneidet entweder die Fläche oder schneidet sie nicht. Im letztern 
Falle ist ihr Radius kleiner als die kleinere reelle Axe, oder was hiermit gleichbedeutend ist: 

a^ < y\ 

Der Asymptoten-Kegel theilt hier wiederum die Kugel-Oberfläche in drei Zonen und wenn wir hier 
die Neben-Axe als die Axe der Kugel betrachten, so erhalten wir dieselbe Bestimmung wie eben 
über Kegel, die die Fläche in Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln berühren, wodurch zugleich auch 
ein Unterschied über die Art gegeben ist, wie die entsprechenden rechtwinkligen Ecken von dem 
jEwei- oder einschaligeo Hyperboloide berührt werden. Wenn der Radius der Kugel grösser ist 
als die kleinere reelle Axe und demnach 

so vriri das einsehalige Hyperboloid von der Kugel geschnitten, und die Durchschnitts-Cürve be- 
zeichnet auf der Kugel-Oberfläche die Gränze zwischen Puneten die die JMittelpuncte reeller und die 
Mittelpuncte imaginärer Kegel sind. Für einen Punct der fraglichen Durehschnitts-Gurvo artet der 
entsprechende Kegel in ein System Yon zwei zusammenfallenden Ebenen aus, dem eine einzige 
körperliche Ecke zugehört. Die Berührungs-Ebene ist die eine der, diese Ecke bildenden. Ebenen, 
die beiden andern (ebenfalls als Tangential-Ebenen des ausgearteten Kegels zu betrachten) schneiden 
sich in der Normalen. Die beiden durch diese Normale gehenden Tangential-Ebenen der Fläche 
müssen sich also rechtwinklig schneiden, oder, mit andern Worten, die beiden in dem Durchschnitts- 
poncte Ton Kugel und Hyperboloid sich schneidenden beiden Erzengenden des letztern stehen auf 
einander senkrecht. Beiläufig ist also der folgende Satz bewiesen. 

Der geometrische Ort für die Scheitel der einem gegebenen einschaligen 
Hyperboloid aufgeschriebenen rechten Winkel, ist die Durchsehnitts-Curve 
dieser Fläche und einer Kugel, deren Radius-Quadrat derSumme der drei Halb- 
Axen -Quadrate (a^+P—r^O gleich ist. 

Wenn 

so redndrt sich die Dnrchschnitts-Curve auf einen Punet. Sie besteht aus zwei Theilai, wenn 

* 

die in den Scheiteln der grossem Axe zusammenstossen, wenn 
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und sieh wieder in anderem Sinne trennen, wenn 

«^ > ?* > /^. 
Der Ort für die Mittelpiincte imaginärer Kegel bildet einen Theil der Aequatoriat-Zone der Kugel 
und liegt dem Aequator am nächsten. 

Wenn das Hyperboloid eine Rotations- Fläche ist, so wird« es Ton der fraglichen Kogel in 
zwei gleichen parallelen Kreisen geschnitten, die, im Falle des gleichseitigen Rotations-Hyperbo- 
ioids, mit dem Kreise des Hauptschnittes zusammenfallen. 

In dem Falle der beiden Paraboloide artet die Kugel-Oberfläche in eine Ebene aus, welche» 
wenn das Paraboloid ein hyperbolisches ist, dieses in einer Hyperbel schneidet. Diese Hyperbel 
ist der geometrische Ort für die Scheitel der, der Fläche aufgeschriebenen, 
rechten Winkel. In dem Falle des gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids fallt die frag- 
liche Ebene mit der Tangential-Ebene im Scheitel desselben zusammen, und ist mithin auch eine 
gemeinsame Tangential-Ebene aller entsprechenden Kegel. Durch jede gerade Linie, welche anf 
dieser Tangential-Ebene senkrecht steht, mit andern Worten durch jeden Durchmesser der Fläche, 
lassen sich also zwei auf einander senkrechte Tangential-Ebenen an dieselbe legen« Wir erhalten 
diese Tangential-Ebenen, wenn wir, einerseits durch den Durchmesser und andrerseits durch die, 
in Durchschnittspuncte der Fläche und des Durchmessers sich schneidenden, beiden Erzeugenden 
zwei Ebenen legen. Und somit kommt das erhaltene Resultat darauf hinaus, dass die Linien der 
beiden Erzeugungen eines Paraboloides überhaupt zweien gegebenen Ebenen parallel sind, die auf 
der Tangential-Ebene im Scheitel der Fläche senkrecht stehen, so dass die Projectionen dieser 
Linien in der letztgenannten Ebene mit einander einen constanten Winkel bilden, 'der in dem Falle 
des gleichseitigen Paraboloids ein rechter ist. 

Wenn die Fläche in eine ebene Curve ausartet, so ist insbesondere die Ebene der Curre 
selbst als eine Tangential-Ebene derselben anzusehen, und somit erhalten wir den bekannten Satx 
der Planimetrie, dass der geometrische Ort für die Scheitel rechter Winkel, die einem gegebenen 
Kegelschnitte umschrieben sind, ein Kreis ist, der, wenn der Kegelachnitt in eine Parabel sich ver- 
wandelt, in die Directrix derselben übergeht. 

163. Um den Ausdruck 

AJf-B''^^^ (85) 

geometrisch zu deuten, brauchen wir bloss in der allgemeinen Gleichung (8) 

V = 

zu setzen, wonach wir für diejenigen Tangential-Ebenen der Fläche, die auf der Ebene XY senk- 
recht stehen, die Gleichung 

^t*+J'u«-f8Ä"tu = w^ 

erhalten. Diese Gleichung stellt, in Verbindung mit der Torhergehenden, denjenigen der Eläche 

umschriebenen Cylinder dar, welcher auf der Ebene XY senkrecht steht oder auch, allein für sich, 

wobei wir von der dritten Dimension ganz abstrahiren können,' die Projection der gegebenen Fläche auf 

die genannte Coordinaten-Ebene. Die identischen Ausdrücke (35} bedeuten also, in Gemässheit der 

Gleichung (10a), das Product der beiden Halb-Axen-Quadrate dieser Projection. Ebenso bedeutet 

@, 

iTT ""^ fvT ^'^ Producte der beiden Halb-Axen-Quadrate der Projection der Fläche auf die Eb(»en 

XZ und YZ. Da flir eine gegebene Fläche der Coefficient' des dritten Gliedes der Gleichung (9) 
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oder (tt) miyerfindert bleibt, welcbe Lage die gegebene ¥tUh» geg« £e Coofdiaaleii^AxeA anek 
haben mag, so ergibt sieb hiernach der folgende Satx. 

Die Quadrat-Summe der drei Projections-FIächen eines gegebenen Elli«- 
psoids auf irgend drei auf einander senl^rechte Ebenen ist constant. 

Die Modificationen dieses Satzes, wenn an die Stelle des Ellipsoids eines der beiden Jfyper- 
boloide tritt, ergeben sich leicht. Für den Fall des rweischaligen Hyperboloids ist die Projection 
ein reeller Kegelschnitt und dann immer eine Hyperbel, wenn derjenige Durchmesser der Fläche, 
welcher auf der Projections-Ebene senkrecht steht, ausserhalb des Asymptoten-Kegels liegt. Für 
den Fall des einschaligen Hyperboloids ist die Projection reell und dann nothwendig eine Ellipse, 
wenn derjenige Durchmesser, welcher auf der Projections-Ebene senkrecht steht, innerhalb des 
Asymptoten-Kegels liegt. Wenn also in dem Falle des einsehaligen Hyperboloids innerhalb des 
Asymptoten-Kegels rechtwinkliche Ecken sich legen lassen', so behält der vorstehende Satz seine 
unmittelbare Geltung. Wenn die Projections-Ebene auf irgend emer Seite des Asymptoten-Kegels 
senkrecht steht, so verschwindet die Fläche der Projection. Nimmt man, wenn es überhaupt möglich 
ist, irgend zwei solche Seiten des Kegels, die auf einander senkrecht stdien, filr die Axen Y und 

e 

Z, so wird durch das Yai^chwinden von @^ und 6| der Ausdruck j^ constant. Die Projection 

eines gegebenen Hyperboloids auf jede Durchmesser-Ebene , die den Asymptoten-Kegel In einem 
rechten Winkel schneidet, hat einen constanten Flächen-Inhalt. Auch dieser ist insbesondere gleid 
Null, wenn sich eine rechtwinklige körperliche Ecke in den Asymptoten-Kegel beschreiben lässt 
Die auf diese Weise particttlarisirte Fläche wird durch die folgende Bedingungs-Gleichung charakterisirt: 

164. Das Prodnct der drei Halb-'Axen-Quadrate der Fläche ist gleich dem, mit entgegenge* 
setztem Zeichen genommenen, letzten Gliede der Gleichung (22), nemlich gleich 

In eine geometrische Discnssion dieses Ausdrucks wollen wir hier nicht näher eingeben, und ver- 
weisen in dieser Beziehung auf die analogen Erörterungen des 6. Paragraphen (116). Nur eine 
Bemerkung wollen wir an die Form des vorstehenden Ausdrucks noch anknttpfen. Es bedeuten 

Y Y Y 

^ _ ^ mid — p-| die Quadrate derjenigen Perpendikel, die, vom Mittelpuncte der Fläche 

aus, auf diejenigen Tangential-Ebenen derselben, welche den wiUkfihrliek angenommenen, auf ein- 
ander senkrechten, Coordtnaten-Ebenai parallel sind, gefUk werden kSnnen, wonach 

das Quadrat des achten Theiies des Inhaltes desjenigen Parallelepipeds ist, dessen Seiten-Flächen 
den Coordinaten-Eboien parallel smd, so wie J< das Quadrat des achten Theiies des Inhalts de»- 
jenigen Parallelepipeds ist, dessen Seiten-Flächen den drei Hauptschnitten parallel sind. Es ist in 
Folge von (36): 

(-Y,)D4j*=ee,-(Ao.)*<©e,, (dg) 

femer, in Folge der drei letzten identischen Gleichungen IV: 

«7 



tli F4iDlwii vwiäitu (Mnqng »iwd »weitor Chme. 

©Ol = — jj^ < jP = 



-^^(-^^^) = f~^->^°'^"- 



(39) 



Bei diesen ScMussfol^en ist vorausgesetzt, dass die Werthe von und ©^ im Zeichen fiberein- 
stimmen und dass Y, Y^ und Y2'Sämmtlich negative Werthe haben, was für den Fall des EIK- 
psoids immer Statt findet. Stclien wir hiernach die Ausdrücke (38) und (39) zusammen, so er^ 
sich, nach Hinweglassung des positiven Factors C— Y.^) D^: 

£3 ist hiermit bewiesen^ dass unter allen, einem gegebenen Ellipsoide umsdliriebeneB, 
rechtwinkligen ParallelepipedeH dasjenige das kleiaste ist» dessen Seiten- 
Sbeneji den drei Hauptschnitten parallel sind. 

Hieraus üalgt weiter, dafis das grösate Ellipsoid, welches einem gegebenen Paral- 
lelepiped sich einschreibeil lässt, dasjenige ist, dessen drei Hauptschaitte den 
Seitenflächen desselben parallel sind, und das also diese Seitenflächen in ihren Mittel- 
puncten berührt. Denn das Product der drei Axen dieses Ellipsoids ist dem Inhalte des gegebenen 
jParallelepipeds gleidi und das Product der drei Axen jedes andern eingeschriebenen Ellipsoids 
ßgck dem eben bewiesenen Salze kleioer als derselbe. *) 

Da alle rechtwinkligen Paralielepipede, die einem gegebenen Ellipsoid umschrieben, zuglekb 
einer Kugel eingeschrieben sind, so ist das grösste dieser Kugel eingeschriebene Parallelepiped, 
welches, wie bekannt ein Würfel ist, zugleich auch das grösste der Fläche umschriebene. 
Es bleibt nur noch nachzuweisen, dass einem gegebenen Ellipsoide, das wir, in der Voraossetznog 



Auf tnaximum- nnd fntm'mum -Bestüumungeu der vorstehendeo Art werden wir noch ausfuhrlicfaer inid 
im Zasammenhange ziirückkommeo. Kur bemerken wir gleich hier schon^ dass die Sätxe des Textes 
sogleich in die nachstehenden sich Terallgemeinem lassen. 

Unter allen einem gegelieiien BUipsoJd ums^Ariebeiieii P»x4U«lepipeile% für welche 
die Neigung der Seitenflächen gegen einander gegeben ist^ hat dasjenige <we«ia über- 
haupt ein solches vorhanden ist) den kleinsten Inhalt^ dessen Seitenflächen dreien 
zugeordneten Durchmesser-Ebenen parallel sind. 

.Yo.fi alle nr irgend einem gegetrenf n Parft])eJepipe4 eiingeschriebenen Ellipsoidea 
hat dasjenige den grössten Inhalt^ wclclies drei den Seiten desselben parallele zn- 
geordnete Durchmesser hat. 

Wir bramctaen Meitei nur ta erwlge% dn»^ wein irir die Ol q j fhwug i9) auf fii^eod ein «ducf- 
winkliges Coordinaten-System beziehen^ in welchen zwei der drei Axen den Winkel s einachliessen nsd 
die dritte Axe mit der Ebene dieser beiden den Winkel i bildet und wir dann 

•etzeDj die Ausdrücke ^ 

J' sin£ sin^, Jsine sind 

bezüglich den Inhalt « desjenigen umsclpilheDen Panllclepipeds^ deseen Seitenllächen den CoenUoaten- 
Ebenen parallel sind^ und desjenigen^ in welches dieses übergebt^ wenn wir d|M Ceordinaten-System so 
drehen^ dass es; nach der Drehung^ mit drei zugeordneten Durchmessern nisammenfiUIt^ darsteAeo. 



rechtwinkliger Coordinaten-Axen, dareh fo)g;enle Gleichung darstellen wollen: 

a2t2+^2ul + y2y2 _ w'i, C40) 

sich wirklich ein Würfel umschreiben lässt. Ein solcher Würfel muss, weil er einer concentrischen 
Kugrely deren Radin« (a^+j^^+r*) «um Quadrate hat, eingeschrieben ist, zugleich einer zweiten 
Kugel umschrieben sein, deren Radius-Quadrat gleich V3(a^ + ^^+7^} '^^j und deren Gleichung 
biernach 

Va (a^+^^+y^) (t^ +u2+v«) = w«- . (41) 

# • -•■•*.. 

Um die RMhmg der Seiten ies Würfels zu besdnünen^ ailfftMi wir w^ misdMi da« ti^deit ivtr-^ 
stehenden Okiehuiiges eUoJniren^ wir-indcin afediaim 

(«a2— ^2— y2)t«+(«ß2_a2_y2)tt2+(3|y2_a2_^2) V* = ©• (42) 

Das Sjstem dieser und der folgenden Gleichung 

yy = 

«teilt tiam Kegel dat^ als geoMietrilicbeD Ort» 4tr tob aflen Sbenfa mnUiUl; wird, die^ parallel mü 
den Seitenflächen aller dem Ellipsoid umschriebenen Würfel, durch den Mittelpunkt dieser: Mtatbi 
gehen. Dieser Kegel ist immer reell, denn die Summe der drei CoefGdenfen ' von t\ u ^ und t* 
ist gleich Null, woraus — was die Natur der Sache von Vorne herein verlangt — zugleich folgt, 
dass demselben sich unendlich viele recfatwiirklige körperliche Ecken umschreiben lassen. Jeder 
tsalcfaen Ecke entsprieht ein der Fläche nmsefariebeiier Würfeln FIr dea Fall doi SlUpsoida ^Ind die 
«nendiich viekii umackridbeaen Wmffel «InmitKeh retIL . c 

Wenn wir statt des Ulllpsofds eines der beiden Hjperbofoide betracÄten, so gibt es keine um- 
schrfebenen Parallelepipede mehr, deren Sditenflächen den dfei Haupfschnitten parallel sind; ^^enn 
es aber umschriebene rechtwinklige Parallclepipede gibt, so haben unter ihn^n die' Wttrfbl bmne^ 
noch deu grössteil Inhaft. 

S. 9. 



in dott üy^toMie der ]P«iM«-aWMl Plan- 
CoMNttiMiien Hei seldefitliiUlseii C&oHUxmlwa^JkMiem. 
WUMcau^on fpesondferelf Fenüen» 

165. Bei der Bestimmung eines Systems dreier zugeordneter Durchmesser einer Fl8cht zweiter 
Classe mit einem Mittelpuncte kommt es, abgesehen von seiirier Lage, 'auf die Länge der drei 
Durchmesser und diejenigen drei ^yinke( an, welche dieselben^ paarweise genommen, mit einander 
bilden. Es seien p, a, t die drei Halb-Durchmesser-Längen und e^\ t\ t die drei fraglichen 
Winkel. Bami geben die Sftlse der 119.<^lfl. MimiBMr, auf deren Bewri« in dem Syaleme der 
Plan - Coordinaten wir hier nicht mehr zurüdikommen wollen, die folgenden drei Hetationen 
zwischen den sechs zu besfimmfenden Sffidcen: 



910 FJidi«D «weiter Otdmug nnd zwdter dasse. 

P +«r« + T« = — , 

pWCl — C08*< — COSV — GOS^e^^ + SCOS£COS£^eOS£^0 = "" i^**5 

Die vorstehenden Gleichungen bestimmen unmittelbar die drei Coefliäenten der Glelehimg (ft) 
der 158. Nummer, wenn die Längen irgend dreier zugeordneter Durchmesser der Fläche und die 
▼OB je JBwei derselben gebildeten Winkel gegeben sind. Wird idso diese Fläche sweitar Ordnuns 
nnd Glosse in dem Systeme der Punct- und Plan-Coordinaten durch folgende GieichnBgeii dar- 
gestellt : 

X y' z* 

^+^.+-:;. = i. 

pV+cy^u«+'«•^▼^=w^ 

indem wir beidesmal irgend drei zugeordnete Durchmesser derselben zu Coordinaten-Axen nehmea, 
■o erhalten wir zur Bestimmung der drei Halb«^Axen*Quadrate fie folgende Gleichung des dritten 

Grades: 

r^-(p«+<r^+TOr* 

+ 0^ <r^ sin V'+p't« sin V+(r«T«sin^e) r ^ 

— p'crM (l-co8*e-cos*e'— cosV+«co8€Cos£'cose")=0. («) 

166» Die allgemeine Aufgabe ,,die Grösse der Axen einer Fläche zweiter Ord- 
nung und Classe zu bestimmen, wenn dieselbe, bei gegebener Richtung der 
Coordinaten-Axen, durch die allgemeine Gleichung in Pnnct-* oder Plan-Coor- 
dinftten gegeben ist^^ haben wir, in der Voraussetzung, dass die Coordinaten-Axen sich anter 
rechten Winkeln schneiden, vollständig in der 111. und 156. Nummer gelöse^ und in der Voraus- 
setzung schiefwinkliger Coordinaten-Axen f&r den besondem Fall, dass diese mit irgend drei zuge- 
ordneten Durchmessern zusammenfallen (165). Um diese Angabe bei schiefwinkligen Axen voll- 
ständig zu I9sen ist uns der directe Weg unmittelbar gewiesen, indem wir die frtthem Entwicklun- 
gen nur zu verallgemeinern brauchen. 

Legen wir zum Beupiel Punct-Coordlnaten zu Grunde, indem wir wieder, jedoch nnter der 



W4tt« ynir, was «1» AbleNung der Mtfte «WIchMi: betrifl^ wis la df n sogaMfeata Haanam, dea- 

ivrtm WiaM, wddita der dritte Banphrneefet nii der SNa» dfr Mdf« mten Mldet, . dotcli 9'^ od 

deqjenii^en Winkel^ welcher am eisten DarclmieMer^ v«n den beiden Ebenen, die gleichseitig aiit dieses 

DnrchmeMer auch noch bezüglich den zweiten und dritten enthalten^ gebildet werden^ dnrch i beseichscs^ 

seist 

aiod^^ = sine^ sin^, 

cose — cose'cos c" 
C0S5 = , . . ,. — . 

Wenn wir swiscken den beiden verstehenden Gleichungen i eliaiinirea, se ergibt sich nach 
Hedactioneni 

(sin*"sine'0* = 1 — cos^e— cos^c'— cos^€"+2cos€eos«'eo6€", 

wahti wir im ersten Theile sin^'^sint^' nach mit aind^sins' und sindsint vertaasehen können. 



% % fitbiuefwiaklige CoordioateiiAAjieii. »13 

Voraassetoiing, dass die drei CoordmAten-Axeii paarwme genommeB mit eiiauider irgend drei ge- 
gebene Winkd e^% s' und c bilden, von der Gleichung 

aasgehen, so nehmen wir wieder den Anfangspnnct dar Coordinaten in dem Mittelpunete der Flftehe 
an. Dann sind 

X = aj5, y — b«, (1) 

die Gleichnngen irgend eines Durchmessers, und wenn wir, der Kürze wegen, 

Aa + B"b+B' = g, 

B"a + A'b+B = h, 

B'a+ Bb+A'' = k 

setzen, erhalten wir für die Gleichung der zugeordneten Diametral-Ebene: 

gx+hy+kz = 0* 

Derjenige Darchmesser, welcher auf dieser Ebene senkreiJit steht, hat, wenn wir wiederum der 
Kürze wegen 

k(cosecose'' — coseO + h(cosecos£^ — cosc") + gsin^e 

ksin^e"+h(cose'cos£"— C086) + gCcosccose"— coseO 
kCcose'cose" — C08e}+hsm '^c'+gfcosecosß' — cose") 

■ ■ — ■ ■ ■ ' ■' ■■ ■ u 

ksin*€"+hCco8€'cos€"— cose)+g(cos£Cosfi"— coseO 
setzen, die folgenden beiden Gleichungen : 

X = mz, y = Bz/) 

Um also auszudrücken, dass die Gleichungen CO insbesondere ane der drei Axen der Fläche dar* 
stellen, erhalten wir die Bedingungen 

a =: m, b = n, (9) 

-wodurch die Riehtungen der Axen vollkommen bestimmt sind. 

Stellen wir die Axen-Gleichungen (1) nnt der Gleichung der Flädie zusammen, und nennen 
die Länge der bezüglichen halben Axe r, so kommt : 

(AaH-Bb*+A'0+«B"ab+2B'a+«Bb)x^ = 1, 
r« « a+a«+bH«abcos€"+*ico8£'+Jbco«c)xS 

und hieraus 

(Aa«+A'b«+A"+ffl"ab+ö'a+«Bb) r» 

= (l+a«+b«+8abcose"+2aco8€'+2bcose). 

Wenn isrir ewiechen dieser Gleichung und den bdden Gldehungen (8) a und b eliminiren, so 
«rgibi sich die verlangte Gleichung des dritten Grades in r*. 

107. Der am Schlüsse der vorigen Nummer angezeigten Elimination, die, wenn a«eh nicht 
unsere Kräfte^ doch unsere Geduld übersteigt, k6nnen wir uns überheben, und, durch Induction ge- 
leitet, das Resultat sogleich hinschreiben, und dann nachweisen, dass es nothwendig das richtige ist. 
Diesen W^ wollen wir bei der Bestimmung der Axen der Fläche sowohl in dem Systeme der 
Ponet-Coordinaten als auch in dem Systeme der Plan-Coordinäten einschlagen. 



*) Vergl. Mafsas S. as. 



il4r Flächen zweiter Ordnui^ uid zweiter ClMse. 

Bs sei biemack, idlem wir zuerst Plan-CoordiHateä m Qmmit lege«, 

At2+A'u+2A''v2+2B''tu+2B'tv+2Bfrr+»Ctw+«C'iiw+8C^vw+I>w* = (I) 

die allgemeine Gleichnng der Fläche, bezogen auf irgend drei gegebene Coordinaten-Axen, toü 
wetehen die ente and iweite, die erste and dritte und die iweite und dritte bezügüdi die Winkel 
t^\ t' und e einschliessen. Verschieben wir diese Äxen parallel mit sich selbst bis ibr Durthichnitt 
mit dem Mittelpancte der Fläche zusammenfällt, so geht die Torstehende Gleichung, gerade wie in 
der 152. Nummer, indem wir 

setzen, in die folgende über: 

Jt^4-J'u«+J"v«+2Ä''tu+22?'tv+«Äuv = w^ 
Wir behaupten, dass alsdann folgende in Beziehung auf r^ cnbiscfae Gleichung 
r« _ I J-f-^'4.^"+25"cos£"+2Ä'co8e'+2Äcose| r* 
I (^.4'— J?"2) 8in^e"-2(^"-ß"-jBÄ0 Cwse"— cosccosOi 
+ j + (^4"— iS'^) sin V— 2Cii'-B'— -BÄ") Ccose'— cos e cosc'Q [ r * 
I -H (^J"— ÄO smH—2iAB—B'B'') Ccose-cosß'cos e'O \ 

Cl — cos^c— cos^e' — cos^e"+2cos ecos c'eos e") 

= (3) 

die drei Halb-Axen-Quadrate der Fläche zu ihren Wurzeln hat. Beziehen wir uns auf die urspniiig- 
liche Flächen-Gleichung (1) zurück, so geht diese Gleichung, unter Beibehaltung der Bezeichnong; 
der 10. Nummer in die nachstehende über: 

r« -h }Y+Y,+Y,+«lF3.^€ö8c^+«P3iCOSi/+2W3o€#9fl^ 

+ |0.2sin5e"+0,8in2e'+08in«e 

— 2A|^Ccose— cö»€'co»e"}^2Ao2 (cose'— Coseeosc'Q— 2AoiC«>sß"— cosecoseOj ^ 

+ — Cl— co8*e--cos*e'— cos*cj'+2cosecose'cose") :sr ö. 0) 

Bei dteMo Ueber^^ge JkODunen die in 4er IM. Nummer bereits aogewaadleii SubatkutioneD 
wiederum vor. Ueberdiess ist noch, in. Folge des 4f«i letzten itotiaeken GkMmi^en YIL, der 
14K Nummer, 



> 



A-B''^BB^= ^^^3.-^30^3 ^ _ A^ 






Die Gleichungen (3) und C^) Ueiken BttTerändert, wmn wir die drei Coordinaten-Axen mit 
einander yertauscben* 

Die genannten Gleichungen, deren Richtigkeit nachzuweisen uns noch obliegt, müssen ihre 
Geltung auch dann behalten, wenn die Fläche zweiter Classe sich particularisirt, und insbesondere 
also auch in dem Falle, dass sie in ein System von zwei Puncten ausartet. Alsdann reducirt 
sich die Gleichung (3}, indem zwei der drei Wurzel-Quadrate Terschwinden, auf: 

r* = ^+J'+^"+«*"cose"+2B'co8e'+«^cos£, (3) 

wobei r die Entfernung jedes der beiden Puncte des Systems von ihrer gemeinschaftlidien Afitto 
bedeutet. 

Indem wir das System der beiden Puncte, deren Goordinaten wir in dem zu Grunde gelegten 
Coordinaten-Sjsteme durch X, y, z und C— x), C—yD» (— z) bezeichnen wollen, durch die Gleichung 

Ai'^+A'n^ + A''y'^ + 2B''tu+2B'ty + 2Buy = w'^ 
darstellen, ergibt sich 

A = x^,i' = y^ ^" = z*, 2?" = xjr, £' == xz, if = yz, 
* wonach die vorstehende Gleichung folgende wird : 

Cxt+yn+zv)* = 1. 
Für den Abstand dieser Puncte vom Anfangspuncte erhält man 

x*+y*^ +zH"2xyc08e"+2xzcos£'+2yzcos£ : 
in Uebereinstimmung mit der Gleichung (o). 

Der Coefficicnt des zweiten Gliedes der Gleichung C3} Cund mithin auch der Gleichung U)} 
ist also, für den eben betrachteten besondern Fall, der richtige. Er ist überhaupt der richtige, 
weil er die Coefficienten der Gleichung (2^, die von der zweiten Dimension sind, nur in der ersten 
Potenz enthalten kann, und die Relationen, welche zwischen diesen Coefficienten bestehen müssen, 
wenn die Fläche in ein System von zwei Puncten ausarten soll, durch die folgenden nicht linearen 
Gleichungen zwischen diesen. Coefficienten 

AB—B'ff' = 0, A'B'--BB'' = 

ausgedrückt werden, und also die allgemeine Form des fraglichen Coefficienten nicht modificiieu 
liönnen. 

168. Wir wollen ferner particnlarisiren, indem wir annehmen, dass die Fläche zweiter Classe 
in eine ebene Curve, etwa eine Ellipse übergehe. Weil alsdann eines der drei Wurzel-Quadrate 
der Gleichung C3} verschwindet, geht diese Gleichung, nach Vernachlässigung desselben, in die 
folgende über: 

r* — I A+A'+A''+2B^^co8 £"+2JB'cos e'fgjffcos e ( r ^ 

+ (il^'— 2?"2) sin'^e"— 2C4"Ä"'-J&Ä0 Cco» e"-cosßcose0 
'+ (J^''— JS'2)sin2£'--2U'J?'--Äif'0lCcos£'--cosecos£'O * 
+ Ci<'^"— ÄOsin^£-2C^Ä--Ä'jB'0(oo«€--co8£'cos^'0 

= 0. C6) 

Das Product der beiden Halb-Axen-Qpadrate der ebenen Curve ist also gleich dem letzten, von r^ 
luablMbagigeai, Gliede dieser Gleichang. Dieses Glied können wür aUgemein, indem wir die Neigungs- 
winkel der Coordiaaten-Ebenen gegen einander durch 4^4^ und 4^^ bezeichnen, wonach 



SIS Flachen »weiter <Mkiiii]|f nnd sweiier Cksse* 



folgendergestalt schreiben: 



cos«' — cos e cos e^' ess m9Bmef^ea9i\ 
cos8^^— cose cose' ss sine sine' cos^^, 

I ©2 8in2e"+0isinV«+©8in«e 



— 2A,4 8in6'8in£"co8^— 2Ao2sin6sine"cos^'— »A^jsinesine'cos^"!— , 

nnd ffir den besondern Fall, den wir betrachten, wo durch das Verschwinden Ton 4^, in Folge der 
identischen Gleichungen IX. der 10. Nummer: 



auch folgendergestalt: 

1 0iSin«e"+0i8inV+0sin« « 

T 2 »^0^. sin 6' sin e" cos ^ T 2 »^©©^ . 8inF8inc''co8 4' T * ^&Wi • sin« sin«' cos <" j ^ , 

oder kürzer: 

L4+M'^+N*T«LMco8^T2LNcos^'T2MNco8<", (7) 



indem wir 



^2l. 8in«" = L, *^®Ll . sin«' = M, ^®- . sinesN, 



setzen« Es bedeuten aber hiemach ?rL, ?rM, ttN den Flächen-Inhalt der drei Projectionen der 
Fläche zweiter Classe auf den drei Coordinaten-Ebenen, hier insbesondere den Flächen-Inhalt der 
drei Projectionen der ebenen Curve (Ellipse). Bei diesen Voraussetzungen aber ist der Ausdruck 
(7), wenn wir ihn noch mit n^ multipliciren und die obem Zeichen nehmen dem Quadrate des FlSdea- 
Inhaltes dieser Curve, er selbst also dem Producte der Quadrate ihrer beiden Halb-Axen gleich«*) 



Schneiden wir von der dorch die drei Coordinaten-Ebenen gebildeten Ecke durch eine beliebige 

eine Pyramide tb, deren Bmup wir in dieser Ebene annehmen nnd durch R beseiehnen wottea^ Trahrend 

wir den Flachen-Iiihalt der drei Seiten-Flachen L; M^ N nennen^ ao ist nach bekanntem Satae: 

RJ = L«+M«+N«-«LMeo8^— ILNcM^'— IMNcoB^«. (■) 

Dieies Resultat ergibt sich leicht Bezeichnen wir nemlich diejenigen AVinkel, welche die Basis 4er 
Pyramide mit den drei Seitenflachen derselben bildet besiigHch dnrch w^ w' und w''^ ao lat: 

R SS Lcoscj+Mcoso'+^cosa)'^ 
L = RC0SO+ Mcos ^+Nco8^^ 
M SS Rco6<D^+ L cos4 +Ncos^'^ 
N = Rco8«"+ L cos ^' + N cos^". 

Multipliciren wir die erste dieser Gleichungen mit R, und nehmen dann ans den folgenden drei Gleicbmigen 
die Werthe von Rcoso, Rcosm' und Reosa'' um dieselben in die erste Gleichung einsnaetsea, ao ec^ 
gibt sich unmittelbar die Gleichung (a). 

Wir können die Gleichung (a) noch unter einem allgemeinem Cresiehtspnncte aulMsen. Wenn wir 
nemlich parallel mit den Coordinaten-Azen auf die gegenüberliegenden Coordinaten-Ebenen pr^fiewctt, ss 
sind die Seitenflichen der Pyramide L, M und N, die Projecttonen der Basis R. Diese gWitec tf emea aber 
behalten denselben Flächen-Inhalt^ wenn wir der prejeclirten Flache R. irgend «Ine andere 
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Die vorstehende Bestiomiiuig der Yorzeicheii bezieht sich nur auf die numerisdie« Wenhe Ton 
Ai,y ^oa ^^^ ^019 keinesweges aber auf die Vorzeichen, mit welchen die durch diese Symbolo 
vertretenen algebraischen Ausdrücke genommen werden müssen. Das Princip der Symmetrie fordert 
von Vorne herein, dass diese Vorzeichen übereinstimmen müssen, aber nur ein vorliegender Fall 
kann entscheiden, ob die in der Gleichung (6) genommenen negativen Vorzeichen die richtigen sind 
oder mit den entgegengesetzten vertauscht werden müssen. Wir wollen zu diesem Ende den Fall 
der Kugel nehmen, und diese auf irgend drei beliebige Durchmesser beziehen. Setzen wir fiberdiesa 
den Radius der Kugel der Einheit gleich, so ist ihre Gleichung die folgende: 

t* u^ V* tu cos ^" tvcosg^ UV cos ^ 2 

'sin^S "^ sin^' '*' sin^S" "~ * sind sind' ~ * sindsind" "" * sin^sin«" — ^ • ) 
Um also die Gleichung (3) zu entwickeln, haben wir 

j-^l^ A^-J- ^^'-JL 

'^"'sin^»' /^""sin^a'' ^ ""sin^*"' 

— cosg^' — cosg' — cos^ 



sind sind'' sind sind"' ~ sind'sind" 

und finden für dieselbe, wenn wir, der Kürze wegen, 

1 * a. * 2 cos c" cos ^" g cos e' cos 4' 2cosecos^ 

sin^d'^sin^d' "^sin^d" sind sind' sind sind" "" sind'sind" ~ 

setzen, nach einigen trigonometrischen Reductionen: 

r« — Kr* + Kr» — 1 = 0. 

Um darüber zu entscheiden ob im Coefficienten des dritten Gliedes der Gleichung (3) die drei letzten 
Glieder wirklich das negative Zeichen haben, oder ob das entgegengesetzte Zeichen das' richtige ist, 
setzen wir K der Summe der Producte je zweier der drei Halb-Axen-Quadrate gleich^ also gleiA 
3; dann kommt: 

. «^ . . 2*y , . 7%jj « /eose"co«^" , cose'cos^' , eosecos^X 

eine Gleichung, die wir nicht weiter zu verificiren brauchen, weil es in die Augen springt, dass der 
zweite Theil derselben unmöglich statt des positiven Zeichens das neg^ative haben kann. 



geben, ohne dabei ihren Inhalt zu Indern^ and die Ebene dieser Fliehe^ mit sich selbst parallel^ beliebig 
verschieben. Naeh diesen Bemerkungen ergibt sich unmittelbar der folgende Sata. 

Wenn wir eine begranate ebene Flache nach der Richtung dreier gegebener Coor* 
dinaten-Axen auf die gegenüberliegenden Coördinaten-Ebenen projiciren^ so ist die 
Quadrat-Summe der drei Projectionen weniger der doppelten Producte je zweier 
dieser Projectionen mit dem jedesmaligen Cosinus des von den Ebenen derselben 
gebildeten Winkel multiplicirt, gleich dem Quadrate der projicirten Fliehe. 

Die vorstehende Gleichung ergibt sich unmittelbar aus dem Ausdrucke, dem wir in der 172. Nummer be- 
gegnen werden, nm den Abstand des Anfangspunetes der Coordinaten von der durch die Gleichung 

ax+ a'y+a"z + I = 

dargestellten Ebene zu bestimmen; wir brauchen nur diesen Abstand der Einheit gleich zu nehmen und a^ 

tu V 

a' und a'^ bezüglich mit — , — und — zu vertauschen, 
w w w 

S8 



218 Flftehea «weü» Ordnaog wid zweier CUmae. 

D«r Coeadent des dritten Gliedes der Glnelmiig (3), so yrie der Gleiehing (4), bt afcM», für 
ieti frtiglidieB FaU, vo die Fläelie in eine ebene Cunre ausartet, aiidi was die Zeichen betrifft, der 
riehtigie« Er ist überhaupt der ri^tige, weil in diesem Coefficienten die ConstanCen der €Rd- 
dmng (ff) nur im O^adrate oder paarweise mit einander multipiicirt (Ausdrücke Ton der ^vierten 
Dimension) vorkommen kOnnen, und daher die allgemeine Form dieses Ausdrucks, durch die Bo- 
dfaigungB-GleichuBg 

welche den particnlären Fall characterisirt, nicht modificirt werden kann. 

169. Das von r'^ unabhängige Glied der Gleichung (3) ist nothwendig in Beziehung auf die 
Constanten der Gleichung (S) von der dritten Dimension, und kann daher, da es Terschwinden 
muss, wenn in Folge der letzten Gleichung der vorigen Nummer, die Fläche in eine ebene Corve 
2wäter Classe ausartet, nur die folgende Form haben 

X ^ 
D+ 

wobei X unabhängig von den Constanten der Gleichung (2) ist. Um X zu bestimmen brau«ihen wir 
also nur, indem wir ein Coordinaten-Sjstem, dessen Axen nicht auf einander senkrecht stehen, zu 
Grunde legen, die Gleichung zu kennen, deren Wurzeln die Axen-Quadrate der gegebenen Fliehe 
sind. Beziehen wir die Fläche auf irgend drei ihrer zugeordneten Darchmessor als Coordfnate»- 
Axen, wonach ihre Gleichung die folgende wird: 

A«+A'u+A"y* = w«, 

ad sind, in Gemäsd^it der 166. Nummer die Quadrate ihrer Halb-Axen durch folgoide GleiiliiDig 
feCdben 

r<_(A+A'+A'Or* 

+ AA'sin V+AA"8i»V+A'A"8in^c 

— AA'A"(1— cos^e— 'COS V— cos^fi"4-2cos£cos£'cos£'0 = 0. 

Es hat sich hier durch das Verschwinden von B, B' und B^' der Ausdruck — auf ( — AAfAf*) re> 
ducirt, wonach 

X = (1— COS^£'-eOs26^~COS2e^^-|-SC08€COS£'CO8e^0 

und also die Form äet Gleichang (3), die auf die ursprüngliche Flächen -Gleichung (1) bexogen^ 
in die Gleichung (4) übergeht, vollständig gerechtfertigt ist. 

170. Wenn wir von der Annahme schiefwinkliger Coordinaten-Axen wieder zu der Voraus- 
setzung, dass die Coordinaten-Axen sich rechtwinklig schneiden, zurückgehen wollen, so braacha 
wir nur 

C0S6 = cose' = cose" = 

zu setzen, wonach die Gleichung C^) in diejenige übergeht, welche wir in der 156. Nummer direct 
entwickelt haben. 

Wenn wir endlich in der allgemeinen Gleichung der Fläche (1) 

A" =0, B = 0, B' = 0, C" = 0, 

setzen, so ist die resultirende Gleichung 
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die allgemeine Gleiehung einer in der Ebene XY liegenden Cnrye zweiter Classe, die vir, indem wir 
von der dritten Dimension ganz abstrahiren, uns durch eine gerade Linie in der fragliclien Ebene 
umhüllt denken können, und zur Bestimmung der beiden Halb-Axen-Quadrate dieser Curve erhalten 
wir alsdann aus (4): 

• r*+|Y+Y,+«W|?cosV't^, + ^8inV/=0 (8) 

eine Gleichung, die ich im zweiten Bande der Entwickeln ngen n. 511 direct abgeleitet habe. 
171. Es sei zweitens 

AxHA'yHA"z^4-«B''xy+2B'xz-H2Byz+«Cx+2C'y+«C"z + D = (1) 

die aUgemeine Gleichung der Flächen zweiter Ordnung, wobei wir wiederum ein schiefwinkligeB 
Coordinaten-System^zu Grunde legen. Wenn der Anfangspunct in den Mittelpunct der Fliehe rückt, 
80 geht die vorstehende Gleichung in die folgende über: 

Ax*+A'y^+A"z«+2B"xy+«B'xy+fByz+ :^ = 0. (1> 

Wir behaupten, dtas die drei Halb-Axen-Quadrate der Fliehe die W^nrzeln der naehateheoden QU^ 
chung des dritten Grades sind: 

^ , S2 + Si+ g-2yo3C08g-2Wj 3C086^— 2g^3Cose^" * 

ABb«e4-A'sinV+A'^aiB2e-SB''(eose^^-coS€Cos8^)-2B^(co8£^--eoMCose^O-«B(eMe<-oos^^ /« \« . 



ÖS 



(I.)' 



. 1— C08«e— cos*«'— cos«e"+ * eoseeose'cose^^ / * \ * ^ 

+ ü {e,}-'^ (•> 

Setzen wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 

90 geht die Gleichung der FUehe in die folgende über 

A»«+A'y«+A''z«+»B"xy+«B'x«+Myz »: t, (4) 

and bei dieser Bezeichnung verwandelt sich die Gleichung (3) nadi dnigen trigonometrischen Sub- 
stitutionen, die in den bisherigen Entwickelungen Ofier schon vorgekommeii siBd, in die blgende: 

e, r^ — (SaH-Bt+B — 21^03 cose — 2T4sCose' -2 WjjCose'Or* 

+ (A sin^e+A'dn V+ A''8in2£''— 2B''sinesinfc'cos^''-2B'sin£sint'»cos^'— 2Bsine'8ine'^^^^ 
— sin^esin^» = 0. (5) 

Es bleibt uns übrig, die Richtigkeit der Gleichungen (3) und C5) darzulegen, wobei wir auf 
ähnliche Weise, wie in dem Falle der Flan-Coordinaten verfahren köoneut Zuvörderst sehen wir, 
dass diese Gleichungen die Bedingung der Symmetrie erfüllen. Ferner können wir dieselben in 
zwei Voraussetzungen verificiren, einmal in der]| Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen^ 
wobei sie in die, in der 111. Nummer direct abgeleiteten Gleichungen übergehen; das andere Mal in 

28* 



SßO Flächen zweiter Ordnang und zweHer Classe. 



h— H = 1 



der Voraussetzung, daas die CoordiDaten-Axen mit irgend drei rageordneten Darchmessem 
menfallen« Nehmen wir nemlich, hiermit in Uebereinstimmung, statt der Gleichung (1) die folgende: 

r» j2 «a 

wonach 

B = B' = B" = 0, C = C'.= C" = 0, 

A = — - A' — —- A" — -- D=:— J 

«■=(^^-=(^)'«=(w):«.=(^): 

und also die Gleichung (5) in die. Gleichung (2) der 165. Nummer übergeht. 

Wenn 

= 0, 

80 gibt die Gleichung (3), der Kegelfläche entsprechend, für r^ drei verschwindende Werthe« Die 
Gleichungs-Form (4) ist hier unmöglich und wollen wir der Gleichung (5} noch ihre Geltang lassen, 
80 mttssen wir 6*3, unendlich gross nehmen. AUe Gleichungen erhalten ihre unbedingte Geltong 
wieder, wenn die Kegelfläche in eine Cylinderfläche ttbergeht, wobei 4> und 63 beide Terschwinden und 

0jt 

Die Gleichung (5) muss also, wenn 63 verschwindet eine Wurzel haben, die unendlich gross wird 
nnd 0t daher ak Coeflieieot des ersten Gliedes erscheinen. Nehmen wir 63 ab vollstjbidigen 
Coeffidenten dieses Gliedes, so ist, im Falle rechtwinkliger Coordinaten-Axen, das letzte Glied gleid 
( — 1) und dieses Glied kann, wenn wir diese Axen ganz beliebig annehmen, nur eii^e Function dor- 
jenigen Winkel sein, von welchen die gegenseitige Richtung der Coordinaten-Axen abhängt. Diese 
Function können wir in dem speciellen Fall, dass diese Axen mit irgend drei zugeordneten Darch- 
messem der Fläche zusammenfallen, direct bestimmen und erhalten alsdann nach dem Vorstehendea 
IBr dieses letzte Glied : 

8in*£sin2* = sin^e'sin^a' = 8in«c"sin*a" 

SS 1— cos^€ — oos^e'— Gos^e^^+Scosecose^cose'^ (6) 

Betrachten wir den Fall des Cjlinders, so ergibt sich, indem wir 

03 s AA'A"— ABa-A'B'a-A"B"* +SBB«^' = 

setzen, die folgende quadratische Gleichung in r^ : 

KSj+Bi+S -2«^o3 C08e-2W,3 cos«'— 2W53 cose'O r* 
— (Asin«c + A'sin2£'+A"8in*^6"— 2B"sine8in6'cos^" 
— 2B'sin e sin e^cos^' — 2Bsin e'sin e"cos0 r^ 

-f sin^esin^^a = 0, (7) 

in deren Coefficienten durch das Verschwinden von Q^ keine Form-Aenderung hervorgebracht werddi 
kann. Es bt also, um die Richtigkeit des zweiten Coefficienten der Gleichungen (3) und (5) zu 
constatiren, bloss zu zeigen nöthig, dass, in dem Falle des Cylinders, der Coefßcient des zweiten 
Gliedes durch das letzte Glied getheilt, dem reciproken Werthe des Productes der beiden Halb-Axen- 
Quadrate des Cylinders gleich ist. 
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Dem Verachwinden von 0, entsprieht (10, lY): 



(8) 



wonach der fragliche Quotient die folgende Form annimmt : 

Bezeichnen vir das Product der beiden Halb-Axen der drei Durchschnitts-Cnryen des Cylinders mit 
den drei Coordinaten-Ebenen XY, XZ und YZ durch L, M und N, so ist"*") 

sin'^g^^ _ sinV gin^e 

wonach der vorstehende Ausdruck, mit Beräcksichti|riu^g ^^^ Gleichungen (6), in den folgenden 
fibergeht: * 

L*sin«*" ^ M^sin'^'d^ ^ N^ sin^ ^ 

cose cose^ co se^^ (9) 

^ LMsin*"siÄ»' LNsinÄ"sina MNsln^'sinS' 

Wenn iiberhaupt irgend ein gerades Prisma, oder irgend ein gerader Cjlinder, deren Basis wir 
:ftS nennen wollen, durch drei beliebige Ebenen — diejenigen, die wir zu Coordinaten-Axen ge- 
nommen haben — geschnitten wird und wir die Flächen der Durchschnitte durch ttL, ttM, und luNj 
and die Winkel, welche diese Ebenen mit der Ebene der Basis bilden, darch <d^^, ca^ und & be- 
zeichnen, so ist I 

s s s 

—- = Cos «", -TT = cos ö', — = coso. 
Li M N 

Zwischen den drei Winkeln o^^, o^ und 6?, Ton welchen zwei den dritten bestimmen, besteht die 
bigende Relation : 

_ cos*«" cos ^ ö' *•"* ''-^ 



sin»^" ' sin^^' ' sin*^ 
coso'^coso ^ I o ®^ 

sin*" sin*' •""""' sinJ^sin* * sinJ'sin* 



C0So''C08<i9' coso'^coso cosö'cos« ^|,.^ 



*> Analyt geom. EntvrkkitlmgeB, cMter Bmnd, n. 851. . ; 

**> Um diese Gleichung der Coordtntten-Geometrie ftbsnleiteB^ wihle ich vorzugsweise den folgenden Weg^ 
der ans sngleieh su einer «ngemelnen Bemerkung ffihrt. 

Stellen wir mit unserm Coordinmten-Systeme ein zweites zusammen^ dessen Axen auf den Ebenen 
des ersten^ und dessen Ebenen also auch^ umgekehrt^ auf den Axen des ersten senkrecht stehen^ so können 
wir die positive Richtung der neyen Axen so nehmen^ dass die von den Coordinaten-Axen jedes der 
beiden Systeme gebildeten Winkel di^enigen Winkel^ welche von den Coordinaten-Ebenen des andern 
gebildet werden »i zwei Rechten erganzen. (Es entsprechen die von den Coordinaten-Axen der beiden 
Systeme gebildeten korperUc)»en Ecken zweien sphärischen Dreiecken^ von welchen eines das Polar-Dreieck 
des andern ist) Bezeichnen wir in dem zweiten Systeme die Winkel der Axen^ indem wir uns zur 
Unterscheidung unten angehängter Marken bedienen^ durch eo; e,^ e,, und die Winkel der Ebenen 
durch i$, i,, i,„ so ist insbesondere 

cos^o= — cose, cos^, = — cose', cos^„ = — cose". (a) 



Stt Flächen zweiter Ord&nug «nd Kweüer Classe. 

Venn wir in diese Gleichung fBr cobo^^, cosc»^ and eamo die ▼orslAenden Werfte eiiiseUatt imd 

<^qmi darch S^ dividircn, so geht der erste Theil dieser Gleichung in ^ und der zweite Theil der 

ndben in den Ausdruck (9) über, Yorausgesetzt, dass wir in diesem die ohern Vorzeichen nehmea. 
Hiemach können wir, wenn die Flächen der Durchschnitte eines geraden Prismas oder eines gerada 
Cylinders mit irgend drei Ebenen, deren gegenseitige Lage bekannt ist, der Grösse nach gegebet 
sind, die kleinste Schnittfläche S, bestimmen. Nehmen wir insbesondere den oben betrachtcta 
Cylinder, so ist. bewiesen, was bewiesen werden sollte. 

Die Bestimmung der Vorzeichen in den Ausdrücken (8) und (9) beruht darauf, dass wir die 
Wurzeln in dem erstem Ausdracke, denen L, M und N in dem zweiten entspredien, als abseht 
positive Grössen ansehen, und hat keine directe Beziehung zu den Vorzeichen von 9^3, 7^, uiri 
^23 in der Gleichung (6), so wi^ in den Gleichungen (5) und (3), wobei die genannten dreiA» 
drücke, an und Tür sich, sowohl positive als auch negative Werthe haben könnoi. Ob dies^a 
alle drei mit positivem oder alle drei mit negativem Zeichen genommen werden müssen, darüber 
gibt uns erst ein anderer besonderer Fall Aufschluss. 

Die Gleichung einer Kugel, bezogen auf ihren Mittelpunct als Anfangsponct der Coordinata, 
ist, indem wir den Radius derselben gleich Eins nehmen, die folgende: 

x»+y*+«*+fcycose"+8xzcose'+tyzcaB« = 1. 

Hierbei ergibt sich 



In dem zweiten Systeme bleiben diejenigen Winkel^ welche jede der drei Aien mit den ge^nnberliegenda 
Coordinaten-Ebenen bildet^ dieselben als im ersten Systeme: sin^^ sin)' und sind'' behalten dieselbe Be- 
deutung aueh in dem zweiten Coordinaten-Systeme. Wenn wir eine gerade Linie willkiilirUch aimehmei, 
welche mit den Axen dieses zweiten Systems die drei Winkel o, o' und a" hiMH, so bildet eine Ektm. 
welche auf der Richtung dieser geraden Linie senkrecht steht^ dieselben Winkel mit den Coordioaten- 
Ebenen des ersten Systems. Nach MagnuM (Seite A) besteht aber^ zwischen den drei Winkels o, o' 
und i»^*y welche in dem zweiten Systeme eine beliebige gerade Linie mit den drei Coordinaten-Aia 
bildet die folgende Relation: 

(1— cos^e© — cos««,— COS%^ +tC08loCe8V^OS£,,) 
— 8in'^«„cos''(o"— sin'c, cos^o'— un'^t^tM!^^ 
-fSCcosco — cosfi,cose„)cosa>'co8ö"+t(cos€, — GoseQCose,,)cos<i)cos<i9^^+S(cos<,/-coseoCOse,)eo8«»eos»'=ft 
die wir, nach bekannter Umformung^ auch folgendergestaU rnftieiboM M— an: 

eos*<a'' cos««/ eos«io 

"^ sin**" ^ sin*^«' '^ sin«a 

C08<D^'C0S»' COSCD^COSCd COSO^COSfr) 

aind^sind' ' siod^sin* mä'üai 

Gehen wir zum ersten Systeme zurück, so finden wir die Gleichung (9) des Teites, wobei dann o. o' 
und o'' diejenigen Winkel bedeuten, die eine beliebige Ebene mit den drei C/Oordinaten-Ebenen bildet 

Das Vorstehende enthalt ein Beispiel, welches uns darauf hinweiset, In diejenigen Entwickeinngci, 
welche an die Annahme eines schiefwinkligen Coordinaten-Systems sich auknüpfen, solche Betrach- 
tungen aufzunehmen, die der Betrachtung der Polar-Dreieeke in der sphärisches 
Trigonometrie entsprechen, und den Erklarungs-Gnmd filr die Ferm-VcrwaadteohafI •■a])iischcr 
Ausdrücke enthalten. 
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82 = smV, Si = flinke', , H = sin«€, 

vonach die Gleicbung (5) in die nachstehende übergeht: 

r«— Kr4+Kr2— 1 =0, 
indem wir wiederum der Kürze wegen 

11 1 2c08e"C08^" 2C0Se'C0S^^ 2C08£C08^ 

8S«»"^sin^»' "*" sin^ ain^sinä" "einäsin»^ "^ sin^^n«'' "^ ^ 

setzen. Diese Gleiehnng ist die richtige (168) nnd namentlich der Coelficient Yon r"*^ gleich (—3). 
Somit ist bewiesen, dass wir ^039 ^13 und W^3, wie geschehen, mit dem negativen Zeichen nehmen 
müssen. 

172. Der zweite Coefficient der allgemeinen Gleichungen (3) und (5), dessen Richtigkeit 
rollständig nachgewiesen worden ist, mnss, abgesehen von jeder besonderen Annahme der Coordinaten- 
Axen zugleich mit 63 verschwinden, wenn der in der vorigen Nummer betrachtete Cjlinder in ein 
System yon zwei parallelen Ebenen ausarten soU. In diesem Falle ist (29, 18): 

Si=0, Hl = 0, S= 0. 

irorans folgt, dass aueh 

¥04 = 0, ^„ = 0, Wj, = 0, 
In Folge dieser Bedingungs-Gleichungen verschwindet wirklich der fragliche Coefficient, während 
dieselben, so wenig als das Verschwinden von 03, irgend einen Einfluss auf die Form des Coefll- 
cienten von r^ haben kSmien. Es bleibt uns hiemach bloss nachzuweisen übrig, dass der letztge- 
nannte Coefficient für den besondern Fall der richtige ist. In diesem Falle können wir die Gleichung 
(4) anf folgende Weise schreiben: 

(ax+a'y+a"z)^ = 1, 
so dasB 

A =s a«, A' == a'2, A" = a"«, B" = aa', B' = aa", B = a'a", 

hiernach geht die Gleichung (5), nachdem zwei ihrer Wurzeln unendlich gross geworden sind, 
auf den esioi Grad sich redacirend, in die folgende über: , 

1 _ a^^ a^y a^ 

r« ~sin« «" "*" sin« ^ "^ sin^ 9 
2aV[cos| _ 2aa^^cosg^ _ 2aa^cosg^^ (11) 

sind^sin^^ sin^sind'^ sin 9 sin 9^ 

Es bedeutet hierbei r die Höhe einer Pyramide, deren Basis in einer der beiden parallelen 

Ebenen liegt, nnd deren drei Seiten in die drei Coordinaten-Axen fallen und bezüglich gldch — , -^ 

a a 

und — sind. Die drei Seitenflächen einer solchen Pyramide sind aber 
a 

1 sine^^ 1 sine^ 1 sine 

2"* aa' ' t' aa'' ' 2 '1^' 

nnd hiemach ergibt sich, in Gemässheit der Note zur 168. Nummer für das Qaadrat der Fiä^e 
der Basis: - 
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4(\&a.') "'"Vaa'V "^U'a'V 
Binß" sine' , sine" sine ^^ ^ sine' sine ,.. 

aa' aa" aa' aa" aa" aV 

Der Inhalt der Pyramide ist aber 

1 sine i sin^ 1 sinesind 
2^ äV' * ¥ a ~ 6^ ' aa'a" ' 
Dividiren wir das Quadrat der Basis durch das Quadrat des dreifachen Inhaltes der Pyramide, so 
erhalten wir das Quadrat des reciproken Werthes ihrer Höhe, und für dasselbe den zweiten ThcU 
der Gleichung (11). 

Wir haben hiermit das uns vorgesteckte Ziel vollständig erreicht. 

173. Um von der Gleichung (3), welche die drei Halb-Axen-Quadrate einer Fläche zweiter Ordnmig 
zu ihren Wurzeln hat, zu derjenigen Gleichung überzugehen, deren Wurzeln die beiden Halb-Axcn- 
Quadrate einer Curve zweiter Ordnung sind, nehmen wir für die Fläche einen Cylinder, der aof 
der Ebene XY senkrecht steht, und machen überdiess die Voraussetzung, dass «die Axe Z auf des 
beiden Axen X und Y senkrecht stehet, während diese beiden Axen mit einander den beliebtet 
Winkel e^^ bilden. Alsdann ist die Gleichung des Cylinders 

Ax^+A'7«+2B"xy+2Cx+2C'y+D = 0, 

indem wir von der dritten Dimension abstrahiren, zugleich auch die Gleichung seber Basis und die 
beiden endlichen Axen des Cylinders sind auch die Axen dieser Basis. Indem wir hiemach 

A'' = 0, B = 0, B' = 0, C" = 0, e = «< = Jjr, 
03 = 0, - = -S 

setzen, geht die Gleichung (3) in die folgende über: 

w,r+4-(A4-A'-SB"cose'0 ?^ • r^+ (^I^VsinV = 0. 

174. Auf gleiche Weise, wie wir in der 199. Nummer ans der Gleichung (8S) der lfi7. Nammer, 
welche überhaupt (indem wir Plan-Coordinaten und rechtwinklige Coordinaten-Axen zn Grande 
legen) die drei Halb-Axen-Quadrate einer Fläche zweiter Classe gibt, durch die Gleiehnng^i (30) 
und (31) hindurchgehend, die Gleichung (34), die für den Fall eines Paraboloids die beiden lialbai 
Parameter desselben zu W^uri^eln hat, abgeleitet haben: so kQnnen wir auch, bei Annahme schief- 
winkliger Axen, verfahren, und unmittelbar zum Resultate gelangen, indem wir die Coeflicientca 
der Gleichung (4) der 166. Nummer an die Stelle der Coefficienten der eben angezogenen Gleichm^ 
setzen. Es sei demnach erstens 

At2-|-A'u^+A"v«+2B''tu-[t2B'tv+2Buv+2Ctw+2C'uw+2C"vw = 
die Gleichung des Paraboloids, wobei zugleich 
Y = — C«, Y, = - C'S Y, = - C"S W„ = - CC, W3. = - CC", W,o = — C'C"; 

dann ist die gesuchte, an die Stelle der Gleichung (34) der 159. Nummer tretende allgemeine 
Gleichung: - 
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^ (C«+C'^+C"»+«CC'cose"+«CC"co8e"+8CC"co88)% "'^ 

^(1— COS*£— cosV— co8^e"+2co8cce8£'cosc") 

Wenn iidr das Paraboloid zweitens durch die allgemeine Gleichung in schiefwinkligen Parallel- 
Coordinaten x, y, z darstellen, so erhalten wir, indem wir zu der 1S3. Bfnmmer und der beigefigten 
Xote zurückgehen und in dem dortfgen Entwickelungsgange die Gleichung (3) der 171. Nummer 
der zu Grunde gelegten Gleichjmg substituiren, ohne alle Mfihe die folgende quadratische Gleithung: 

q^T } (Asin»e+A'8in»6'+A''sin*e'— 2B''(co86''--coseco8^)--2B'(co8e'-coseco8e'0-j»(cose-co8ecos6') j 
^/_ H.i'+ S^ + S-i'^o 3 cosg— 2W| gcose^— 2^ g 3 cosg^^ q 



esin^ 



Cgi+H,+g-2go5Cosg-2y,sC086^~2y23Cose^ O* 



<&8in'^£8in^* ~ ®* 



deren Wurzeln die reeiproken Werthe der beiden halben Parameter des Paraboloids sind. 
l)er Raum verbietet^ in weitere Discnssionen einzugehen« 

175. Unter den zugeordneten Durchmessern einer Ellipse sind die einander gleiehoi bes^mders 
ausgezeichnet. Die Aufforderung liegt nahe^ auch über die gleichen zugeordneten Durchmesser eines 
Eilipsoids in nähere Untersuchungen einzugehen. . Nehmen wir drei solche Durchmesser zu Coordi- 
naten-Axen, so ergibt sich fUr die Gleichungen des Eilipsoids in den beiden Coordinaten-Systemen 



w 



wobei X die gleichen Halb-Durchmesser bezeichnet. Diese Gleichai^Formeii enthalten — es ist 
iMcht zu fibersehen, dass die drei Ton je zww der drei Coordinaten-Axen gebUdeten Winkel fllr die 
Bestimmnng der Fläche maassgebend sind — zehn Constante, und anter diesen eine fiberzäUige, so 
dass abo eb System dreier gleicher zugeordneten Durchmesser in keiner ausschliesslichen Beziehung 
zur Fläche stehen kann, sondern dass es vielmehr soldier Systeme unendlich viele geben muss. 

Wenn wir der Kttrze wegen, diejenige Gleichung, deren Wurzeln die drei Halb-Axea-Quadrate 
des Eilipsoids sind, auf folgende Weise sehreiben: 

r» + gr«+hr+k =0, (3) 

£0 erhalten wir Oberhaupt (185) die folgenden drei Bedingungs-Gleiehungen zwischen den Grössen 
irgend dreier Halb-Durchmesser p, a, t und denjenigen drei Winkeln, t" e', e, welch« die Rich- 
tungen derselben, paarweise genommen, mit einander bilden: 

P«+0^* + T* = -- g, (4) 

p'<'*«ine"+p^T«8in*e'+«r«T2sln«« = h, (6). 

p'<r«T»Cl--«09e*— C08«£'--co9«e''+«cos«cose'co88'0 == — k. (6) 

Mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung können wir die letzte Gleichung (165, Note) auch 
unter folgende Formen bringen : 

(pirrsinesina)» = (ptrrsine^sindO^ = (pcTsine^sin^'O* = - k 

29 
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und erhalten^ wenn wir dieselbe in die Torherige dividiren, dem Satzeder 121. Nnmmer entsprechend: 

Vpsin^j "^ V^rin«7 "^ [rsM'') ~ ~ F ^'^ 

Die Gleiclinng (4} zeigt, dass überhaupt wenn diats Verbältniss der Grösse dreier zngeordnettf 

Darcbmesser gegeben ist, diese Durchmesser . selbst der Grösse nach g^eben sind« Wenn diese 
insbesondere einander gleich sein sollen, so kommt: 

*2=s'-|g. • (8) 

Die drei gleichen zugeordneten Durchmesser aller möglichen solcher «Systeme sind hiemaeli alle 
unter einander gleich. Sie bilden eine Kegellläche, welche durch diejenige Cnrve geht, in welcher 
das EUipsoid von einer Kugel geschnitten wird, deren Radius-Quadrat dem dritten Theile derQnadrat- 
Summe der drei Halb-Axen-Quadrate gleich ist. Das EUipsoid wird von einer solchen Kugel, deren 
Radius hiemach kleiner als die grösste und grösser als die kleinste Halb-Axe ist, immer gescliniUeii» 
Die fragliche Kegelfläche ist also immer reeU. Um hiernach drei gleiche zugeordnete Dnrclunesser 
2U construiren, nehmen wir eine Seite dieser Kegel fläche willkührlich an und bestimmen diejenige 
Durchmesser-Ebene des Ellipsoids, deren zugeordneter Durchmesser diese Kegelseite ist, und die 
Kegelfläche noch in einer zweiten und dritten Kegelseite schneidet Die drei Kegelseit» bilden ab- 
dann ein System dreier gleicher zugeordneten Durchmesser. 
Ist 

^+^1 + ^ = 1 

die Gleichung des gegebenen Ellipsoids, bezogen auf seine drei Axen, so ist die Gleichung der frag- 
lichen Kugel: 

und wenn wir abziehen, erhalten wir für die Gleichung der Kegelfläche, die der geometrisdie Oit 
fiir die gleichen zugeordneten Durchmesser ist, die folgende: 

Nehmen wir irgend drei gleiche zugeordnete Durchmesser zu Coordinaten-Axen, so finden wir 
für Ellipse, Kugel und Kegel die folgenden Gleichungen : 

x2+y*+z^+8xycosc"+2xzcose'+!fyzco8f ss x\ 
xyco8«"+xzco9ß'+yzco8e =i 0. 

Es ist bekannt, dass, wenn wir eine gegebene positive Grösse in drei Theile zerlegen, das 
Product dieser drei Theile dann ein maximum ist, wenn dieselben einander gleich sind« Für ein 
gegebenes EUipsoid tritt also das muximum des Productes pV^x' dann ein, wenn p^, o-^ und -r^, ' deren 
Summe constant ist, einander gleich sind, und dem entsprechend gibt die Gleichung (6) für 

1 — cos^e — co8*e' — cos^e"+8cos€Cose'cosc" 

ein mminun. Dieser Ausdruck aber bestimmt die Grösse der Oeffnung derjenige körperlicben 
Ecke, die von den drei zugeordneten Durchmessern gebildet wird, er ist gleich dem Quadrate des 
sechsten Theiles des Inhaltes einer P;)rramide, die durch diese Ecke bestimmt wird, wenn ^wir auf 
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diesen JDnrelmieseeni die Seiteji der Siahdt gleich nehmeD, nlid je kleiiier er wird, desto mebr eat^ 
femt sich die körperliche Ecke Yon einer rechtwinkligen. Für diese ist er gleich Eins; überhaupt 
bleibt er derselbe, wenn wir statt der Seiten der ui'sprünglichen Ecke beliebig die Verlängemngeo 
derselben nehmen, um neue Ecken zu bilden. Wir sind hiermit zu dem folgenden Satze gelangt* 

Körperliche Ecken, deren Seiten in irgend drei zugeordnete Durchmesser 
eines gegebenen Ellipsoids fallen, weichen dann am meisten von einer recht- 
winkligen ab, wenn diese Durchmesser drei gleiche sind. 

Wenn wir durch irgend zwei Halb-Durchmesser eines gegebenen Ellipsoids eine Ebene legen, 
so bestimmen in dieser Ebene die Endpuncte dieser Halbdurchmesser und der Mittelpunct dann das 
grösste Dreieck, wenn die beiden Halb-Dnrchmesser irgend zwei zugeordnete der Durdischnitts- 
Cnrve sind. Nehmen wir dieses Dreieck zur Basis einer Pyramide, deren vierter Eckpunct in der 
Fläche liegt, so hat diese Pyramide dann den grössten Inhalt, wenn ihre Höhe die grosseste ist 
und jener vierte Eckpunct also in den Endpunct des der Ebene zugeordneten Durcbmesser» iftllt. 
Die von drei zugeordneten Halb-Durchmessem eines gegebenen Ellipsoids gebildeten Pyramiden, die 
in Folge der Gleichung (6} alle gleichen Inhalt haben, sind folglich die grossesten, welche' überhaupt 
Ton drei Halb-Dnrchmessern gebildet werden können. Hiemach sind die Systeme dreier gleicher 
zugeordneten Durchmesser auch dadurch bestimmt, dass ihnen dem Kegel (10) eingeschriebene 
Pyramiden entsprechen, deren Inhalt (bei gegebenen Seiten-Längen) ein masimtm ist. 

Während der geometrische Ort für die gleichen zugeordneten Durchmesser die Kegelfläehe (10) 
ist, wird eine zweite Kegelfläche von den entsprechenden zugeordneten Diametral-Ebenen umhüllt. 
Um diese zu bestimmen sei (x/^ y', zQ der Endpunct irgend eines der gleichen zugeordneten Durch-, 
messer; dann ist die Gleichung der Tangential-Ebene des Ellipsoids (9) in diesem Puncto 

Parallel mit dieser Tangential-Ebene ist diejenige Diametral-Ebene, die dem oUgea Dnrehmesser 
4?ngeordnet ist. Für die Coc^dnialeii derselben ergeben sich hiernach die folgenden:- 

x' y' z" 

und da die Coordinaten des Endpunctes des Durchmessers die Gleichung (10) befriedigen, finden 
wir Tür die Gleichungen der fraglichen zweiten Kegel-Fläche in Plan-Coordinaten : 

w = 0. (11) 

In Panct-Coordinaten erhalten wir für dieselbe Kegel-Fläche hieraus sogleich die folgende Gleichung: 



Die Systeme dreier gleichen zugeordneten Durchmesser bilden hiernach körperliche Ecken, die 
gleichzeitig der Kegelfläche (10) eingeschrieben nnd der Kegelfläche (It) umschrieben sind. 

Für den Fall dreier gleichen zugeordneten Durchmesser geben die Gleichungen (5) und (7) 

sin^e+sin V+ sin V = ^ , (18) 

< 1 1 gh 



sin^ 9 sin^J' ^ sin« 5" 3k ' 

3»* 
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Bit enl» dieser beiden CUeiAiuigai flr sidi «ad in VwbiadaBg ndt (6) fUnt m den Hn^eadca: 

e08'»e+C08V+C08 V = -5:2_ — l^ (15) 

... «7k— 9gfc + 2g» 
coseeose'eose" = ^3 ° > (16) 

Diese letzten Gleichimgeii insbesondere sagen ans, dass die Qaadrat-Samme und das Prodact der 
Cosinus der von je zwei der drei gleichen zugeordneten Durdunesser gebildeten Winkel fSr alle 
Systeme soicher Durchmesser desselben EUipsoids constant ist. 
Die Coeffieienten der Gleichung (3) * 

r'+gr^+kr+k = (3) 

sind in der Art zusammengesetzt, dass, in Folge dieser Zusammensetzung, die Wurzeln dieser Glei- 
chung nothwendig reelle Werthe erhalten. Wir haben diess Mher auf die einfachste Weise gezeigt 
Die Bedingong aber, dass die fragliche Gleichung, welche, wenn wir 

r = q — |g 
setzen, in die folgende fibergeht: 

q3+|(8h-g*)q + ^(«7k-9gh+«gO = 0, 
drei reelle Wurzeln habe, ist bekanntlich die nachstehende: 

(g*-8h)3 > («7k-9gh+2gOS 00 

oder, entwickelt: 

g«h«+18ghk-4h»-4g3k— JBTk* >0,*) 08) 

ttn Ausdruck, der unverändert derselbe bleibt, wemi g und k gleichzeitig ihr Zeichen Sndem. Ein 
Blick auf die beiden Gleichungen (15} und (16) zeigt, dass wir die Bedingung (17) auch folgen- 
dergestalt schreiben kennen : 

(cosi+cos^c'+cos'e'O' > «7 cos'ecos Vcos*c". (19> 

Hierin ist also eine geometrische Interpretation der allgemeinen Bedingung enthalten, unter welcher 
fiberhaupt eine Gleichung des dritten Grades mit einer unbekannten Grösse drei reelle Wurzeln hat 
Was die Bedingung Cl') eigentlich aussagt, können wir nicht verkennen, wenn wir ihr die folgende 
Form geben: 

[J(a+b+c)]3>abc, 

wobei wir die drei Cosinus-Quadrate durch die drei Zahlen-Grössen a, b und c ersetzt haben. Es 
heisst dieselbe nichts anders, und dasselbe bedeuten auch die frühem Bedingungen (17) und (iS), 
als dass, wenn wir eine Zahl in drei Theile zerlegen, das Product dieser Theile dann ein majpwnm 
ist, wenn dieselben einander gleich sind. Dieser Satz hört aber dann auf richtig zu sein, wenn die 



Herr Kammer ist sa dem in «aelylifcbcr Hinsicht merkwürdigen Resultate feltngt, dass der Ausdrvck 
^i (18> sich als die Summe von sieben Quadraten darstellen lasst^ und hat so direct gezeigt^ dass die 
Wurzeln der Gleichung (S^ sammtlich reell sind. Geht die Fläche inabesondere in eine Rotations-FIiche 
über^ so müssen, damit der fragliche Ausdruck verschwinde^ die sieben Quadrate gleichseitig gleich Null 
sein, was sieben Bedingungs-Gleichungen gibt^ die sich aber auf swei^ die wir früher entwickelt haben 
reduciren. Bemerkungen über die cubische Gleichung, durch welche die Haupt-Azen 
der Flachen aweiten Grades bestimmt werden, Crelle's Journal XW'I S. 968. 
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drei Theile nichi mehr sSaimflidi positiv aiiid unÜ somit redocirt sich die fraglidie geometrische 
Interpretation darauf, dass die Cosinus der von den gleichen zugeordneten Dnrchmessem aller 
Flächen zweiter Ordnang gebildeten Winkel reell sind. Die diesen Cosinus entsprechenden 
Winkel selbst sind aber nur dann reell, wenn die Quadrate jener kleiner als die Einheit sind. 

Aus den beiden Gleichungen (15) und (16) , die sich auf keine Weise ändern, wenn g und k 
gleichzeitig das entgegengesetzte Zeichen annehmen, folgt dass dieselben Richtungen gleicher zuge- 
ordneter Durchmesser unendlich vielen Ellipsoiden entsprechen, deren Durchmesser-Längen durch 
Null hindurchgehend, auch imaginär werden können. Für das reelle, wie für das imaginäre Eilipsoid 
ist die Summe der drei Cosinus-Quadrate, die in Gemässheit der allgemeinen Bedingung (17) positiv 
ist, überdiess, weil h >^ 0, kleiner als 3, und das Product der drei Cosinus-Quadrate kleiner als 
die Einheit. Hiemach gibt es denn auch immer, welchen Werth dieses Product haben mag, drei 
Cosinus, zu denen reelle Winkel gehören. Es kann insbesondere der Werth dieses Productes, 

/87k^9gh+2g3 \ _ ^ 

Terschwinden, dann ist einer der drei Cosinus, etwa oos£^^, gleich Null, die beiden entsprechenden 
zugeordneten Durchmesser schneiden sich also unter rechten Winkeln und die Ebene derselben ist 
ein Kreisschnitt des EUipsoids.. Da überdiess der diesem Kreisschnitte zugeordnete Halb-Durch- 
messer dem Radius dieses Kreises, mithin der mittlem Axe der Fläche, ßj gleich sein muss, so er- 
gibt sich unmittelbar die Bedingungs-Gleichung 

2?'^ = a»+y% (20) 

und wir können auch leicht uns überzeugen, dass in Folge dieser Gleichung 

27k-9gh+2g« = 0, 

Qiid also K Tersehwindet Die mittlere Axe der Fläche ist alsdann den beiden gleichen zugeordneten 
Durchmessem des Hauptschnittes in der Ebene der klebsten und grössten Axe gleich. Die beiden 
Kreisschnitte, welche auf dieser Ebene senkrecht stehen, gehen durch diese beiden gleichen zuge- 
ordneten Durchmesser, und jeder ist der, durch den andern gehenden, Kreisschnilt-Ebene zugeordnet. 
In Uebereinstimmung hiermit, reducirt sich die Gleichung (10) 9 welche denjenigen Kegel darstellt, 
der der geometrische Ort für die gleichen zugeordneten Durchmesser ist, auf 

— — — — 

wonach dieser Kegel in das Sjstem der beiden Kreisschnitt-Ebenen ausartet, so dass zu jedem 
Durchmesser, den wir in einer dieser Ebenen willkührlich annehmen irgend zwei, in der andern 
liegende und auf einander senkrecht steh^de, als zugeordnete gehören, und ihm überdiess noch 
gleich sind. Die Gleichung (15) gibt im vorliegenden Falle, indem wir cose^' gleich Null setzen: 

wobei wir sogleich sehen, dass der zweite Theil dieser Gleichung kleiner als die Einheit und in 
Folge der Gleichung (20} immer positiv ist. Insbesondere können wir also auch noch e^ einem 
rechten Winkel gleich nehmen, wo dann die mittlere Axe selbst einer der drei gleichen Durchmesser 
ist, und der Winkel der beiden andern, die auch die gleichen zugeordneten Durchmesser des oben 
betrachteten Hauptsehnittes sind, wird dann durch die Gleichung 
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bestimmt. 

176. Wir wollen in dieser Nummer denjenigen Fall noch besonders hervorheben, dass nicht 
nur die drei zugeordneten Durchmesser einander gleich sind, sondern dass sie überdiess aach, paar- 
weise genommen, mit einander gleiche Winkel bilden. In dieser Voraussetzung^ gehen, indem wir 
€^^ = £^ = e setzen, die Gleichungen (15} und (16) in die folgenden über: 

g'^cos^e = g^— 3h, 
«g^cOs'e = 27k-9gh+Sg% 

und wenn wir zwischen diesen beiden Gleichungen cose eliminiren ergibt sich die folgende Bedin- 
gttugs-Gleichung: 

4(g^~3h)' = (27k-9gh+8g«)«. (21) 

Diese Bedingnngs - Gleichung wird befriedigt, wenn die Gleichung (3) zwei gleiche Wvrzehi 
bat, and die Fläche also eine Rotations-Fläche ist. Nur eine solche Fläche kann also drei ange- 
ordnete Durchmesser haben, die einander gleich sind und sieh überdiess unter gleichen Wiakefai 
schneiden**) 



*) Eine ' geometrische Interpretation der Bedingung C^l), welche überhaupt switchen den drei CoefliGieBten 
der aUgemeinen Gleichung des dritten Ohrades 

r»±ffr2+hr±k=:0, (t) 

(in der wir g^ h und k als positiv betrachten können und die obem und untern Zeichen mnifMimm 
nehmen) Statt finden muss, wenn diese Gleichung zwei gleiche Wurseln haben soU^ kwqilt tich aa das 
Zusammenhestehen der folgenden drei Gleichungen^ die, in den Voraussetzungen des Textes^ ans den 
Gleichungen C4)y (5) und (ß) hervorgehen: 

'^^ = =Fifc 
**sin«8 = 4h, 
x«(l+2cos8)(l— cose)2 = x«sin«£sin«» = ^k. 

Wenn die allgemeine Gleichung (a> des dritten Grades mit einer unbekannten 
Grosse, drei positive oder drei negative Wurzeln und unter diesen Wurzeln zwei 
gleiche hat^ so lasst sich immer eine gerade Pyramide, mit einem gleichseitigen Dreieck als BiKs, can- 
struiren, so dass das Quadrat jeder Seite C/zg), das Quadrat jeder Seitenfläche CVisb) und das Qnadnt 
des Inhaltes (*/3<k) ist. 

Baa Znaammanbestehen der ,drei vorstehenden Gleichungen redncirt sieh anf das Zaaaaunenbcslehai 
irgend zweie^ der folgenden drei Gleichungen : 

sin«e = ^, sin^J = — , sin«^ = -rf , 
gl gh j|i 

Wenn wir eine körperliche £cke construiren, deren Seiten, paarweise genommen, einen If^lnkel t 
bilden, deren Sinus vermittelst der ersten der drei vorstehenden Gleichungen durch die Coeffieienten der 
Gleichung (a) bestimmt ist, so bestiinmen sich, wenn diese Gleichung zwei gleiche ^Tofzela 
hat, die Neigungs-Winkel je zweier der Seitenflächen der Ecke gegeneinander vermittelst der zweites 
der vorstehenden Gleichungen und die Neigungs-Winkel der Seiten gegen die gegenüberliegenden Seiten- 
flächen vermittelst der dritten dieser Gleichungen durch die Coefficienten der Gleichung (a}. 
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Schreib«» wir die letzte Gleiehmig, nach Analogie des Frtthem, in folgender Weise: 

(cos*c+cos^e'+cos2e")s— 27co8'cos*£'cos'V' = 0, 

80 sehen wir dass, umgekehrt, ein Rotations-Ellipsoid nur solche gleiche zugeordnete Durchmesser 
haben hann, die^gleiehe Winkel mit ebander bilden. 

Es sei, indem wir a^ss^^ nehmen, hierbei aber unentschieden lassen ob a2>>7^ oder a'<Cy'^f 

-5^+7' = * W 

die Gleichung des Rotations-Ellipsoids; dann gehen die Gleichungen (10) und (12), welche die- 
jenigen Kegelllächen darstellen, die bezüglich von den gleichen zugeordneten Durchmessern der 
Fläche gebildet und von den durch sie bestimmten zugeordneten Durchmesser-Ebenen umhüllt 
werden, in die folgenden über: 

x^+y ^ 2z^ 

«^ y 

x2+y2 z« 



a = 0» («3) 



Diese Kegel-Flächen sind also Rotations-Flächen, welche mit dem EUipsoid dieselben Rotations- 
Axen haben, und dieses folglich in zwei Kreisen schneiden. 

Stellen wir insbesondere die Gleichung (23) mit der Gleichung (22) zusammen, so erhalten wir 
unmittelbar für diejenigen Kreise, in welchen die Fläche von ihren gleichen zngeordMten Durch- 
messem geschnitten wird, ^ 

z^ = %y% 
X«+y2 = %a\ 

ferner ani (15) zvr Bestimmung der von je zwei derselben gebildeten Winkel 



ygl *ÄU a« y2 

,osU = ±-? ^ = ± f— f^ (25) 

g «a*+y« 

Um drei gleidie zugeordnete Durchmesser der Rotations-Fläche (22) zu erhalten, brauchen wir 
also nur auf der leicbt zu bestimmenden Kegelfläche drei solche Seiten zu nehmen, welche mit ein* 
ander gleiche Winkel bilden, oder welche, mit andern Worten, die eben bestimmten Kreise in den 
drei Winkdpuncten eines dngeschriebenen gleichseitigen Dreiecks schneiden. Für die Länge der 
Seiten eines aeichen Dreiecks ergibt sich aus dem Radius des Kreises, dem es eingeschrieben ist, 
^ V^2^ und hiemach zur Bestimmung tou e, als desj^gen Winkels, der in einem Dreiecke von 
zwei gleichen Seiten ^2a^ + Y^ eingeschlossen wird und der dritten Seite a ^"gegenübersteht, 
in Uebereinstimmung mit der Gleichung (25): 



COS£ = 



al— y2 



2a2+yi 

Zugleich ist ersichtlich, dass wir im letzten Ausdrucke der eben angezogenen Gleichung das untere 
Zeichen dann nehmen müssen, wenn wir bei der Bestimmung von e solche Erstreckungen der gleichen 
zugeordneten Durchmesser wählen, welche demselben derjenigen beiden Doppel-Kegel, die im Mittel- 
pnncte der Fläche zusammenstossen, angehören. Der so bestinunte Winkel e ist hiernach ein spitzer 
oder stumpfer, je nachdem die Ae^natorial-Axe kleiner oder grösser als die Rotations-Axe ist. 
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Diejeiii|:eii beiden Kreise, in welchen das Rotetions-SIlipsoid Ton seinen gleidien sugeordneten 
Durehmessem geschnitten wird^ bestimmi»! einen geraden der Fläche eingeschriebeo^ Cylindcr 
Ueberhaupt lassen sich dem Ellipsoide solcher Cjlinder unendlich viele einschreiben, deren Basen in 
der Fläche desselben Kegende Kreise sbd: Ton allen diesen Cylindem hat der eben bestimmte den 
grössten Inhalt. Nehmen vir für die Höhe irgend eines der fraglichen Cylind^ 2Bj so kommt 
für das Qnadrat des Radius seiner in der Fläche liegenden Kreis-Basen 



■'(-;4> 



lind far seinen Inhalt, den wir C nennen wollen, 

c = *'"(:-^} 

Differentiiren wir, %» ergibt sieh 

dC a^ 

d«C ia?r«»« 

dz« ~" y« * 

wonach der fragliche Inhalt, wenn wir wie früher 

« = r^VT 

setem, ein mMemum wird lud gleieh ist: 

Wir sehen hieraus, dass der Inhalt des Cylinders sich an dem Inhalte des EUipsoids wie i : K 3 
Tcrhält, Jeder der beiden Rotations-Kegel, deren Spitzen im Mittelpnncte der Fläche xnsanuMn- 
stossen und von den gleichen zugeordneten Durchmessern gebildet werden, haben den sechsteii Thcil 
des obigen Ausdruckes zu ihrem Inhalte.*) — 



'^y Wenn wir die allgemeinen Flicben «weiter Ordnudl;; in der Vorannetsnng, da« dir drei Coordianlca* 
Axen gegebene Winkel 8, m% e" mit einander bilden durch die Gleichung: 

darstellen, so findet sich In dieser Gleichung eine Übersihlige Constante, weil zu den sechs Censtaatea, 
Ten welchen die Lage des CoordinateurSystems überhaupt abhiüigt; jene drei Winket und x nsch huoRu 
kommen. Die Lage der drei Coordinaten-Aze gegen die Flache kann also keine ausscbUessliche seia- 
Von den nenn Constanten einer Flache zweiter Ordnung und Claase kommen sechs auf die Lage»- 
nestimmung derselben und die drei übrigen auf die B^timmnng ihrer Natur. Wenn eine Fladie sidi 
particularisirt; so hingt sie von weniger als neun Constanten ab; und dann ist zu erwägen^ welche Con- 
stanten diese Particularlsation betrifft. Eine Rotationa-Flache hingt nur von sieben Constanten ab^ tob 
den beiden ausgefallenen Constanten kommt nur eine auf die Natur der Flache^ der Bedingung entspre- 
chend; dass zwei Axen derselben einander gleich sind. 0ie Constanten der Lage reduciren sieh also auf 
fünf; so dass es keine drei Coordinaten-Azen mehr geben kann^ die eine ausschliessliche Lage snr 
Flache haben. Die Constanten der Lage zerfaUen wieder in zwei Gruppen. Im Allgemeinen be- 
stimmen die drei Constanten der einen Gnippe die Coordinaten eines Punotes, welcher zu der Flache ciae 
ausschUesaUche Lage hat, und die drei Constanten der andern Ckufpe die nichtungen dreier dvdi dieaca 
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» 
177. Die yorBtehenden ErÖrteruDg'en würden eine Lfieke fiiUbar lassen, wenn wir nicht, die 
beiden Hjperboloide ins Auge fassend, das Entsprechende aufsuchen wollten. Wir finden dies«, 
wenn wir einmal die zugeordneten Durchmesser des Ellipsoids durch Asymptoten der Hyper- 
boloide, das andere Mal die zugeordneten Durchmesser-Ebenen des Ellipsoids durch Tangential- 
Ebenen des Asymptoten-Kegels ersetzen. 

Nehmen wir erstens drei beliebige Asymptoten eines gegebenen ein- oder zweiscbaltgen Hyper- 
boloids, das heisst, irgend drei Seiten des Asymptoten-Kegels desselben, zu Coordinaten-Axen, so er- 
halten wir fyr die Gleichung der Fläche, die folgende sich selbst rechtfertijrende Form: 

cxy-f-bxz-fayz s= abc, 
oder auch 

S+5+^w='- CO 

Wir können sogleich an diese Form die Unterscheidung der beiden Arten von Hyperboloiden 
anknüpfen. Die Durchschnitts-Curven in den drei Coordinaten-Ebenen siAd Hyperbeln und die drei 
Coordinaten-Axen, paarwebe genommen, die Asymptoten derselben. Xehmen wir die positive 
Richtung dieser Axen, sämmtlich, vom Mittelpuncte angerechnet, auf demselben der beiden in diesem 
Puncte zusammenstossenden Asymptoten-Kegel, so liegen in dem Falle der zwei schal igen Fläche 
die Durchschnitts-Hyperbeln innerhalb der von je zwei der positiven und je zwei der negativen Axen« 
Erstreckungen gebildeten Winkel, in dem Falle der eins chal igen Fläche innerhalb der Neben- 
winkel von diesen. Im ersten Falle sind a, b, c sämmtlich reell und wir können sie überdiess ab 
positiv betrachten; im zweiten Falle sind a, b, c, weil die Producte je zweier negativ sein müssen, 



Punct gehenden geraden Linien C<Mler Ebenen), die ihrerseits wieder eine ausschliessliche Besiehung zur 
Fische haben. Bloss die Constanten der ersten Gruppen erhalten andere Wertbe, wenn die Flache, parallel 
mit sich selbst, fortrückt, es andern sich bloss die Constanten der zweiten Gruppe, wenn die Flache um 
den fraglichen Punct sich dreht. Ein Rotations-EUipsoid hat seinen ausgezeichneten Punct behalten (den 
Mittelpnnct) aber nicht mehr drei ausgezeichnete Richtungen, die durch diesen Punct gehen (nicht mehr 
drei bestimmte Azen-Richtnngen). Darum also — weil nemlich eine Lagen-Constante der zweiten Gruppe 
fehlt -^ kann es kehi Coordinaten-System geben, dem attsschliesslich ' eine bestimmte Gleichung ent- 
spricht, sondern, ohne daas diese Gleichong sich ändert, kann das Coordinaten-System sich drehen. IN^s 
gilt insbesondere, wenn wir, den Entwicklungen des Textes entsprechend, die Flache durch folgende 
Gleichung darstellen: 

in welche die eine der beiden Constanten, von welcher die Natur der Fliehe abhangt, in der Annahme 
des von je zwei der drei Coordinaten-Axen gebildeten Winkels i zu suchen ist 

Die Kngel hat von .ihren Constanten der Lage nur die der ersten Gruppe behalten ; darum sind ja 
drei auf einander senkrechte Durchmesser drei zugeordnete Axen derselben. 

Ein Paraboloid hat sämmtliche Constante der Lage behalten. Ein Cylinder hat eine Lagen-Constante 
der ersten Gruppe verloren, beziehen wir denselben auf ein beliebiges Coordinaten-System, so kann also 
dasselbe, parallel mit sich selbst, nach bestimmter Richtnng fortrilcken, ohne dass die Gleichung des 
Cyllnders sich ändert. 

Die Wichtigkeit solcher Erörterungen, die gewissermaassen die Metaphysik der Geometrie bilden 
und zeigen, wie abstracte Zahlen die letzte Grund-Bedingnng ihrer Resultate sind, lasst sich nicht ver- 
kennen« Mehr als bloss anzndenten, wOrde hier nicM «n der Stelle sein. 

80 
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imagbare GrSsseiL Dem entspreohend vollen wir die vorstehende Qleichiing (13, indem wir durch 
a, b, c iauBer reelle nnd positive Constanten bezeichnen, durch die folgende Doppel-Gleichung: 

ab ac bc ^' 

in welcher das obere Zeichen fdr das zweischallge und das untere Zeichen für das einscbalige 
Hyperboloid gilt, ersetzen. 

Da die Coordinaten-Axen beliebig', aber auf dem Asymptoten -Kegel liegend, angenommen 
werden, so hängt ihre Richtung nur von drei Constanten ab, während drei Constante« auf die Be- 
stimmung des Mittelpunctes der Fläche kommen, und hiemach durch a, b, c Art und Dimension 
derselben bestimmt werden. Wenn also die Richtung der zu Coordinaten-Axen genommenen Asymptoten 
eines gegebenen Hyperboloids gegeben ist, so sind die letztgenannten Constanten dadurch vollkommen 
bestimmt, und diese Constanten erhalten andere Werthe bei einer andern Wahl dreier Asymptoten 
zu Coordinaten-Axen. Zwischen den drei willkährlichen Constanten, von welchen diese WaU der 
Asymptoten abhängt und den Werthen der fraglichen drei Constanten a, b, c müssen also drei Be- 
dingungs-Gleichungen bestehen, entsprechend den drei Gleichungen (1) der 160. Xummer, zwischen 
denjenig^cn Constanten, von welchen die gegenseitige Richtung und die Grösse irgend dreier zuge- 
ordneter Durchmesser einer Fläche zweiter Ordnung abhängig ist, 

17S. Wir wollen zunächst die Gleichung ; 

_, -j — |. _. _ g 

ab ac bc 

die ein zweischaliges Hyperboloid darstellt, discutiren und die Bedeutung ihrer drei Constanten 
nachweisen. Die Gleichungen 

xy 3s ab, xz s: ac, yz =» bc, (3) 

stellen, wenn wir von der jedesmaligen dritten Dimension abstrahiren, die Durchschnitts-Hyperbdn 
in den drei Coordinaten-Ebenen dar. Wir sehen hieraus, dass, wenn wir eine Ebene construirai, 
welche von den Coordinaten-Axen bezfiglich die Segmente 2a, Sb, 2c abschneidet, die Darchschiiitts- 
Linien dieser Ebene mit den drei Coordinaten-Ebenen, die fraglichen drei Hyperbeln berühren. Sie 
bilden ein Dreied[, dessen Winkeipuncte auf dem Asymptoten-Kegel liegen nnd dessen Seiten die 
•ine Schale des Hyperboloids beriihren. Die Gleichung der Ebrae dieses Dreiecks ist Uemach die 
folgende: 

2a+2b + 2c ^^-^ 



*3 Für die flraglichen drei Durchsdmitts-Hyperbelii (3) erg^eben sich in Plan-Coerdioatcn «unttteUitr die 
folgenden drei Gleichung^en : 

4abtu == w% 4actv = w*, 4bcuv = w^ 

die gleiehseitig befriedigt werden, wenn wir 

2a • " 2b ' ^ 2c 

setzen, tind hierbei die obem und die ontem Voneicben jmsanaennehnien. Die beiden durch die vor 
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Die Gleiehong der Flaehe wird befiiedigt, wenn wir 

X = a yTfy, y = b ^W, z = c i^% 
setzen. Für die Tangmtial-Ebene in diesem Pnncte ergibt sich 



aV^3 "^bKS "^cw^ 

wonach diese Ebene von den Coordinaten-Axen die iSegmente al^3, bK3undc|/3 abschneidet» 

Die fragliche Tan^enfial-Ebene ist also der Ebene des die Fläche berfihrenden Dreiecks parallel; 

die beiden Ebenen bestimmen sich gegenseitig dadurch, dass diejenigen Segmente, welche sie von 

den Coordinaten-Axeh abschneiden, and also aach ihre Abstände vom M ittripnncte der Fläche sich wie 

»^3*: 2 

yerhalten. Jeder Tangential-Ebene entspricht also eine, hiernach leicht zu constmirende, ihr parallel^ 
Ebene, welche die Fläche und ihren Asjmptoten-Kegel in zwei Ellipsen schneidet, die eine solche 
gegenseitige Lage haben, dass aUe Dreiecke, welche sich der einen umschreiben lassen, zugleich der 
andern eingeschrieben sind; denn nach einem bekannten Satze der ebenen Geometrie gibt es solcher 
Dreiecke, wenn deren ein einidges existirt, unendUch viele. Im vorliegenden Falle, wo die beiden 
Ellipsen ähnliche sind und eine eoiieentrisdie Lage hab^, wonach sie als orthographische Projec- 
tionen zweier Kreise anzusdien sind, ht der Inhalt aUer solcher Dreiecke derselbe. Durch die drei 
Winkdpoticte jedes derselben smd drei Asymptoten des fi^erboloids besämiM; nehmen M^ir diese, 
Ton welchen wir eine nach dem Vorstehenden von Vorne herrin wilUdlbrlidi anndmieb können, zu 
Coordinaten-Axen und nennen wir ihre Abstände vom Mittilf unete der Fläche Sa, Sb, 8e, so könne» 
wir dkse durch folgende Gldchung danteUen: 

Die drei zu Coordinaten-Axen genommenen Asymptoten wollen wir zugeordnete nennen, und 
die drei Constanten a, b, c zugeordnete Asymptoten-Längen« 

179. Um die Halb-Axen-Quadrate des durch die letzte Gleichung dargestellten zweischaligen 
Hyperboloids zu bestimmen, brauchen wir nur zu der Gleichung (5) der 17L Nummer zurückzu- 
gehen, und in dieser Gleichung 

A = A'=A"=0, B" = -^, B'==^rB=-i-, 

«ab'^ «ac' 2bc' 



zu setzen, wenaoh 
0, = 



' ~ 4a«b^c« 






1 



^08 — "^ TITrr» ^13— ZTTT"' ^ 



4aHc' **~ 4ab^c *' 4abc»* 



stehenden Coordinaten-Wertlie bestimmten Ebenen, welche gleichieltig die drei Hyperbeln beruhrta, 
werden in Punct-Coordinaten durch die Doppel-GLeichung 

X y z 

dsrgesteUt. 
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Alsdann kommt: 

r'+(a^+b^+c'*— labcose"— 2accose'— 2bccose)r* 

— 4abc (asme^sine^^cos^+bsinesins^^cos^^+csine Bin£'cos^"r^ 

— 4a^b«c^sin*esm'* = 0. (6) 

Diese Gleichnng liefert uns sogleich die in der 177. Nummer bereits angedeuteten drei Rda- 
cionen «wischen den drei zugeordneten Asymptoten-Längen und denjenigen Winkeln, welche die drei 
Asymptoten mit einander bilden« Es ist nemlich 

a«-j-b2-j-c^— 2abcose"— faccose'— 2bccose = g, (7) 

— 4abe(a8ine^8ine^^cos^+bsin6 8ine^'cos^^+csinesin£^cos^^0 = K (ß) 

— 4a«b*c^sin2esin«a = k, ' (9) 

wobei, für ein gegebenes Hyperboloid g, h und k unverändert dieselben Werthe behalten, wie wir 
auch die Gleichung C^} mit einer andern von derselben Form yertauschen mögen; und zwar sind 
diese drei Werthe, wenn wir die reelle Halb-Axe der Fläche a und ihre beiden halben Neben-Axen 
§^ und 7^ nennen, bezüglich gleich 

Die geometrische Deutung der Gldehung (7) gibt den folgenden Satz: 

In allen solchen dreiseitigen Pyramiden deren Seiten in dem Asjmptoten- 
Kegel liegen und deren Basis einer Schale des Hyperboloids umschrieben ist, 
ist die Quadrat-Summe der drei ^^iten, weniger der Quadrat-Summe der drei 
Seiten der Basis constant und zwar gleich ( — 4g). 

Wenn der Asymptoten-I^egel sich wenig öfihet, so ist offenbar g negativ und also die erstge* 
nannte Quadrat-Summe die grössere. Wenn um den Asjmptoten-Kegel sich rechtwinklige körper- 
liche Ecken beschreiben lassen, so verschwindet g CHS) und also sind dann die beiden Qoadrat- 
Summen einander gleich. Da die Gleichung (S) eine positive und zwei negative Wurzeln hat, so 
Ist wenn g negativ ist auch h negativ» Dinser letztere CoeCficient ändert sein Zeichen erst spater 
und geht dann erst durch Null, wenn der Asymptoten-Kegel sich so weit öSnet, dass in denselben 
sich rechtwinklige körperliche Ecken beschreiben lassen (114). Dieser. Fall wird durch folg'ende 
Bedingungs-Gleichung characterisirt: 

acos^ bcos^' ccos^^' 
^C0S5 ^>cos^ c_^ ^ 

sme sme' smc" 

die insbesondere befriedigt wird, wenn die Winkel ^, ^^ i^^ und mithin auch die Winkd e, ef, ^* 
rechte sind. Je drei auf einander senkrecht stehende Asymptoten der durch die vorhtehende Glei- 
chung particnlarisirten Fläche, sind zugeordnete. 

Für das Quadrat der Basis der eben betrachteten Pyramide, die wir, der Kürze wegen, liier die 
eingeschriebene Asymptoten-Pyramide nennen wollen, erhalten wir, wenn wir erwägen, 
dass die Seitenflächen derselben bezüglich gleich sind: 

2absine^', 2aosine^, 2bcsine, 

den folgenden Ausdruck (168}: 

(2ab 8ine'^)»+(2acsin£0*+(2bcsin6)«+2h 
und S0mit erhalten wir als geometrische Deutung der Gleichung (8) den folgenden Satz* 
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In allen eingeschriebenen Asymptoten-Pyramiden ist die Quadrat-Summe der 
drei Seitenflächen, weniger dem Quadrate der Basis constant und gleich C--2h}. 

So lange der Asymptoten-Kegel sich noch nicht soweit öffnet, dass in demselben eine recht- 
winklige dreiseitige Ecke sich beschreiben lässt, ist die Quadrat-Summe der drei Seitenflächen die 
überwiegende; wenn diess Statt finden kann, so ist diese Summe dem Quadrate der Basis gleich j 
Öfihet der Kegel sich weiter, so ist dieses grösser als jene.*) 

Die geometrische Interpretation der Gleichung (S) gibt unmittelbar den folgenden Satz. 

Der Inhalt aller eingeschriebenen Asymptoten-Pyramiden ist constant. 

Für diesen Inhalt finden wir 

^abcsinesind = -fa^V» 
und da (117) der Inhalt des durch eine beliebige Tangential-Ebene von dem Asymptoten-Kegel cter 

• TT 

Flache abgeschnittenen Kegels gleich ist-— a^'/, so verhält sich der Inhalt jener Asymptoten- 

3 

Pyramide zum Inhalte eines solchen abgeschnittenen Kegels wie: 

S : 5r. 
Für den FaU des einschaligen Hyperboloids 

xj xz jz 

ah ae hc ^ ^ 

dessen Gleichung ans der Gleichung des bisher betrachteten zweischaligen Hyperboloids dadurch 
hervorgeht, dass wir a, b, c mit a ^ — 1 , b y^l , c ^ — 1 , oder a, }, e yertauschen — woraus er- 
sichtlich ist, dass die drei zugeordneten Asymptoten-Längen imaginär werden — : bestehen alle bis- 
herigen analytischen Entwicklungen, wenn wir auch in diesen die eben angezeigten Yertauschungen 
vornehmen. Es kommt also : 

— Cö*+**+c*— «aJcose"— 2accose'— giccosc) = g (12) 

— baic(asine'5ine^^cos^-f-isinesine^^cos^^-{-csinesin€^cos^^O = h, (13) 

4a'i*c'sin^6sin^* = k. (14) 



Die ftosftthrUch dücutirte Gleichung 

r*+gr^ + hr^-i-k = 0, 

«leren Worseln die drei Halb-Axen-Quadrate der durch die aUgemeine Gleidiang sweilen Grades in 
Ponct- oder Plan-Coordinaten dargestellten Flache sind, bietet die folgenden acht verschiedenen Fälle in 
Beziehung auf die Vorseichen der Werthe ihrer Coefficienten: 

-I 1 — I H 1-+ m H h V +H \r vn 

-f +++ n ++H — IV +4 VI H vra. 

Diesen acht Fällen entsprechen charakteristische Unterscheidungen der Fläche. Die Combinationen I und 
II beziehen sich auf das reelle und imaginäre Ellipsold, die Combinationen III^ V^ VII auf das einschalige^ 
die Combinationen IV, VI, VIII auf das zweischalige Hyperboloid. In den FäUen lil und IV öffnet 
sieh der Asymptotdi-Kegel so weit, daas er eine rechtwinklige Ecke in der Art umschliessen kann^ dass 
die drei Kanten der Ecke ganz innerhalb desselben Uegen; in den Fällen V und VI findet diess zwar 
nicht mehr Statt, aber er oflhet sich doch noch so weit, dass er die drei eine solche Ecke bildenden 
Ebenen gleichzeitig schneiden kann, in den Fällen VII und VIII öffnet er sich auch so weit nicht mehr, 
so dass er ganz innerhalb einer rechtwinkligen Ecke liegen kann. 
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Nor die geometrisdie Deutung wird eine andere. Es gibt keine Dreiecke mehr, fie zn^eidt der 
Fläclie um- und ikrem Asymptoten-Kegel eingesckrieben sind, dagegen aber g^bt es Dreiecke, fie 
umgekehrt der Fläche eugeschrieben und ihrem Asjmptoten-Kegel umschrieben sind, in der Art, 
dass die drei zugeordneten Asymptoten, die früher durch die Eckpuncte des Dreiecks ging«, nni 
durch die Berührungspuncte auf den Seiten desselben gehen. 

Der Asjmptoten-Kegel der Fläche (9) wird durch die folgende Gleichung 

ab ae bc 

dargestellt, und hiernach erhalten wir fSr die QleiAiuigMi derjenigen Ebenen, welche denselben auf 
den drei zu Coordinaten-Axen genommenen zngeordneten Asymptoten berühren, die folgenden: 

y z X z X Y • * 

Diese drei Tangential-Ebenen schneiden die durch f^^lgende Qlmhung 

i + i+f = l 0«) 

dargestellte Ebene in den Seiten «ines Dreiecks, die offenbar den Asymptoten-Kegel berühren und 
von dem wir behaupten, dass es der Fläche eingesehrieben ist* Um diese Behauptung zu rechtfer- 
tigen brauchen wir bloss zu bemerken, dass je zwei der Gleichungen (IS} gleickzeitif mit der 
Gleichung (11) und der Gleichung der Fläche (ß) befriedigt werden."^) 



*') Wir gelangen zu diesem Resultate durch folgende Erwägung. Die GleiclMuif 

xy ^* I Z?. 

ab ac bc ^ ' 

stellt; wenn wir f&r x nacheinander alle möglichen positiven und negativen Werthe nehmen, aUe Bog- 
liehen zwei- und einschaligen Hyperboloide dar^ welche dieselben drei zugeordneten Asymptoten haben, 
und deren drei entsprechende (reelle oder imaginäre) Asymptoten-Lingen unter einander ^in gegebenes 
Verhältniss haben. Den Uebergang zwischen beiden Arten von Hyperboloiden bildet, x gleich JSull eut- 
sprechend; der ihnen gemeinschaftliche Asymptoten-Kegel. Alle diese Flachen werden von einer be- 
liebigen Ebene in concentrischen; ähnlichen und ähnlich liegenden Curven geschnitten. Nehmen wir für 
die schneideBde Ebene 

SO sind diese Curven Ellipsen^ deren Dimensionen zunehmen^ wenn x vermindert wird. Für x = 1 und 
X == erhalten wir zwei Ellipsen von der Art; dass sich ein Dreieck der ersten umschreiben ISsst; das 
der zweiten eingeschrieben ist (178). Wir können endlieh einen negativen Werth von x so bestimnMB, 
dass wir eine dritte Ellipse erbalten, deren Dimensionen von der Art sind, dass ihr ein Dreieck eing:e- 
schnoben ist, dessen Seiten die zweite Ellipse in den Winkelpuncten des ersten Dreieck« beriUiren. Es 
findet diess bekanntlich dann Statt, wenn die Dimensionen der zweiten BIfipse mittlere Proportionalen 
zwischen den Dimensionen der ersten und dritten EÜipse sind. Diese Bedingung, wobei wir die drei 
Ellipsen auch mit ihren Projeetionen auf eine beliebige Ebene vertanochen. kennen, gibt » = — 4. 

Eliminiren wir nemlich — zwischen den beiden Gleichungen (a) und (b), so kommt: 
c 
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Die geometrische Interpretation der Gleiclmngen (10) — (12) gibt liemacli den folgenden Satz. 

Wenn man in ein einschaliges Hyperboloid irgend ein Dreieclc beschreibt, dessen Seiten den 
Asjmptoten-Kegel desselben berühren, so bestimmen die drei Berfihningsponcte auf diesen Seiten die 
Eckponcte der Basis einer Pjramide, deren Spitze in den Mittelpunct der Fläche fällt. In allen 
solchen Pyramiden ist constant: 

1. die Quadrat-Summe der drei Seiten weniger der Quadrat-Summe der drei Seiten der Basis 
und zwar gleich (g), ferner 

2. die Quadrat-Summe der drei Seitenflächen weniger dem Quadrate der Fläche der Basis und 
zwar gleich ( — ^h) und endlich 

3. der Inhalt und zwar gleich (^^ ^k). 

Ein Dreieck, welches einem einschaligen Hyperboloid eingeschrieben und dem Asymptoten-Kegel 
desselben umschrieben ist, hat einen viermal grossem Flächen-Inhalt als dasjenige, welches von den 
drei Berührungspuncten auf den drei Seiten desselben gebildet wfard und die Basis einer der eben 
betrachteten l^framiden ist Hiernach schliesst sich an den letzten Theil des Torstehenden Satzes 
d^r folgende. 

Alle Pyramiden, welche zur Basis Dreieclce haben, die einem gegebenen ein- 
schaligen Hyperboloid eingeschrieben sind und deren drei Seiten-Ebenen den 
Asymptoten-Kegel desselben berihren, haben gleichen Inhalt (| l/][\ _ 

180. Neben den in den letzten Nummern discutirten Gleichungen stellt sich in .dem Systeme 
der Plan-Coordinaten die folgende Doppel-Gleichung Ton ganz entsprechender Form: 



Ä* ab b^ a b 

als Gleichimg der Projection der hezug^hea Durchadmitte-CiirTe »nf die Ebene XY. Für d«i Preduct 
der beiden Halb-Azen findeo wir, indem wir 

*=f.' ^"h' »"-.-fb' "—-,• <^=-t'»"^ 

setzen (173): 

Von den drei Werthen^ die der verstellende Ansdmck erb&lt, wenn wir nach einander % = 1, x = 
und X = — 4 setzen, ist das Quadrat des zweiten dem Prodacte des ersten und dritten glei4th. Setzen 
wir X = — 4, so entsprechen die Gleichungen (a) und (b) den Gleichungen (11) und (14) des Textes. 

Wenn ein einschaliges Hyperboloid gegeben ist, so gibt es im Allgemeinen zwei Ebenen, die einer 
gegebenen Ebene pioraUel sind, und Dreiecke enthalten) welche nugleich der Flache ein* und dem Asym^ 
ptoten-Kegel umschrieben sind. Diese Ebenen sind reell^ wenn die gegebene Ebene den Asymptoten-Kegel 
in Ellipsen schneidet, und dann leicht zu constrniren. Wir brauchen hierzu nur in dieser EUipse irgend 
einen Halb^Durchmeeser zu ziehen, diesen um ein gleiches Stück über den Umfang derselben hinaus zn 
verlangem und durch den Endpunct der Verlängerung und den Mittelpunct der Flache eine gerade Linie 
nn legen. Diese gerade Linie schneidet die letztere, in zwei, gleich weit vom Mittelpuncte abstehenden, 
den beiden zu eonstruirenden Ebenen angehörenden Puncten. Es beruht diese Gonstruction auf dem be- 
kannten Satze, dass jede dieser Ebenen die Fliehe in solchen zwei Sbnlichen und concentrischen Ellipsen 
schneidet, deren lineare Dimensionen, weil die obigen Dreiecke einer dieser EUipsen eingeschrieben und 
der andern nmtehrieben sind; sich wie 2 : 1 verhaUen. 
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abta+actv+bcuY = ±w'. (1) 

Diese Doppel-Gleichung stellt Flächen zweiter Classe dar; deren Mittelpunct in den AnCutgsponet 
der Coordinaten fallt. Sie wird befriedigt wenn, g'leichzeitig mit w, zwei der drei übrigen Coordi- 
naten t, u und y verschwinden: die Coordinaten-Ebenen berühren also den Asymptoten-KegeL Um 
hiernach überhaupt eine hyperbolische Fläche durch die vorstehende Gleichung darzustellen, braacheH 
wir nur irgend drei Tangential-Ebenen iht'es Asymptoten-Kegels zu Coordinaten-Ebenen za nelimeiL 
Die vollständige Bestimmung dieser Ebenen hängt also noch von drei willkührlichen Constanten ab 
und nachdem diese beliebig angenommen worden sind, erhalten für eine gegebene Fläche a, b, e 
vollkommen bestimmte Werthe. 

Indem wir, nach einander, jede der drei Veränderlichen v, u und t gleich Null setzen, kommt 
abtu = ±w^, actv = ±w\ bcuv =s ±w*. (8) 

Diese drei Gleichungen stellen drei in den di%i Coordinaten-Ebenen liegende Hyperbeln dar, imd 
zwar sind diese Hyperbeln diejenigen, welche wir erhalten, wenn wir, parallel mit den dra Coor- 
dinaten-Axen, die Fläche auf die drei gegenüberstehenden Coordinaten-Ebenen projicuren. For den 
Fall des zweisohaiigen Hyperboloids fallen diese Projectionen innerhalb des Asymptoten-Doppel- 
Kegels, für den Fall des einschaligen ausserhalb. Demnach stellt die Gleichimg (1) ^ Falle des 
obem Zeichens ein zweischaliges, im Falle des untern Zeichens ein einschaliges Hyperboloid dar. 
Wir wollen erstens wieder die zweischalige Fläche, in deren Gleichung: 

. abtu + actv + bcuv = w*, 

wir a, b und c als positive Constanten ansehen, näher betrachten. Dann erhalten wir für die 
Gleichungen der projicirenden Cylinder, den Projectionen (2) entsprechend, unmittelbar die folgenden: 

xy == ^ab, xz =s Jac, yz = |bc, 

Diese Gleichungen werden gleichzeitig befriedigt, wenn wir 

3^ = i»» y = Jb> z = 4c 

setzen. In dem durch diese Coordinaten- Werthe bestimmten Puncte schneiden sich also die drei 
Cylinder, oder, mit andern Worten, durch diesen Punct lassen sich drei, den Coordinaten-Axen 
parallele Tangenten an die Fläche legen, welche eine Pyramide bilden, deroi Seitenflächen dr^en 
Tangential-Ebenen des Asymptoten-Kegels parallel sind. Dieser Punct wird durch folgende Glei- 
chung dargestellt: 

at + bu + cv + 8w = 0. 

Die Gleichung der Fläche wird befriedigt, wenn 

at = bu = Gv = w ^"vJ, 
die bezügliche Tangential-Ebene schneidet also von den Coordinaten-Axen die Segmente a ky b KJ 
ci^ir Ab- O^^ Berührungspunct auf ihr, hat folgende Gleichung"^): 



*) Ueberhaupt ergibt sich (Einl. 28) sur Bestimmniig^ des Poles etoer gegebenen Ebene (f, wl', r*y wO ^ 

Gleichung : 

a(bu'+cvOt+b(at'+cvOa + c(at'+buOvT«w'w = 0, 

wobei das untere Zeichen für den in der folgenden Nummer betrachteten FaU des einsehaligen Hyper* 
boloids gilt. 
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at + bn+cv + w»^3»0, 
und hiernach sind seine Coordinaten 

Er liegt also mit der Spitze der eben bestimmten Pyramide anf demselben Durchmesser der Fläche. 
Die Abstände beider vom Mittelpuncte verhalten sich wie 

2 : ^"3 , 

wodurch sie gegenseitig durch einander bestimmt werden. Die Polar-Ebene der Spitze der Pyramide, 
dadurch bestimmt, dass sie durch den Berührungspunct auf den drei Seiten dieser Pyramide geht, 
ist durch die folgende Gleichung 

at+bu + cv4-^w = 

gegeben, und schneidet also von den drei Coordinaten-Axen Segmente ab, die gleich sind 2a> 
2b, 2c. Die durch die Spitze der Pyramide, parallel mit dieser Polar-Ebene gelegte Ebene schneidet 
von den Coordinaten-Axen die Segmente |a, |b, |c ab. 

Die fragliche Polar-Ebene ist endlich auch dadurch bestimmt, dass sie die Fläche und den 
Asymptoten-Kegel in solchen zwei Ellipsen schneidet, denen Dreiecke sich bezüglich um- und ein- 
schreiben lassen. Die eben betrachtete Pyramide und diejenige, welche durch dieselbe Ebene von 
der durch die Asymptoten-Ebene gebildeten Ecke abgeschnitten werden, haben nemlich zwei Drei* 
ecke zur Basis, deren Schwerpunct zusammenfällt und deren entsprechende Seiten parallel sind und, 
wie die Höhen der beiden Pyramiden, im Verhältnisse von 1 : 4 stehen. Es folgt hieraus, dass wenn 
wir die Mitten der Seiten des zweiten Dreiecks zw einem neuen Dreiecke verbinden, die Wmkelpuncte 
des ersten in den Mitten der Seiten dieses neuen Dreiecks liegen, so dass also diess letztgenannte Dreieck 
zugleich der Fläche umschrieben und dem Asymptoten-Kegel eingeschrieben ist. 

Die Gleichung C3) der 166. Nummer gibt, indem wir 

A = A' = A" = 0, B" = ^ab, B' = Jac, B = ^bc, 
setzen, zur Bestimmung der drei Halb-Axen-Quadrate der Fläche die folgende Gleichung: 

r^ — (ab co8«"+ac coss^+bc cosO r* 
— 1 1 Cabsine'O'^+Cac smefy^+Chesme)^ 
+2absine^^.acsin£^ • cos^-H2absine^^. bc sine. cos^^+^^sine^.bc sine. cos^^^l r^ 

— Ja^b^c'sin^^sin^e = 0. (3) 

181. Wir wollen zweitens das einschalige Hjperboloid betrachten, indem wir die Gleichung 

abtu+actv+bcuv = — w* CO 

zu Grunde legen, und wir behaupten, dass alsdann eine Ebene, welche von den Coordinaten-Axen 
die Segmente a, b, c abschneidet, die Coordinaten-Ebenen in solchen drei geraden Linien schneidet^ 
die ein dem Asymptoten-Kegel umschriebenes, der Fläche eingeschriebenes Dreieck bilden. Um diess 
nachzuweisen bemerken wir, dass die Gleichung der Fläche (4) befriedigt wird, wenn wir etwa 

cv =s bu = — at := w 
setzen, wonach Tür die Gleichung des Beruhrungspunctes auf der bezflglichen Tangential-Ebene 

^ at =5 w 

sich ergibt, und dieser Berührungspunct also ein auf der Fläche liegender Winkelpund des fragliehe& 
Dreiecks ist. 

31 
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Wir wollen eine Pyramide, welche, wie die Ton den drei Coordinaten-Ebenen gebildete, ilire 

Spitze in dem Mittelpuncte der Fläche und ein solches Dreieck zur Basis hat, das gleichzeitig der 

Fläche eingeschrieben und ihrem Asjmptoten-Kegel umschrieben ist, eine umschriebene Asjmp- 

4oten-Pyramide nennen. 

Die drei Halb-Axen-Quadrate der Fläche sind durch die folgende Gleichung gegeben: 

r*+Cab C08e"-|-ac cose'+bc cosejr* 

— I I (ab sin£'0«+(ac sineO^+Cbcsine)« 

+ 2ab sine^^. acsine^cos^+SabsiuE^^.bc sine • cos^^+Sacsinc^.bc sine. cos^^Oi r'^ 

+ Ja2b2c2sin'2*sm^e = 0. (5) 

Wie wir auch ein gegebenes einschaliges Hyperboloid durch eine Gleichung yon der Form der Glei- 
chung (43 darstellen mögen, die Coefficienten der vorstehenden Gleichung (5) des dritten Grades 
bleiben unverändert dieselben. Deuten wir geometrisch, so erhalten wir hiemach den folgenden Satz. 
In jeder umschriebenen Asymptoten-Pyramide eines gegebenen einschaligen 
Hyperboloids ist constant: 

1. die Quadrat-Summe der dreiSeiten der Basis, weniger der doppelten Quadrat- 
Summe der drei Seiten (=:2g), 

2. das Quadrat der Basis, weniger der doppelten Quadrat-Summe der drei 
Seitenflächen (==,h), 

3. der Cabik Inhalt (=: — ^k). 

Der letzte Theil dieses Satzes findet sich schon am Schlüsse der 179. Nummer bewiesen. 
Für den besondern Fall, dass die Summe der drei Halb-Axen-Quadrate verschwindet, ei^ibt 
sieh die Bedingungs-Gleichung: 

cose , cose' . cose" 
a b c 

und wir sehen, dass dieser Geniige geschieht, wenn gleichzeitig für e, ^ und t*' rechte Winkel ge- 
nommen werden kennen, das heisst, wenn sich dem Asymptoten-Kegel eine körperliche rechtwinklige 
Ecke umschreiben lässt. 

Der Raum verbietet uns hier In ein grösseres Detail einzugehen. — 



8- 10. 

Rotations -Flftchen zweiter C71asse# Rotations -Kesel^ die einer 
Flftehe zweiter Classe umsehrlelien sind. 

ist. Wir haben bereits in der 154. und 135. Nummer, die Bedingungs-Gleichungen entwickelt, 
unter welchen die durch die allgemeine Gleichung in Plan-Coordinaten dargestellte Fläche eine 
BotationS'Fläche ist. Wir wollen jetzt, von einem andern Gesichtspuncte ausgehend, nochmals hier- 
auf zurückkommen, in ein näheres Detail eingehen, und neue Betrachtungen anknüpfen. 

Es sei 

At^+A'u2+A"v«+8B"tu-|-8B'tv+«Buv+2Ctw+2C'uw+«C"v^+w« = CO 

die allgemeiBe Gleichung der Fläche. Soll diese Fläche eine Rotations-Fläche sein, so lässt sie sieb 
auch durch eine Gleichung von folgender Form ausdrücken : 
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(x't+y'a+z'v+w)(x"t+y"u+z"v+w)— p«0«+u«+vO = 0. (t) 

Es folgt diesis, indem wir zugleich berQcksichtigen, dass diese Gleichung die notwendigen sieben an- 
abhängigen Gonstanten enthält, aus den oben erwähnten Bedingungs-Gleichungen und zugleich stellt 
sich in Folge der frühem Erörterungen heraus, dass alsdann die beiden Puncte (x^, /, zQ und (x'^, 
y^^, z^O, welche durch die folgenden beiden Gleichungen dargestellt werden: 

x't+y'u+z'v+w = 0, 
x"t + y"u+z''v+w = 0, 

zwei Brennpuncte der Fläche sind, und dass p den Radius des Aequators bedeutet. Uebersetzen wir 
hiernach die Gleichung (2) in die Sprache der Geometrie, so ergibt sich, indem wir erwägen, das9 
durch die Ausdrücke 

x^t+ y^u+z^v4-w x^ 't+j'^n+z^^v+w 

die von den beiden Puncten (x', j', zO und Cx", j"? «'0 auf irgend eine beliebige Ebene (t, u, ▼, 
w3 der Fläche gefällten Perpendikel gegeben sind, der Satz, dass das Product der von den beiden 
auf der Rotations-Axe liegenden Brennpuncte auf beliebige Ebenen einer gegebenen Rotations-Fläehe 
gefällten Perpendikel dem Quadrate des Radius des Aequators gleich ist. Die beiden Brennpuncte 
können reell und imaginär sein, im erstem Falle ist die Fläche, wenn sie überhaupt reell ist, ein 
verlängertes Sphäroid oder ein zweischaliges Hyperboloid, im zweiten Falle ein abgeplattetes Sphäroid 
oder ein einschaliges Hyperboloid. Andrerseits ergibt sich dieser Satz unmittelbar aus dem ent- 
sprechenden Satze der ebenen Geometrie, dass das Product der beiden von den Brennpuncten einer 
Axe einer gegebenen Ellipse oder Hyperbel auf beliebige Tangenten derselben gefällten Perpendikel 
constant und dem Quadrate der halben andern Axe gleich ist Dem dreht sich eine solche Curve 
um jene Axe, so sind die auf ihr liegenden Brennpuncte auch Brennpuncte der Fläche, welche durch 
diese Umdrehung entsteht, und die von diesen Puncten auf die Ebenen der Fläche gefällten Perpen- 
dikel sind zugleich Perpendikel, gefallt auf Tangenten der Meridian-Curven. Von dem fraglichen 
Satze al3 bekannt ausgehend, können wir, umgekehrt, indem wir die ersten Theile der beiden obigen 
Gleichungen (i) und (2} identisch setzen, die Bedingungen entwickeln, unter welchen, die erste 
dieser Gleichungen eine Umdrehungs-Fläche darstellt. Der Fall des Paraboloids, das durch die 
Gleichungs-Form (2} sich nicht ausdrücken lässt, weil die Coordinaten eines Brennpunctes, so wie 
die zweite Axe unendlich gross werden, wollen wir hierbei einstweilen noch ausschliessen und später 
besonders betrachten. 

183. Die Identität der beiden ersten Theile der Gleichungen CO und (2) fuhrt zu den nach- 
stehenden neun Gleichungen: 

x'x"-p^ = A, xy+x'y = 2B", x'+x" = 2C, 

yy^p* = A', (3) xV+x"z' = 2B', (4) y'+y" = 2C', (5) 

zV— p« = A"5 j'z"+j"z' = 2B; z'+z'' = 2C". 

Diese nenn Gleichungen sind hinreichend zur Bestimmung der drei Coordinaten jedes der beiden 
Brennpuncte und des Coefficienten p^ so wie 'auch der beiden Beding'ungs-GIeichungen, welche be* 
friedigt werden müssen, damit die Fläche (1) eine Rotations-Fläche sei. Der Kürze wegen, wollen 
wir die drei Projectionen, der hieben Brennweite auf die drei Coordinaten-Axen durch e, e^ und e^^ 
bezeichnen, wonach 

e = 5 (x'-x'O , e' = i (y'-y'O, «"= 4 (2'- z'O. 

3t* 
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Dann finden wir: 

ip^^ = B"— CC = — ce', W,i = B'-CC" ='— ee'S ^^o = B — C'C" = — eV, 
nnd hieraus 

^— TD» e— m> e— ar* ^"^ 

Ferner kommt: 

mithin 

^ ^30 ^31 ^32 ^ • 

Diese Doppel-Gleichung enthält die beiden gesuchten Bedingungen und gibt zugleich das Quadrat 
des Radius des Aequators. 

Bezeichnen wir die halbe Brennweite selbst durch e^ so kommt: 

e* = c«+£'i+e"*. (9) 

Das Zeichen von e^, so^wie von e^, e^^ und e'^^ hängt gleichmässig davon ab, ob 

negativ oder positiv ist Im ersten Falle sind die auf der Umdrehnngs-Axe liegenden Brennponcte 
reell, im zweiten imaginär. 

Das Quadrat der halben Rotations-Axe, die wir r n^nen wollen, ist 

ri = p* + c« 

Die Coordinatea des Mittelpunctes sind, wie überhaupt, C, C^ und C^', die Coordinaten der beiden 
Brennpuncte : 

x'«=C±t^-?^, ,'"=C'±r-^^^, z'"=C"±K-?^^. Ol) 

*3 *31 ^3 2 

Für die Doppel-Gleichung der Rotations-Axe ergibt sich 

X— C _ j-C _ z^C'' 

oder 

W3c(x-C) = W3i(y-C0= W32(«-C'0. (I«) 

1$4. Wenn die durch (1) dargestellte Fläche insbesondere eine Kugel sein soll, so mfissea 
damit e, und also auch e, e' und e^^ verschwinden, gleichzeitig die folgenden fünf Bedingongs- 
Gleichnngen bestehen: 

W,» = ^si = 5,0 = 0, Y, = Y. = Y = -p\ 

wobei p der Radius der Kugel ist. Die beiden Puncto (x^, y^, zO und (x^^ y^', z'Q fallen in den BdGtlel- 
punct zusammen. Die Gleichungs-Form (i) geht demnach in die folgende über; 

(x't+y'u+z'v + l)2-pHt2-fu'+v2) = 0. (13) 
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Nocb zwei hesondere Fälle sind hier zu unterscheiden. Wir können erstens zwei gegebene 
(^reelle oder imaginäre) Puncte, die in einer gegebenen Ebene liegen, um ihre Yerbindungs-Linie 
sich drehen lassen, wonach alsdann dieselben beiden Puncte auch als eine Rotations-Fläche zweiter 
Classe sich darstellen ; und zweitens können wir die beiden Puncte um ihre in der gegebenen Ebene 
liegende der Grösse nach verschwindende Axe sich drehen lassen, wo alsdann ein (reeller oder 
imaginärer) Kreis entsteht, dessen Ebene auf der Umdrehungs-Axe senkrecht steht und d«r eben- 
falls als eine ausgeartete Rotations-Fläche zweiter Classe zu betrachten ist. 

Wenn hiernach die allgemeine Gleichung (1) ein System von zwei Puncten darstellen soll, so 
kommt, weil alsdann p verschwinden muss 

tu iif nf 

-Y,=0, (14) 



^3 2 ^31 


Y — '^9 4*»0 


*3i 


W30 


^3» 



wonach die Anzahl der Constanten sich auf sechs reducirt. Nach den identischen Gleichungen YII 
der 10. Nummer, können wir die vorstehenden Bedingungs-GIeichungen auch folgendergestalt schreiben : 

A12 = 0, Aoa = 0, Aoi = 0, 

oder nach IV aus denselben auch die folgenden ableiten: 

0, = 0, 0, = 0, = 0, 

wonach in Folge von IX auch 

^ = 0. 

Wenn die allgemeine Gleichung (1) einen Kreis darstellen soll, so muss die R<ftations-Axe ver- 
schwindeni und demnach kommt 

ßl s- o2 

wonach, je nachdem der Kreis reell oder imaginär ist, die beiden Brennpuncte, umgekehrt, imaginär 
oder reell sind, und, wenn wir entwickeln: 

Y+-— +— =¥4+— + — =Y.,+—- + -— =0. (lo) 

*31 *3a *30 *32 ^30 *31 

Die Zahl der Constanten reducirt sich hier ebenfalls auf sechs; von diesen kommen fünf auf die 
Bestimmung der Ebene des Kreises und des Mittelpnnctes* in derselben« während die sechste, p, 
der Radius bt Für die Gleichung der Ebene des Kreises, die einerseits durch den Mittelpunct geht, 
und andrerseits auf der durch die Doppel-Gleichung (12) dargestellten Rotations-Axe senkrecht 
steht, ergibt sich sogleich die folgende: 

w3oa-C)+w3, (7-0+^32 (z-c'o = o:*) (i6) 



*) Wenn wir insbesondere den Mittelpunct des Kreises sum Anfangspuncte der Coordinaten nehmen^ so 
nimmt zanachst die Gleichang desselben die folgende Form an: 

% At^4-A'a*+A"v»+2B"tu+2B'tv+«Buv = w«, 

nnd kann in Gemassheit derBedingungs-GIeichongen (15)^ welche hier in die folgenden sich vereinfachen: 

aneh auf die nachstehende Weise geschrieben werden: 
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185w Die beiden Bedingangs-Gieichmigen, welche ausdrücken, dass tiberbanpt eine FUche der 
iweiten Classe eine Rotations-Fiäche ist, werden nnmöglidi, wenn ein einziger der drei Ansdrficke 
^3 «2 9 ^31 ^^ ^3 verschwindet, dann aber wieder möglich, wenn zugleich noch ein zweiter der- 
selben Null wird. Lassen wir demnach die beiden letzten dieser drei Aosdräcke verschwindeii, so 

folgt aas (8) 

o2 = — Y.. 

O?) 



P* = - Y„ 



Die erste dieser beiden Gleichungen gibt den Radius des Aequators, die zweite ist *die einzige Be- 
dingungs-Gleichung', die befriedigt werden muss, wenn die Fläche eine Rotations-Fläche sein solL 
Aus (7) folgt 

e" = 0, .^^ = Y, - Y„ e^ = Y, -^ Y, 

woraus ersichtlich ist, dass die Rotations-Axe mit der Axe Z parallel ist. Dana kommt nach (9) 
und (10) 

e'=«Y,-Y.-Y, (6) 

r«= Y,-Y.-Y.*) (7) 

186. Wenn die «llgemeine Gleichung (1) , dadurch, dass aus ihr yr* ausfällt, in die folgcade 
fibergeht: , 

At« + AV.+A"v*4-2B"ta+«Btv+2BuT+»Ctw+«C'aw+fC"»w = 0, (18) 



\B^i ^ B"*/ ^ VB« ^ B'«y VB« B'«/ 

+»bF*" + *-bP*^+*-b¥-'-"" = bW'-'*- 

Wir können auch noch^ der Kurze wegen^ 

1 i_. i__ 

b'^*' B'~ ' B"~*' 

setzen, und erhalten alsdann für die Gleichung des Kreiaei: 

(b^ + c^)t<+(a^+c*0n^+(a*^+b«)v*^-f-«abtu+2actv + 8bcuT = abcw«. 

Hierbei ist der Radius des Kreises q durch folgende Gleichung bestimmt: 

^ _ . , B"B' _ B"B' . B"B B^ 
P — A+ g - g + g, + g,, , 

_ a^ b c _ a^+b^-fc^ 

bc ac ab abc 

*) Wenn wir^ um der Gleichung (1) die allgemeinste Form zu geben, für das letzte GUed D statt 
nehmen, so kommt das darauf hinaus, in den Entwicklungen der letzten Nummern 

A, A', A", B, B', B", C, C, C", 

bezüglich mit 

D' D ' D ' D' D' D' D' D ' D ' 

zu vertauschen. 
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80 ist es sieht mehr möglich, sie auf die Form der Gleichung (S) 

(x't+y'u+-z'v+w)(x"t+y"uH-2"y + w)-p2(t2 + u^ + vO = 
2U bringen, sei es denn, dass wir p^ und xf^j j^^ z^' (oder, statt der drei letzten Constanten, auch 
^^ 7^ '^O unendlich gross nehmen. In dem Falle eines Rotations-Paraboloids liegt ein Brenn-* 
punct unendlich weit und der Radius des Aequators wird unendlich gross. Die vorstehende 
Gleichung geht, wenn wir durch 



Kx"^+y"*^+z"* ^ 8r 
diyidiren und der Kürze wegen 

X" y" . z" p4 

fc = «^ 2? = ^' S:^^' 7^P 

setzen, mit Vernachlässigung von — in die folgende fiber: 

r 

(x't+y'u + z'v+w) (at+^u+yv) — ip(t«+u«+v«) = 0. (19) 

Es bedeutet hierbei Sr den Abstand des immer weiter fortgerückten Brennpunctes (x^^, y'^, s&^^) vom 
Anfangspuncte der Coordinaten, oder auch die Länge der Umdrehungs-Axe, p den halben Parameter. 

Setzen wir femer 

x^t+y^n+z^v+w 

* u ^ V 

^ cos»?, ^ cos??', ^ COS)?", 



•^ta + u^ + v* »^t«+u* + v2 Kf2+^[T+7i 

a = cos^, ß ^ cosÄ', Y = cosy, 

eosSco6)? + cos^co837'+co8^^coei7" ^ eos^, 

so ist 9 die Länge des vom Brennpuncte (x', y', z') auf eine beliebige Tangential-Ebenc der Fläche 
(tj u, V, w} gefällten Perpendikels; n, ^ und ??" sind die drei Winkel, die dieses Perpendikel, und 
S, ^ und ^' die drei Winkel, die die Rotations-Axe der Fläche mit den drei Coordinaten-Axen 
bildet. Es folgt hieraus, dass ^ der von der Rotations-Axe und dem fraglichen Perpendikel ge- 
bildete Winkel ist. Die Gleichung der Fläche kann die folgende Form annehmen: 

*cos^ = Jp, 

und drückt aus, dass der Brennpnnct ebes Rotations-Paraboloids, wenn wir ihn zuerst auf eine be- 
liebige Tangential-Ebene und von dieser Ebene auf die Rotations-Axe projiciren, mit dem Scheitel 
der Fläche zusammenfällt. 

Die Identität der ersten Theile der beiden Gleichungen (18) und (19) gibt die folgenden nean 
Bedingungs-Gleichungen 

ax'— Jp = A, «y'+ßx' = «B", a = 8C, 

px'-|p = A', (20) az'J^r^^ = 2B', (81) /5 = 8C', (22) 

7X'— Jp = A"; ?z'+7y' = 2B; y = 2C". 

In Folge der Gleichungen (22) gehen die Gleichungen (20) und (21) in die nachstehenden fiber 

2Cx'— Jp = A, Cy'+C'x' = B", 

«C'y'— ^P = A', (23) Cz'-^C"x' = B', (24) 

2C"z'-ip = A", C'z'+C"y'= B. 



248 Flachen zweiter Ordnung und zweiter Classe. 

Die letzten drei dieser neuen Gleichungen geben zur Beslimmong dar Coordinaten des Brennpnnetes: 

nnd wenn -wir diese Werthe in die drei ersten dieser Gleichungen einsetzen und ^ p eliminiren : far 
die Doppel-Bedingung, dass das Paraboloid eine Rotationsfläche sei: 

C*(C''B"+C'B'-CB) — ACC'C" = C'KG"B"+CB— CB')— A'CC'C" 

= C"2(C'B'4-CB-C"B'0— A"CC'C". («6) 

Die Gleichungen (22) geben zur Bestimmung der Axen-Richtung : 

Ct+C'u+C"v = 0, 
oder in Punct-Coordinaten die Gleichungen 

X y z 

C ~ C^ ~ C^' 
wonach 

C C C 

cos^ = , cosÄ' = ■ - ^— ■ ^ , cosö" = 



Die ursprüngliche Gleichung (18) enthält eine überzählige Constante; nicht diese Gonstanta 
selbst, sondern nur die Quotienten je zweier derselben erhalten bestimmte Werthe, wenn die Flade 
gegeben ist. Die obigen Werthe der Brennpuncts-Coordinaten sind hiemach ToUkommen bestimmt, 
nicht aber a, ^, 7 und p, sondern wiederum nur die Quotienten je zweier dieser Grössen. Solla 
sie die obige Bedeutung haben, so müssen wir, was von Vorne herein immer gestattet ist, 

4(C«+C'2+C"«) = 1 
setzen, oder, wenn wir diese Beschränkung nicht wollen, zum Behuf der Bestimmung von ^ p in der 
obigen Bedeutung für a, ß und 7 die vorstehenden Werthe von cos^, cosd' und cosd'^ in die Glei- 
chungen (20) einsetzen. Dann kommt 

187. In dem allgemeinen Falle der Rotations-Flächen zweiter Classe geben, wenn die beides 
Brennpuhcte reell sind und wir den Anfangspunct der Coordinaten in dem einen dieser Brennpunde 
Cx', }^ zO annehmen, die Gleichungen (3) und (4) der 183. Nummer 

A = A' = A" = p^ 
B" = B' = B = 0, 
wonach die allgemeine Gleichung (1) sich auch auf folgende Form bringen lässt: 

indem wir der Kürze wegen 
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setJEen. Ebenso geben für den Fall des Rotations-Parabolofds die Gleiehnngen (SO) und (tl): 

A = A' = A" = Jp, 
B^'= B' = B =: 0, 

wonach die Gieichungs-Form CS7) auch hier unverändert fortbesteht, und nur in dem Werthe yon 
x^ die Constante D verschwindet. 

188. Es bleibt uns jetzt nur noch fibrig, die Bedingungen zu entwickeln^ unter welchen ein 
Kegel, der, in dem Sjsteme der Plan-Coordinaten, durch ein System von zwei Gleichungen des 
ersten und zweiten Grades ausgedrückt wird, ein Rotations-Kegel ist: eine Aufgabe, die wir auA 
so auffassen können, dass wir nach der Bestimmung der Rotations-Kegel fragen, die einer gegebenen 
Fläche zweiter Classe sich umschreiben lassen. 

Wir können einen Rotations-Kegel im Allgemeinen dadurch definiren, dass wir ihn als einen 
solchen Kegel betrachten, der einer Kugel umschrieben ist. Wenn sich hiemach einer gegebenen 
Fläche zweiter Classe und einer gegebenen Kugel gleichzeitig ein Kegel zweiter Ordnung umschreiben 
lässt, so ist derselbe ein Rotations-KegeL Lässt sich aber überhaupt zweien Flächen zweiter Classe 
ein Kegel umschreiben, so lässt sich ihr auch noch ein zweiter Kegel umschreiben, und das Sjstem 
der Mittelpuncte solcher zwei Kegel wird alsdann durch eine Gleichung ausgedrückt, die eine 
algebraische Folge ans den Gleichungen der beiden Flächen ist (865). 

Indem wir die Axen der gegebenen Fläche zu Coordinaten-Axen nehmen, sei 

AtHA'u^+A"v« = w^ (1) 

die Gleichung dieser Fläche und 

(x,t+y;u4- z,v+w)2-r^(t«+u2+vO = («) 

die Gleichung irgend einer, noch näher zu bestimmenden Kugel, der sich zugleich mit der gegebenen 
Fläche zwei Kegel zweiter Ordnung umschreiben lassen, wobei wir durch x^ j^ z, die Coordmaten 
des Mtttelpunctes und durch r den Radius dieser Kugel bezeichnen. Es seien ferner (x^, j^, sQ 
und (x^^, j*\ a'O ^i® Mittelpuncte der beiden umschriebenen Kegel und folglich 

x't+y'u+a'v+w = 0, 
x"t+j"u + z"v+w = ^^ 

die Gleichungen dieser Mittelpuncte. Dann besteht also, in Gemässheit der vorstehenden Bemerkung, 
die folgende identbche Gleichung: 

X 1 At^+A'u«+A"V^— w^ I - ^ I (x,t+7,u+a,v+ w)«— r« Ct«+uHv*) I 

= Cx't+y'u+a'v+w3 (x''t+y"u+a"v+w), L 

irobei zwischen den beiden unbestimmten CoefBcienten X und ^ die folgoide Relation Statt findet: 

X+p = — 1. (4) 

Ans der Form dieser id^tisehen Gleiehnng erhalten wir, auch ohne in eine algebraisAe Diseos- 
sion dovelben dnzugehen, die vollständige Bestimmung der umschriebenen Rotations-Kegel und ihre 
Beziehungen zur gegebenen Fläche. 

189. Dieselbe Identische Gleichung L können wir auch folgendergestalt schreiben : 

X (At»+A'u«+A"v4— w)«+prH*'+n^+v«D 
= Cx't+jr'u+z'v+w3(x"t+y'u+z"v+w)+p(x,t+j,u+z,v+w)«, IL 

so dass auch die beiden Gleiehnngen 

X(At2+A'u»+A"v«— w)«+fir«0«+n*+v«) » 0, (6) 
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dieselbe Fläche zweiter Classe darstelleiL Die Form der zweiten dieser Gleichungen, welche als 
eine homogene zwischen drei linearen Functionen von t^ u, v und w unmittelbar sich darstellt, zeigt, dass 
diese Fläche in eine ebene Curve ausgeartet ist, welche in der Ebene der drei Puncto (x', j', zf) 
(x", j", z'O und (x„ 7„ z,) liegt. Die erste Gleichung (5) kann aber nur dann eine ebene Curre 
darstellen, wenn durch eine schickliche Annahme der unbestimmten Coefficienten X, ^ und r^ eine 
der drei Veränderlichen t, u, v ausfällt. Diess fordert, dass eine der folgenden drei Bedingungs- 
Gleichungen: 

XA"+pr2 = 0, U'+fir* = 0, U+fir^. = 0, (7) 

befriedigt werde, wonach die Gleichung (S) in eine der folgenden drei übergeht: 

CA— A'Ot'+(A'— A'Ou* = w«, 

CA— AOt^+(A"— AOv« = w«, (S) 

CA'— A)tt2+ CA"— A) v« = w«. 
Die fragliche Curve* kann hiemach eine dreifache sein und in jedem der drei Hauptschnitte der ge- 
gebenen Fläche liegen* Damit sie in einem dieser drei Hauptschnitte liege, müssen nothwendig z', 
2^^ und z, oder y\ jr'' und jr^ oder x', x'' und x, yerschwinden und die einzige identische Gleichung 
n. löset sich hiemach in die folgenden drei, von denen eine Statt finden muss^ auf: 

% I (A-.A'Ot^+ CA'-A'Ou^— w« I = (x't+y'u+w) (x"t+y''u+w) +^(x,t-f.y,u+w)% 

X 1 (A— A0t*+(A"-A0v^-w2 ( = (7't+z'v+ w)(x"t+z"v+ w)+fi (x,t+y,v+w'0, (9) 

X I (A'— A)u«+(A"-A>«-w'* I = (y't+z'v+w) Cr"t+z"v+w)+p^,t+z,v+w)2. 

•fietaditen wir insbesondere die erste der drei Corven (S)j welche in der Ebene XY liegt and 
4iB wir auch, lin Gemässheit der ersten der vorstdienden drei identiBchen Gleichungen, dnrdi die 
folgende GleiehowT dAfttllen können: 

(x^+y'a+w>(x"t+y'^a+w) + ftGt+y,u+w)« a=0, (10) 

40 folgt unmittelbar aus der Form dieser Gleichung, dass die Puncte 

x't+y'u+w =s 0, 

x"t47"a+xr fi= ^**^ 

auf dem Umfange der Gurre liegen und der Pnnct 

x,t+7,u+w = Cl«) 

der Pol derjenigen geraden Linie ist, welche jene beiden Puncte verbindet. Diejenigen beiden 
geraden Linien also, welche die beiden Puncte (11) , nemlich die Mittelpuncte der beiden omseiirle- 
«benen Rotations-Kegel mit dem Puncte (12), dem Mitelpuncte der Kugel, verbinden, oder, mit andern 
Woffltn, die Axen der beiden Kegel, aind Tangenten der fraglichen Curve and die MUtelpiuiete der 
JbflUen.RBtaiianfttKegel .die Berühsoivspunete auf ihnen. £in nnd dieielhe Curve aber läset «ick 
unendlich oft durch eine Gleichung von derselben Form CIO) darstellen; wirlwaoehen dwClfiM>vii- 
naten x', y' und x'^ nnd y^' nnr andere Werthe beizolegen, die irgend zweien «adem Puaeten der 
Curve angehören und für X/, j, alsdann diejenigen Coordinaten-Werthe einzusetzen, die dem Durck- 
schnitte der Tangenten in diesen beiden Puncten entsprechen. Es ist die fragliche Curve also 
der geometrische Ort in der Ebene XY für die Mittelpuncte aller der gegebenen 
Fläche umschriebenen Rotations-Kegel und zugleich derjenige Ort, welcher tob 
den Axen aller dieser Rotations-Kegel umlittllt wird. 
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190. Die durch die Oleichuogen (S) dargestellten Curven beissen die Focal-Cürven der 
gegebenen Fläche zweiter Classe. Sie sind reelle oder imagmäre Kegelschnitte, welche in den drei 
Hauptechnitten dieser Fläche liegen, mit deren Mittelpum^t ihr gemeinschaftlicher Mittel^nnct zo^ 
sammenfällt Ihre beiden Axen haben dieselbe Richtung als die beiden' Axen der Durchschnitt»* 
Curve in den entsprechenden Hauptschnitten ; die Quadrate der Hälften jener Axen sind; ißuddk den 
Quadraten der Hälften von diesen, vermindert um das Quadrat der jedesmaligen dritten Halb-Axe 
der gegebenen.Fläche. Insbesondere folgt hieraus, dass die Differenz der beiden Halb-Axen-Quadrate 
der Focal-^Curve und der Durchschnitts- Curve der Fläche in jedem der drei Hauptschnitte dieselbe 
ist, und beide Curven also gemdnsehafdiche Brennpuncte haben und demzufolge, wenn sie von ver^ 
schiedener Art. sind, sich rechtwinklig schneiden. 

Wir wolloi, bevor wir unsere Entwiokelungen weiter fortführen, zunächst^ für die verschiedenen 
Arten von Flächen zweiter Classe mit einem Mittelpuncte, in eine nähere Bestimmung der Fo«^* 
Curven dngehen. 

Wir wollen erstens ein £llipsoid Tür die gegebene Fläche zweiter Classe (1> nehmen, und 
dieselbe in der Voraussetzung, dass 

in den beiden Sjstemen der Plan- und Punet-Coordinaten durch die folgenden beiden Gleichungen 
darstellen 

au^+ß^vL^+r'^Y'^ = wS ^^ +L%1^ = 1. 

Die erste der drei Focal-Curvea (8) ist eine Ellipse, die imS^rsteme der Pian'-Coovdinaten durok 
die Gleichung 

und im Systeme der Punct-Coordinaten durch die beiden Gleichungen 

x^ y' • 

dargestellt wird. Sie liegt in der Ebene der beiden grössten Axen des EUipsoids ganz innerhalb' 
desselben, so dass die Rotations-Kegel, fdr deren Mittelpuncte sie der geometrische Ort ist, alle 
imaginär sind. 

Die zweite der drei Focal-Cnrven ist eine Hj per bei, die im Systeme der Plan-Coordinaten 
durch die Gleichung 

und im Systeme der Punct-Coordinaten durch die beiden Gleichungen : 

X* z* 

dargestellt wird. Sie liegt in der Ebene der grOssten und kteinsttn Axe des BUHpssUs viMt schneidet 
die Durchschnitts-Ellipse in dieser Ebene m vkr reellen Pnncte»: den vieir reellen Kvei«^ 
pnncten der Fläche. Die Gleichungen der Dnrchschnitts-Ellipse sind nemlich 

3t^ , z'* 

und wenn wir die zweite derselben von der zweiten der vorstehenden beiden Gleichungen abziehen 
imd i^daefren, so konuni: 



S5t FJaoken zwdter Ordani^ «nd sweitw Classe. 

eme Gleiehong, die mit den Gleichungen (15) der 14L Nummer übereinstimmt und diejenigen beiden 
Durchmesser darstellt, welche durch die vier reelien Kreispuncte des Ellipsoids gehen« Jeder Punct 
der fraglichen Focal-Hjperbel ist der Mittelpunct eines dem gegebenen Ellipsoid umschriebenen 
Rotations-Kegels; dieser Kegel ist offenbar dann nur reell, wenn als Mittelpunct desselben da 
Punct auf dem ausserhalb der Durchschnitts-EUipse liegenden Theile der Hjperbel angenonmien 
wird, sonst imaginär. Die Tangential-Ebenen in den vier reeUen Kreispuncten bilden den Ueber- 
gang Ton reellen zu imaginären Rotations-Kegeln. RQckt der Mittelpunct auf der Foeal-Hjperbei 
unendlich weit, so artet der Kegel in einen Cj linder aus: die beiden Asjmptoten dieser Gurre 
sind die Axen der beiden reellen Rotations-Cjlinder, die sich dem gegebenen Ellipsoid umschreiben 
latsen. 

Die Focal-Curre in der Ebene der beiden kleinsten Axen des gegebenen Ellipsoids ist imaginär. 

Wir woHen zweitens ein zweischaL'ges Hjperboloid, das in der zwiefachen Coordinaten-Be- 
stimmung durch die folgenden beiden Gleichungen 

X* y^ z* 
«^ (5/^ //* 
dargestellt wird, betrachten und dabei die Voraussetzung machen, dass 

Die erste in der Ebene der reellen Axe und der kleinem Neben-Axe dar gegebenen Fläche liegende 
Focal-Curre ist alsdann die durch folgende Gleichung dargestellte Ellipse: 

die Durchschnitts-Curve in derselben Ebene, die durch folgende Gleichung dargestellte Hyperbel: 

a'^t — ?,'u4 = w«. 

Die Richtungen der grossem Axe der Ellipse und der reellen Axe der Hyperbel fallen in die Axe 
X zusammen, und auf ihnen die reellen Brennpuncte der beiden Curven. Die Durchschnittspunete 
sind hiemach reell und keine andern, als die vier reeUen Kreispuncte der Fläche. Durch diese 
Tier Puncto und die vier Durchschnittspunete mit den beiden Asjmptoten der Durchschnitts-Hjperbd 
wird die Focal-EIlipse in acht Bogen getheilt. Zwei dieser Bogen liegen zwischen zwei Kreispuncten 
(innerhalb der Hyperbel): die entsprechenden Kegel sind imaginär; zwei Bogen zwischen den beiden 
Asymptoten: die entsprechenden Kegel berühren beide Schalen zugleich und die Berfihmngs-Cnrve 
ist eine Hyperbel; vier Bogen endlich liegen zwischen einer Asymptote und einem Kreispuncte: die 
mitsprechenden Kegel bertthren nur eine einzige der beiden Schalen des Hyperboloids ond die 
Bertthrungs-Curve ist eine Ellipse. Es gibt keinen umschriebenen Rotations-Cylinder, 

Die zweite der drei Focal-Curren (8) liegt in der Ebene der reellen Axe und der grdssen 
Neb^-Axe. Sie wird durch die folgende Gleichung dargesteltt: 

(«•^+ft^)t^-Cr,^-?,Ov* = wS 

•während die Gleichung der Durchschnitts-Curve in derselben Ebene die folgende ist: 

a^t^— /,«▼» = w^ 
Beide Cnnren sind Hyperbeln, von welchen die erste, die Focal-Hyperbei, weil ihre reolle Axe 
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grösser, UireNebeii-Axe Meuier ist, ganz mnerhalb der zweiten liegt. Die entq^recbenden Rotations- 
Kegel sind also sämmtlich imaginär. 

Die Focal-Curve in der Ebene der beiden Neben-Axen ist imaginär. 

Es Beim drittens 

die Gieicbongen eines gegebenen einscbaligen Hyperboloids in den beiden Coordinaten-Systemen, 
wobei wir voraussetzen wollen, dass 

Die erste Foeal-Cnrve, welche in der Ebene der beiden reellen Axen liegt, ist eine Ellipse und 
ibre Gleichung: 

Die Durehscbnitts-Curre in derselben Ebene, deren Gleichung: 

a«t2+^«u» = w^ 

ist ebenfalls eine Ellipse, die ganz innerhalb der erstem liegt. Von jedem Pnncte der Focal-EUipse 
lassen sich an die Durchschnitts-Ellipse und also auch an die Fläche selbst Tangenten legen, wo- 
nach die entsprechenden Kegel sämmtlich reell sind. 

Die zweite Focal-Curve, welche in der Ebene der grossem reellen Axe und der Neben-Axe 
liegt, ist eine Hyperbel und ihre Gleichung: 

(a«-^-i)t«-(ß*Hy,«)v2 = w^ 

Die Durehschnitts-Curve in derselben Ebene ist eine Hjperbel, deren Gleichung: 

• a^t^— y,^v^ = w^ 
Die erste Hyperbel, die Focal-Hyperbel, liegt ganz ausserhalb der zweiten, weil ihre reelle Axe 
kleiner, ihre Neben-Axe grösser ist. Jedem Pnncte derselben entspricht also em reeller Rotations- 
Kegel, ihre beiden Asymptoten sind die Axen der beiden umschriebenen Rotations-Cylindcr, 

Die dritte Focal-Curve ist imaginär. 

191. In jedem der drei bisher betrachteten Fälle ergeben sich fiir die drei Focal-Curven eine 
Ellipse, eine Hyperbel und eine imaginäre Curve. Die letztere liegt immer in der Ebene derjenigen 
beiden Axen der gegebenen Fläche, deren Quadrate (im algebraischen Sinne des Wortes) die kleinsten 
sind. Die Focal-Ellipse und die Focal-Hjperbel liegen in zwei auf einander senkrechten Ebenen, 
in deren Durchschnitts-Linie diejenige Axe der Fläche fällt, deren Quadrat das grosseste ist, so wie 
die grössere Axe der Ellipse und die reelle Axe der HTperbel. In der Voraussetzung, dass 

A>A'>A", 

stellt Yon den folgenden beiden Gleichungen: 

(A-A'Ot'+(A'— A'Ou^ = w^ 
(A— AO t«+ (A" — AO V* = w«, 

die erste immer die Focal-EUipse und die zweite immer die Focal-Hjperbel dar. Es ist einer- 
seits (A — AO das Quadrat des Abstandes der Brennpuncte der Ellipse vom Mittelpuncte derselben 
nnd zugleich das Quadrat der reellen Halb-Axe der Hyperbel, und andererseits (A— A^^ ^^ Quadrat 
der kidben grossen Axe der Ellipse und zugleich das Quadrat des Abstandes der Brennpuncte der 
fijrperbel tom Mittelpuncte derselben« Wir sehen hieraus, dass Ellipse und Hyperbel sich gegen- 
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• 

sdtigpdadiireh bestuBBten, daes die Scheitel der groiffleit Axe d-er HilipsfT die Breviij^nsela 
der Hyperbel, und die Scheitel der reellen Axe der Hyperbel die Brennpirmett 
der Ellipse sind. 

Setzen wir einmal A'^, das andere Mal A' gleich Null (letzteres setzt in Folge der vorstdieDda 
Bedingung voraus, dass A^^ gleichzeitig negativ ist), so geht die Gleichung der gegebenen Fläche 
Cl) in die Gleichung einer ebenen Curve über, die in der ersten Annahme eine Ellipse, in der 
2weiten eine Hyperbel ist. Die Gleichungen (8) behalten auch hier ihre Geltung, Also auch die 
ebene Curve hat ihre drei Focal-Curven, von welchen die, durch die dritte dieser Gleichnngen dar- 
gestellte, wie in dem allgemeinen Falle, eine imaginäre ist. Eine der beiden ersten ist die gegebene 
Curve selbst, wonach im engern Sinne des Wortes nur noch eine Focal-Curve übrig, bleibt, die je 
nachdem die gegebene Curve eine Ellipse oder Hyperbel, umgekehrt eine Hyperbel oder Ellipse ist 
Die gegebene Curve und ihre Focal-Curve stehen also in derselben Beziehung zu einander, als £e 
beiden ersten der Curven (8) und diese Beziehung ist eine gegenseitige. Wenn eine EUiftee gegeba 
ist, so ist der geometrische Ort für die Mittelpuncte derjenigen Rotations-Kegel, welche darch die 
gegebene Ellipse sich legen lassen, eine Hyperbel, deren Ebene auf der Ebene der Ellipse senkreck 
steht, die Brennpuncte derselben zu ihren Scheiteln und die Scheitel der grossen Axe derselben m 
ihren Brennpuncten hat. Andererseits ist der Ort für die Mittelpuncte derjenigen Rotations Kegel, 
welche durch diese Hyperbel sich legen lassen, die gegebene Ellipse. 

Nach dem in der 189. Nummer gewonnenen allgemeinen Resultate ergibt sich hier also voll- 
ständig der folgende Satz. 

Wenn eine Ellipse und eine Hyperbel gegeben sind, von welchen eine die 
Focal-Curve der andern iat^ i^o ist 6in Punict, den wir beliebig auf jeder der 
beiden Curven annehmen, der Mittelpnnct einer Rotations-Kegelfläche, vrelAt 
durch die jedesmalige andere Curve geht, und deren Axe die Tangente der erst- 
genannten Curve in dem beliebig angenommenen Puncte ist. 

Wir können diesen Satz in eine andere geometrische Aussage einkleiden, wenn wir berück- 
sichtigen, dass alle Seiten eines Rotations-Regels mit der Axe desselben gleiche Winkel bilden. 
Nehmen wir hiernach auf der Hyperbel irgend einen Punct M willkiihrlich an und ziehen, toi 
diesem Puncte aus, zwei gerade Linien (MN, MN') nach zwei beliebigen Puncten (N und NQ der 
Ellipse, so bilden diese beiden geraden Linien gleiche Winkel mit der Tangente der Hyperbel in 
Puncte M. Wenn wir den Punct AT willkiihrlich auf der Ellipse annehmen, und von demselbei 
aus nach zwei beliebigen Puncten der Hyperbel (N und N^) zwei gerade Linien (MN und SINQ 
ziehen, so bilden, je nachdem die beiden Puncte (N und NO demselben Hyperbel-Zweige oder beides 
angehören, diese beiden geraden Linien selbst, oder eine derselben und die Verlängerung der andern, 
mit der Tangente der Ellipse in M gleiche Winkel. (Der Unterschied wird dadurch bedingt, dass 
in der zweiten Voraussetzung die beiden geraden Linien M2f und MM^ nicht demsdben der betdcs 
in M zusaminenstossenden Kegel angehören). Nennen wir also jeden Punct jeder der beiden eben 
betrachteten Regelschnitte einen Focalpunct der andern, so erhalten wir den folgenden Satz. 

Wenn wir von irgend zwei Focalpuncten einer gegebenen Hyperbel nach 
einem beliebigen Puncte derselben zwei gerade Linien ziehe«, so bilden» diese 
mit der Tangente der Hyperbel in dem beliebigen PnU'Cte, oder, mit arndern 
Worten, mit der Hyperbel selbst, gleiche Winkel. 

Wenn wir von irgend zweiFocalpuncten einer gegebenen Ellipse naeb eine« 
beliebig auf derselben angenommenen Puncte zwei g^erade Linien »leken, se 
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bilden, je nackdem die beidenFoealpuncte auf demselben Zweige oder auf beiden 
Zweigen d'er Focal-Hyperbel liegen, diese beidenLinien selbst, oder eine der- 
selben und die Verlängerung der andern mit der Ellipse in dem beliebig ange- 
nommenen Puncte gleiche Winkel« 

Insbesondere können wir für die beiden Focalpuncte der Ellipse oder Hyperbel ihre beiden 
Brennpuncte nehmen und erhalten dann die allbekannten Spiegelnngs-Sätze. In dem Falle der 
Ellipse gibt es zwei Focalpuncte, die nach bestimmter Richtung unendlich weit liegen; diese Riehtung 
ist die Richtung d^ Axen derjenigen beiden Rotations-Cjlinder, welche sich durch die Ellipse legen 
lassen. Nehmen wir hiernach beispielsweise einen der beiden Focalpuncte beliebig und insbeso/idere 
unendlich weit liegend und üfar den andern einen Brennpunct, so ergibt sieh der :foIgen4e Satz. 

Wei^ wir einem Rotations-^Kee^el oder einem Rotalions-Cyünder irgend 
eine beliebige Basis geben, so wird der Umfang dieser Basi-s in jedem seiner 
Puncte von der durch denselben gehenden Kegel- ode-r .CjUnd.e-r-Jg'eite unter den- 
selben Winkeln gesehnitten, als Ton derjenigen ^gerad.en Xjnie, welehe den.Punct 
auf dem Umfange der Basis mit einem der beiden Br.e.nnipuncte derselben ver^ 
bindet.'*') 

192. Es ist nicht zn fibersehen, dass in der vorigen .Nummer die Ellipse und Hyperbel als 
Ourven zweiter Classe aus einer Fläche zweiter Classe dureh das Yersch\^inäen einer Axe der-- 
selben hervorg^angen sind und so aufgefeisst können wir auch von Kreispuncte-n der gelaunten 
Curven apreehen. Nehmen wir Bir die allgemeine Bestimmung^ dieser «Ecreispiwcte^ dass sie die- 
jenigen Punete sind, in welehen die Fläehe^von ihren Focal-Curven geschnitten wird, so ist ersichtlich, 
wie diese Punete, in den Fällen, dass die Fläche in eine Ellipse oder Hyperbel ausartet, rpaarw*eise 
in die beiden Brennpuncte dieser Ourven zusammenfaUen. Wir finden dlees au^h 
direct bestätigt, wenn wir in den Gleichungen (17) der 141. Nummer 



x=±a. ^ P«- y=0, z=±y. S i- 

durch welche die Coordinaten der vier reellen Kreispuncte der Fläche 

aH« + ^«u2+y2v2 = w* 
bestimmt sind, die Constaate 7 versehwinden lassen, wonach 



x=±»^a»— ^S y = o, z = 0. 



Es gibt einen etwa« allgemeinern Gesichtipunct für die Entwicklungen der letzten Nummern, d^r aber 
fugUcher Weise hier noch keine Stelle finden kann. Bin BlidfL aaf die Gleichungen der drei Focal-Curven 
zeigt^ dass diese unverändert dieselben bleiben^ wenn wir, an die Stelle der Gleichung (1) die folgende 
setzen: 

(A-*)f^+.(A'-»)u2+(A"-d)v^ z= w% 

und hierbei durch ^ eine durchaus beliebige Constante bezeichnen. Dann gehören, wenn wir, ^ =^ ent- 
sprechend, von einem EUipsoid ausgehen, und wie im Texte A ^ A' ^ A*' nehmen, , in die Reihe der 
Flächen, B = A'^, b z=z A', S zz A entsprechend, insbesondere als Uebergang von Ellipsoiden zu ein- 
schaUgen Hyperboloiden eine Ellipse, von einschaligen zu zweischaligen Hyperboloiden eine Hyperbel und 
endlich von zweischaligen Hyperboloiden zn imaginären Flächen eine imaginäre Cürve. Letztere, zu 
welcher zwei reelle Focal-Curven gehören, haben wir im Texte nicht näher betrachtet. 

Einstweilen verweisen wir hier noch auf Bypin; BivtlopptmenU äe Qivmitrie. Pmis 1813. 
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ISS. Wenn die gegeboie Fläche eine Rotations-FUehe ist, so ergeben sieli onnAlelbw die 
nachstehenden Modilicationen der bisherigen Resultate. 

In dem Falle des yerlängerten Sphäroids und des fweischaligoi Rotations-Hyperboloids, wo 

• A" = A'<A, • 

reduciren sich die beiden ersten Focal-CurTcn (8) auf das System der beiden Brennpnncte der Flade; 
die dritte Focal-Curve ist ein imaginärer Kreis. 

In dem Falle des abgeplatteten Sphäroids und des einschaligen Rotations-Hjperboloids, wo 

A = A' > A", 

reducirt sich die erste der drei Foeal-Cnrven auf den Focal-Kreis, den geometrischen Ort fSr die 
Brennpnncte der M eridian-Corven (136) ; die beiden andern reduciren sich auf die beiden InrnginSna 
Brennpuncte der Fläche. 

194 Die Focal-Ellipse ist, xrie wir gezeigt haben, für den Fall des Ellipsoids der geometrisck 
Ort für die Mittelponcte imaginärer Rotations-Kegel. Ffir den Fall des zweischaligen Hyperboloidi 
schneidet dieselbe die Fläche in den vier reellen Kreispuncten ; die Tangential-Ebenen in dies« 
Puncten bilden den Uebergang von reellen zu imaginären Kegeln; die reellen Kegel werden bans 
stumpfer, wenn ihr Mittelpunct den Kreispuncten näher rttckt: es muss nothwendig Kegel gdses, 
die die spitzesten sind. In dem Falle des einschaligen Hyperboloids, wo die Focal-EUipse die FläAt 
nicht schneidet, muss es Kegel geben^ die die spitzesten und Kegel, die die stumpfesten sind. 

Der Winkel, den Oberhaupt zwei gegenüberliegende Seiten eines solchen umschriebaien Rotations- 
Kegels mit einander bilden, ist offenbar auch derjenige, unter welchem, von dem entspreehenden 
Mittelpuncte auf dem Umfange der Focal-Ellipse aus, die Durchschnitts^-Curve der Fläche, die wk 
dieser Ellipse und der Rotations-Axe des Kegeb in derselben Ebene liegt, gesehen wird. In dieser 
Ebene, deren Gleichung 

z = 0, 

ist, in Punct-Coordbaten ausgedrückt, die Gleichung der Durchschnitts-Curve 

A'x»+Ay« = AA', (i) 

und die Gleichung der Focal-Ellipse: 

(A'— A'0x* + (A-A'0y* = (A-A'0(A'— A'O. (t) 

Wenn wir auf dieser Focal-EUipse irgend einen Punct (y, x) annehmeUf so ist, wenn wir den- 
jenigen Winkel, unter welchem, von diesem Puncte aus, die Durchschnitts-Curve (1} gesdien wiri, 
97 nennen, wie bekannt'*'): 

. ^ , A^x^ + Ay^-AA^ ,,^ 

l^g^'^- ^.a+y.lA-AO^ - ^'^ 

und wenn tsüßg^n ein masmum oder mmimum sein soU 

«(A'x»+Ay«— AAOCxdx+ydy) = (x*+7*— A— AO(A'xdx+Aydy). (4) 

Zwischen den Coordinaten x und y besteht die Gleichung (S), differentiiren wir ttberdiess noch diese 
Gleichung, so kommt: 

A"Cxdx+7dy) = A'xdx+Aydj, (5) 



*) Batwieklangen I; 318 und System 178, Note. 
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so dass die Siittelpancte der fragliclieii spitzesten und sfampfesteti Rotations-Kegel dttreh die drei 
Gieiehangeii C<)» (4) und (5) bestimmt sind. Zunächst werden diese Oleiebungen auf zwiefache 
Weise befriedigt, wenn 

X = 0, dy = 0, y« = A'— A", 

y = 0, dx = 0, X« =: A— A", 

das heisst, wenn der Mittelpunct in einem Scheitel der kleinem oder grossem Axe der Focal-EIlipse 
angenommen wird. Sabstituiren wir diese Coordinaten-Werthe in die Gleichung (3), so kommt 
bezüglich: 

AA" 

^*^^"'' — (FPÄ^- 

Dividiren wir femer die Gleichungen (4) und (5) gliedweise in einander, so kommt: 

«(A'xi+Ay«-AAO » A"(x^+y^A+AO, 
und da, in Gemässheit der Gleichung (S), 

S (A'x^+Ay«— AAO = A"(x«+y '- A — A'+ A'O, 
ergibt sich: 

x^+y« = A+A'— 2A": 

die Gleichung eines Kreises, welcher die Focal-Ellipse nicht schneidet. Es gibt also keine andern 
maxima und minima als die durch die Gleichungen (6) bestimmten. Und zwar gibt es für den 
Fall des zweischaligen Hyperboloids bloss ein reelles maximum, den Seheiteln der kleine Axe der 
Focal-Ellipse entsprechend, und für dasselbe 

AA" 2ar, 

tangi? = ±2t/- — _-_= -^-^. 
A+A" a — 7/^ 

Für den Fall des einschaligen Hyperboloids aber gibt es ein reelles masimum^ dem Scheitel der kleineni 
und ein reelles minimum dem Scheitel der grossen Axe der Focal-ElIipse entsprechend ; Tiir jenes ist 

AA" 2a7, 

^«''-^«^-A+A^'aT:^^ 
fSr dieses: 

A'A" 8^7, 

ÜVenn insbesondere a s= ^', so ist im ifi«jrimti8i) wenn ^ = y, im minimium der Winkel n ein 
rechter. 

Für den Fall der Focal-Hyperbel übertragen sich die vorstehenden Entwicklungen unmittelbar, 
indem wir A' und A^^ y und z mit einander vertauschen.' Hier gibt es für den Fall des zwei-^ 
Bchaligen Hyperboloids überhaupt keine reellen Rotations-Kegel, für den Fall des EUipsoids Kegel» 
die von den in den Kreispuncten der Fläche zusammenfallenden Ebenen bis zu den umschriebenen 
Rotations-Cylindern durch jedes Maass der Oeffnung hindurchgehen. Nur für den Fall des ein-^ 
schaligen Hyperboloids gibt es ein maxinum , den Scheiteln der reell<ai Axe entsprechmd, und für 
dieses ist 



tangi? ä= ±2y — 



A'+A" ^*-r/'' 
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Beiläufig bemerken vir, daas die umsckriebenen Kegel eines eindckaKgen Hyperboloids, deren 
Mittelpuncte in die Scbeitel der reellen Axe der Focal-Hyperbel und in die SdieUel der grosaei 
Axe der Focal-EUipse fallen, sich gleich weit ö£fnen. 

Wir können auch eine der drei Grössen A, A' und A'^ yerschwinden lassen und dem ent- 
sprechend nach demjenigen Kegel fragen, der durch eine gegebene Curve zweiter Classe sich legen 
lässt und die grösste oder kleinste Oeffnung hat. Rollen hierbei die Gleichungen (6) reelle Werthe 
für n geben, so muss A^^ (der kleinste der drei CoefGcienten) negativ, A positiv sein, während A' 
verschwindet. Die Fläche muss also in die Hyperbel 

fibergehen, wonach für das fragliche maxmum, welches dem Scheitel der kleinem Axe der zuge- 
hörigen Focal-Ellipse 

entspricht, 

tangi? — 



sich ergibt. In dem Falle der gleichseitigen Hyperbel ist dieses maximum ein rechter Winkel. 

195. Die identisohe Gleichung I der 188. Nummer, die wir bereits auf die Form II gebracht 
and unter dieser Form discutirt haben, können wir auch auf folgende Weise schreiben : 

XCAt«+A'a^+A"v»— w«)— KM+7/n+«/V+w)-i 
= (x't+y'u+z'v+w) (x"t+y"u+z"v+w)— fir« (t^+u^+v«) , 

ntnd erhallea alsdann zwei neue Gleichungen von verschiedener Form: 

Ä,(At'+A'u«+A"v«— w«) — KM+ 7/n+Ä/V+v) «= 0, («) 

Cx't+y'u+z'v+w) (x"t+y"u+z"v+w) — ftr«(t«+u*+v«) = 0, (3) 

welche ein und dieselbe Fläche zweiter Classe darstellen. Diese Fläche berührt, in Gemässheit der 
Gleichungs-Form (1), die gegebene Fläche 

At^+A'u^+A"v« = w* (1) 

in einer ebenen Curve und die Ebene dieser Curve hat den Fund CX/, y/, Z/) zu ihrem Pole» Die 
zweite Gleichungs-Form zeigt, dass diese Fläche eine Rotations*Fläche ist, welche die beiden Pnncte 
(x^ y', zO und (x^^, y^^, z^O ^n ihren Brennpuncten hat, und dass fir*^ das Quadrat des Radios 
ihres Aequators ist (18S). Die Ebene der Berührungs-Curve steht auf einem der drei Hauptschnitte 
der Fläche senkrecht, weil ihr Pol (x^, y,, z,) in der Ebene einer dieser Hauptsclmitte liegt. W^ir 
brauchen also nur, wenn dieser Punct (x^, y^, z,) gegeben ist und wir die Beriihrungs-Ebaie be- 
stimmen wollen, die Durchschnitts-Corve der Fläche in dem bezüglichen Hauptschnitte zu kamen 
nnd in Beziehung auf diese Durchschnitts-Curve die Polare des gegebenen Punctes zu constmirea» 
Die zu bestimmende Berührungs-Ebene steht alsdann auf dem Hauptschnitte senkrecht und schneidet 
an in dieser Polaren. Die beiden Brennpuncte (x^, y^, zO und (jLf'^ j^\ z'O sind irgend zwei 
Puncte, die wir auf einer Focal-Curve willktthrlich annehmen können« Wenn sie gegeben sind, so 
•rgibt sich der Punct C^^ y^ z^) unmittelbar als der Pol derjenigen geraden Linie, irelche die 
beiden gegebenen verbindet, in Beziehung auf diejenige Focal-Curve,~ auf welcher diese Puncte liegten. 
Umgekehrt ergeben sich die beiden Brennpuncte als diejenigen Puncte, in welchen die Focal-Corve 
von der Polaren des Punctes (x„ 7,, z,) geschnitten wird (189)* 
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Die beiden Mittelpnnete irgend aveier einer g'egebeueH Fläebe «weiter Cflasse 
nmscliriebeneii Rotatiens-Kegel sind die Brennpunete einer der Fliehe um* 
schriebenen Rotalions-Fläehe zweiter Classe. 

Die Suoime oder die Differenz der Abstände jede» Panctee einer Rola^ns-Fläehe von ihrem 
beiden BreBopmeten ist bekantlieh cpnetant (tSS). Conetont ist dh^ auch die Sumne oder die 
Difforens dtr Abstände jedes Ponctes der BerUhnings-Carve ron den beiden Foealpmieten (x^y^, «^ 
und (x^^ y^^9 z^O- Eboiso können wir auch dfe bekannte Eigenschaft der Rotodons^Fläehen, das» 
das Verhäitsiss dier Abstände jedes ihrer Pancte von einem Brennpnnete nnd der Polar-Ebene des«^ 
selben conslant ist, auf die Berfihmngs-Curve übertragen. 

196w Zuvörderst ist bei der Disevssion des Satzes der vorigen Nummer hervorzuheben, dass 
der Contact zwischen der gegebenen Fläche nnd der Rotations-Fläche, je- nachdem die Berfihmngs« 
Ebene diese Flächen schneidet oder nicht, ein reeller oder ein imaginärer ist Letzteres UndeC 
dam Statt, wenn der Pnnet (z^, y^, z,> innerhalb der gegebenen Fläche liegt nnd sich also auch 
Iceine reellen Tangenten von diesem Pancte aus an die Durdisehnitls-Cnrve in dem bezüglichen 
Hauptschnilte legen lassen, sei es, dass derselbe auch innerhalb dieser Curve liegt oder dass diese 
Curve (was unter den reellen Flächen nur bei dem zweischaligea Hyperboloid Statt finden kann) selbst 
imagmär ist. Der Uebergang zwischen einem reellen und emem imaginären Contaet bildet de/ Fall, 
wo die Berührungs-Curve, in dem Falle der drei elliptisdlen Fläehen, in einen Pnnct oder, in dem 
Falle der beiden hyperbolischen Flächen, in ein System von zwei f^eraden Linien ausartet: dann 
hat die gegebene Fläche mit der Rotations-Fläche eine Osculation höchster Ordnung auf der 
gemeinschaftlichen Tangential-Ebene. Diesem Falle entspricht ako, dass der Punct (x^, y„ z,) in 
der Durchschnitts-Curve der Fläche mit einem der drei Hauptschnttte liegt, wo dann die beiden 
Brennpnnete der fi*aglichen Rotations-Fläche sich wie ft^üher ergeben, indem wir von diesem Puncto 
ans an die entsprechende Focal-Curve Tangentf a legen und auf diesen die B^rührungspuncte nehmen. 

197. Im Allgemeinen ist jede gerade Lbie, die wir beliebig in einem der drei Hauptschnitte 
annehmen, die Axe einer Rotations-Fläche, welche der gegebenen Fläche so umschrieben ist, dass 
sie diese in einer Curve berührt, deren Ebene auf dem Hauptschnitte senkrecht steht. Wenn diese 
gerade Linie die Focal-Curve schneidet, so sind die Durchschnittspuncte die beiden reellen Brenn- 
puncte und die Rotations-Fläche ist alsdann entweder ein verlängertes Sphäroid oder ein zweischaliges 
Hyperboloid. Begegnet die gerade Linie der Focal-Curve nicht, so ist die Rotations-Fläche ein ab- 
geplattetes Sphäroid oder ein einschaliges Hyperboloid. Den Uebergang bildet der Fall, dass die 
gegebene gerade Linie die Focal-Curve berührt, dann wissen wir, dass diese gerade Linie die Axe 
eines umschriebenen Rotations-Kegels ist (189), der je nachdem der Berührungspunct auf der Focal- 
Curve (der Mittelpunct dieses Kegels) ausserhalb oder innerhalb der Durchschnitts-Curve in dem 
Hanptscimitte Hegt, reell oder imaginär ist Bei diesem Uebergange fallen die beiden Brennpnnete 
in dem Mittelpnncte des Kegels zusammen, indem die Fläche, vorher bei reellen Brennpuncten dn 
zweischaliges Hyperboloid, durch die reelle Kegeifläche hindurchgehend, in ein einschaliges Hyper- 
boloid mit imaginären Brennpuncten, oder, vorher ein verlängertes Sphäroid, durch die imaginäre 
Kegelfläche oder, was hiermit gleichbedeutend ist, durch den ellipsodischen Punct hindurchgehend, in 
ein abgeplattetes Sphäroid sich umgestaltet. Wenn die gegebene gerade Linie insbesondere einer 
Asymptote der Focal-Hyperbel parallel ist, so liegt ein Brennpunct unendlich weit, und wir «halten 
offenbar ein Rotations-Paraboioid : ein Uebergangs-Fall, der in der analytischen Darstellung, weil 
dann in einer der beiden Constanten-Gruppen (x', y', z') nnd Cx", y", z'O unendlich grosse Werthe 
vorkommen, eine Form-Aenderung verlangt. 
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Wir kSmieii auch jeden Ponct der EbAie der drei Hauptsehnilte der Fläche zweiter Classe zum 
Mittelpiincte einer dieser Fläche nmschriebenen Rotations-Fläche nehmen« Die Rotations-Axe lasat 
sich alsdann nnmittelbar und auf einzige Weise bestimmen, denn da der Mittelponct in der Mitte 
Ewisehen den beiden Brennpuncten (x^ j^, zO und (x^^ f'^ z'O auf der Rotations-Axe lie^ so 
fällt diese offenbar mit der, immer reellen Chorde der Focal-Cnrve zusammen, die dorch den gegebenen 
Punct geht und demjenigen Durchmesser der Focal-Curve parallel ist» auf dessen zugeordn^em 
Durchmesser der gegebene Punct liegt. Wenn hierifkch dieser Punct in der Ebene der Focal-Eliipse 
angenommen wird, so sind die beiden Brennpnncte der Rotations-Fläche reell oder imaginär, je 
nachdem er innerhalb oder ausserhalb dieser Ellipse liegt; wenn er in der Ebene der Focal-Hjperbel 
erstens innerhalb derselben, zweitens ausserhalb der Asymptoten-Winkel, in denen diese Hjperbel 
liegt und drittens zwischen der Hyperbel und dem Asjmptoten-Winkel angenommen wird, so sind 
in den beiden ersten Fällen die beiden Brennpnncte reell und liegen ebmal auf demselben Hyperbel- 
Zweige, das andere Mal auf beiden H/perbel-Zweigen, während sie im dritten Falle imaginär sind. 

Um die Art der Rotations-Fläche zu bestimmen, ist es hinreichend, neben der Bestimmuig 
über die Realität der Brennpuncte, auch noch zu wissen, ob der Radius der Aequatorial-Corre reell 
oder imaginär, mithin fir!^ positiv oder negativ ist. 

les. Zunächst wollen wir wiederum, analog wie in .der 189. Nummer, die identische Gleichung 
III in die folgenden drei Doppel-Qleichungen auflösen: 

X(At«4-A'u«-|-A"v^— w«) — fi(x,t-|-y,u+w)^ = 0, > • (4) 

(x'tH-y'u-i-w)(x"t+y"u-f-w) - fir*(t'^ + u*+v«)=0;| (5) 

XCAt^4-A'u«H-A'V— w») — ^(x,t + z,v + w)« = 0,^ (6) 

(x't+«'v-l-w)Cx"t-Hz"v+w)— prHt'^+u'^+v«) = 0;i (7) 

X(At^+A'u«+A«v«— w«) — ^(y,u-|-z,v+w)» = 0,| (8) 

(y'u-|-z'v+w)Cy''u4-z"v+w)— fir« (t«+u«+v*)=0.i (9) 

Nehmen wir hiemach insbesondere die beiden Gleichungen (4) und C^)» deren erste Theile einander 
identisch sind, so ergeben sich, wie früher, die beiden Bedingungs-Gleichungen: 

X-ffi = — 1, ÄA" = — ^r», 

und hieraus folgt: 

Wir sehen zuvörderst, dass fi und X sich allein durch r^ bestimmoi. Um hiemach r^ durch- die 
Annahme des Punctes (x„ y„ 0), der hier in der Ebene XY liegt, zu erhalten, brauchen wir bloss 
auszudrttcken, dass die Gleichung (4) eine Rotations-Fiäche darstelle. Indem wir die Bezdchaong 
der 10. Nnmmer auf diese Gleichung anwenden, finden wir: 

Y., = XA", Y, » X(A'+fiy,«), Y = X(A+fixO, 
W,2 = ^x,y„ W34 = 0, ^^so = Oy 

und hiemach, wenn wir in die Gleichung (15) der 185. Nummer: 

CY^~YO (Y,-Y) - (^32)^ = 0, 
diese Werthe snbstituiren, die erste der nachstehenden drei Gleichungen: 
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(A'-A'0»,'H-(A-A'Oy/' = ^-^ (A-A'OCA'-A'O, 
(A"-A0x,«+(A-A02," = ^^^ (A-AO(A"-AO, (10) 

CA''-A)y,»+(A'-A)z/ = ■^^ (A'-A) (A"-A), 

Ton denen die beiden letztern unmittelbar durch die Form der ersten gegeben sind. Durch diese 
Gleichungen bestimmt sich, wenn der Ponct C^;, y^j z/) in der Ebene einer der drei Hauptschnitte 
der Fläche beliebig angenommen wird, zunächst der Werth von r^ und dann der Radius der Aequa- 
torial-Curre. Wenn wir, umgekehrt, r^ als gegeben und x^, y^ und z, als yeränderlich betrachten, 
so stellen diese drei Gleichungen, .mit denen bezüglich die folgenden drei 

z, = 0, y, = 0, X, = 0, 

gleichzeitig bestehen, in dieser Zusammenstellung drei Kegebchnitte dar, die in den drei Hauptschnitten 
liegen, und, um uns kurz auszudrucken, mit den drei Focal-Curven dieselben Asymptoten haben. 
Diese drei Cunren sind also der geometrische Ort Tür die Mittelpuncte solcher Kugeln von gegebenem 
Radius, um welche sich, gleichzeitig mit der Fläche, (Rotations-) Kegel umschreiben lassen; sie 
fallen insbesondere, wenn der gegebene Radius yerschwindet, mit den drei Focal-Curven zusammen. 
Wenn iiberhaupt der Mittelpunct einer solchen Kugel gegeben ist, so können wir leicht die Kugel 
selbst und die beiden Rotations-Kegel, die sich dieser Kugel und zugleich der Fläche umschreiben 
lassen, constmiren. Wenn wir nemlich, von dem Mittelpuncte der Kugel (x^, y^, z^) aus, Tangenten 
an die Focal-Curve legen, so sind die Berfihrungspuncte auf diesen Tangenten die Mittelpuncte Cl\ 
yy zO 9 (x^^ f% 2^0 ^^^ beiden fraglichen Kegel. Durch jeden dieser Mittelpuncte gehen zwei 
Kegelseiten, die in dem bezfigliehen Hanptschiiitte liegen und also zugleich die Durchschnitts-Curve 
der Fläche in diesem Hauptschnitte und einen grössten Kreis der Kugel berflhren« Da jene Durch- 
schnitts-Curve gegeben ist, so bestimmt sieh also unmittelbar dieser grösste Kugelkreis und somit 
die Kugel selbst 

Zugleich begegnen wir hier dem folgenden Satze: 

Zwei Kegel, welche einer Fläche zweiter Classe umschrieben sind, und deren 
Mittelpuncte beliebig auf einer Focal-Curve angenommen werden, sind gleich- 
zeitig noch einer und derselben vollkommen bestimmten Kugel umschrieben. 

Betrachten wir bloss die Puncto in der Ebene der Focal-Curve, so ist hiemach klar, dass wenn 
wir Ton irgend zwei Pnncten dieser Curve an die Durchschnitts-Curve der Fläche in demselben 
Hauptschnitte zwei Tangenten-Paare legen, in das von diesen Tangenten gebildete Viereck sich ein 
Kreis beschreiben lässt. Abgesehen von der Fläche ist die Beziehung der beiden Curven zu ein- 
ander eine gegenseitige, und dadurch bestimmt, dass beide Curven in derselben Ebene liegen und 
dieselben Brennpuncte haben. 

199. Wir haben schon bemerkt, dass die Axe der umschriebenen Rotations-Fläche, in Beziehung 
auf die Focale, in deren Ebene sie liegt, die Polare des Punctes (x^, y^y Z/) ist. Beschreibt dieser 
Punct also nach einander die drei Kegelschnitte CIO}, so umhüllen die zugehörigen Axen der 
Rotations-Flächen in den drei Hauptschnitt-Ebenen drei neue Kegelschnitte, welche mit jenen in 
Beziehung auf die bezüglichen drei Focal-Corven, reciproke Polar-Curven sind, und also, wie jene, 
mit den Focal-Curven dieselben Asymptoten haben. Aus den Gleichungen (iO) erhalten wir, in 
Folge dieser Bemerkungen, für die Gleichungen der neuen Curven, die folgenden 
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z « 0, (A'-A'0x'+(A-A'0y' = r;^ (A-A'O (A'-A") , 

y = 0, (A'' - AO X» + CA- AO z» = — ^ CA-AO CA«-AO, (H) 

X = 0, (A"-A)5'+ CA'-A)a» = -j-^ CA'-A)(A«-A), 

dass diese drei Carren, welche, nach dem Vorstehenden, Ton der Axe der Rotations-FIäche 
umhüllt werden, gleichzeitig beschrieben werden von dem Mittelpuncte dieser Fläche. Es 
geben, um diess direct zu zeigen, indem wir die Puncte (x„ y„ z,), (x', y, zQ «nd (x'', >", z") 
in der Coordinaten-Ebene XY annehmen, wonach die Coordinaten-Werthe z^ z' and z" yerscbwinden, 
die beiden identischen ersten Theile der Gleichungen (4) und (5): 

-«^x, = x' + x", 

— «f*J/ = j'+y". 
Es ist aber, indem wir die Coordinaten des Mittelpunctes der Rotations-Fläche x^ y^ z nennen, weil 
dieser Punct in der Mitte zwischen den beiden Brennpuncten liegt: 

2x = x'+x", 2y = y'+v", z = 0, 

mithin 

1 A"-r'^ 

— • X =s — 

_ 1 _^jziL 

und wenn wir diese Werthe in die erste der Ctleichni^^ (10) einsetzen, ergibt sich, was nachzu- 
weisen war, die erste der Gleichungen (11)* 

Wenn wir den Radius der Aequatorial-Curre p nennen, so haben wtr, was oben schoii bemerkt 
worden ist: 

p» = vx\ 
und hiemach 

_ — ^*' — ^!rz?l 

^ "• A"— r^ ~ A" • 

Wir sehen hieraus, dass die Gleichungen (10) und (11) gegenseitig in einander übergehen, wen 
wir die Werthe von r^ und p^ mit einander vertauschen; und dass wir fiberdiess in diesen beides 
Gleichangs-Gruppen die Coefficienten 

4^JZl! A^jrJ A-r" A^^ A^ A 

A" ' A' ' A ' A"— r^' A'-r^' A — r^ 
bezüglich mit 

A" A^ A A"— p_^ A^ — p" A-p^ 

Ä^73^2' A'— p2' A-p^' ~A^~' A' ' A ' 

vertauschen können. Die eben genannten Gleichungen (10) und (11) gehen hiernach in einander 
über, wenn wir p^ fdr r^ schreiben. 

Wir haben also in dem Vorstehenden bewiesen, dass der Ort für die Mittelpuncte solcher 
Rotations-Flächen, die einer gegebenen Fläche zweiter Classe umschrieben sind und deren Acquator 
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etfien gegebenen Radios hat, Kegelschnitte sind, die in d^ Ebenen der drei Hauptschnitte der Fläche 
lieg<»i und mit den drei Focal-Curven dieselben Asymptoten haben. Die Axen dieser Rotations- 
Flächen umhüllen dieselben drei Kegelschnitte, Wenn fiberhaupt der Mittelpunct einer umschriebenen 
Rotations-Fläche gegeben ist, so ergeben sich sogleich ihre beiden Brennponcte (197) und wenn 
wir von diesen beiden Brennpuncten aus an die Durchschnitts-Curve der gegebenen Fläche in dem- 
selben Hauptschnitte Tangenten legen, und in das Yon diesen Tangenten gebildete Viereck, was 
immer möglich ist (198), einen Kreis «beschreiben, so ist dieser Kreis, in Gemässheit der letzten 
Entwicklungen, gleich dem Aequator der umschriebenen Rotations-Fläche, deren Mittelpunct gegeben 
ist. Diese Fläche selbst ist hiemach ToUkommen bestimmt und ebenso» ist es die Ebene, in welcher 
die Berührungs-Curve liegt« 

Wenn der Radius des Aequators verschwindet, so stellen die Gleichungen (11) wiederum die 
drei Focal-Curven selbst dar und wir gelangen wieder zu den Resultaten der 190. Nummer zurück. 

200. Wir können die bisher gewonnenen Resultate unmittelbar auch auf denjenigen Fall fiber- 
tragen, dass die gegebene Fläche zweiter Classe in eine Curve dieser Classe ausartet. 

Nehmen wir eine in der Ebene XY liegende Ellipse, und für die Gleichung derselben in Plan- 
Coordinaten die folgende: 

a^t«+^«u« = w% (12) 

so erhalten wir als Focal-EUipse die gegebene Ellipse selbst und für die Focal-Hyperbel und die 
imaginäre Focal-Curve die nachstehenden Gleichungen : 

(«2 _ ^2) ti _ ^2 yi _ w^ (13) 

— (a« — ^«) u« — a* V« = w-^ (M) 

Wenn wir in den drei Gleichungen (IS), (13) und (14) 

bezfigUch nb: 

TeitanscbeM, so tritt jede der Mden Gleiehuagen (IS) und (13) an die Stelle der andern, während 
die Gleichung (14) unverändert bleibt. Ebmso tritt, wenn wir 

bezuglich mit 

-aS ^«-a% vS 

vertausdien, jede der beiden Gleichungen (12) und (14) an die Stelle der andern, während die 
Gleichung (13) unverändert bleibt Hiemach gewinnen wir die folgende allgemeinere, für die 
nächsten Entwicklungen nothwendige Auffassongsweise. 

Es ordnen sich immer drei Curven zweiter Classe, von denen die erste eine Ellipse, die 
zweite eine Hyperbel und die dritte eine imaginäre Curve ist, in der Art zusammen, dass 
sie ein System von drei zusammengehörigen Focal-Carven bilden. Wenn eine solcher drei Curven 
gegeben ist, so sind die beiden übrigen vollkommen bestimmt. Sie haben alle denselben Mittelpunct 
und liegen in drei auf einander senkrechten Ebenen. Die Durchschnitts-Linien dieser drei Ebenen 
Bind die beiden Axen der drei Qurven, so dass je zwei dieser Cun^en eine gemeinschaftliche Axe 
haben. Auf dieser gemebschaftlichen Axe sind die Scheitel jeder 'der beiden Carven die Brennpuncte 
der jedesmaligen andern. Die grosse Axe der ElÜpse fällt in die reelle Axe dw Hyperbel, die kleine 
Axe der Ellipse in diejenige Axe der imaginären Curve, auf welcher die reellen Brennpuncte der- 
selben liegen, die Xebenaxe der Hjperbel in die andere Axe der imaginären Curve. Wir nennen 
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Focalpanet einer gegebenen Curre zweiter Classe jeden Punct, der anf einer der beiden zageli9rigni 
Focal-Carren liegt. Die reellen Foealpuncte einer Ellipse liegen biemach auf einer Hjperbel, die 
reellen Foealpuncte dieser Hyperbel, nmgekebrt, aof jener Ellipse Ci€l9i). 

301. Unmittelbar ergeben sich durch Particularisirang der frfiher gewonnenen Resultate die 
folgenden Sätze: 

Irgend zwei Focalpnncte einer gegebenen Ellipse oder Hyperbel sind die 
beiden Brennpuncte einer durch die gegebene Cnrve gehenden Rotations-Fläehe 
zweiter Classe und, umgekehrt, die beiden Brennpuncte einer gegebenen Rota- 
tions-Fläche zweiter Classe sind zwei Foealpuncte jeder Curve, in welcher diese 
Fläche von einer Ebene geschnitten wird. C195). 

Jeder Rotations-Kegel, dessen Mittelpunct in einem Brennpuncte eines Ter- 
längerten Sphäroids oder eines zweischaligen Rotations-Hyperboloids liegt, 
schneidet die Fläche in einer ebenen Cnrve, und, umgekehrt, jeder Kegel, der 
die Fläche in einer ebenen Curve schneidet und dessen Mittelpunct in einen 
Brennpuncte derselben liegt, ist ein Rotations-Kegel. 

Wenn man durch einen BrennpuncI eines gegebenen Sphäroids oder zwei- 
schaligen Rotations-Hyperboloids eine beliebige Schnitt-Ebene legt, so ist der- 
selbe auch ein Brennpunct der Durcbschnitts-Cnrve in dieser Ebene. 

Wenn man Ton irgend zwei Focalpuncten einer gegebenen Ellipse oder 
Hyperbel zwei geradeLinien nach einemPuncte derselben zieht, so bleibt, wie 
auch dieser Punct auf der Curve fortrficken mag, entweder die Summe oder die 
Differenz dieser beiden geraden Linien eonstant 09S)* 

Wir haben die Summe oder die Differenz zu nehmen, je nachdem die beiden Focalpunete die 
Brennpuncte eines durch die gegebene Cnrve gelegten EUipsoids oder zweischaligen Hyperboloids 
sind. Wenn hiemach die gegebene Curve eine Hyperbel ist, so haben wir immer die Differenz za 
nehmen, während wir, wenn eine Ellipse gegeben ist, entweder die Differenz oder die Summe nehmei 
müssen, je nachdem die beiden Focalpunete demselben Zweige der Focal-Hyperbel oder beides 
Zweigen derselben angehören. Der Uebergang wird dadurch bezeichnet, dass der Focalpunct, durdi 
das Unendliche hindurch, von einem Hyperbelzweige auf den andern hiniibertritt. 

Wenn wir insbesondere fQr die beiden Focalpunete die beiden Brennpuncte der gegebenen Cnrve 
nehmen, so geht der letzte Satz in einen allbekannten der Planimetrie über, an den eine Besehreibung 
der Curve durch die continuirliche Bewegung eines Punctes sich knüpft. Bei dieser Bescbreibun; 
der Curve können wir also an die Stelle der beiden Brennpuncte irgend zwei Focalpunete setzen, 
die nicht mehr in der Ebene der zu beschreibenden Cnrve liegen: eine Bemerkung, die zuerst Herr 
Dupin gemacht hat."") 

An den letzten Satz schliesst sich unter andern Sätzen auch der folgende an : 

Wenn wir einem Rotations-Kegel irgend eine elliptische oder hyperbolische 
Basis geben, so ist die Summe je zweier Kegelseiten, die in einer der grOsseriu 
bezüglich reellen, Axe der fiasis parallelen Ebene liegen, constan^t. 

Nehmen wir nemlich auf einer Ellipse und Hyperbel, von welchen eine die Focal-Cnrve der 



*) Developpementfl p. 880. 
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andern ut, irgend sveiPmete F und F^ Q und GK an, welche anf irgend 2wei geraden Linien FF' 
nnd GGK liegen, dn der gemeinsdialttiehen Axe beider Curven pardlel srnd, so ist ranSehst offenbar 
G^ = GF^ Nach dem vorletzten Satze ist, wie anch F anf der Ellipse fortrttcken mag (QF+G9) 
constant, folglich anch unter der obigen Voraussetzung, dass FF' der grossem Axe der Ellipse 
parallel ist, (GF+GFO- Ebenso ist, für alle Lagen des Pnnctes von G auf der Hjperbel, (FG-h 
F'G) constant, folglich anch, wenn 6G' der reellen Axe der Hyperbel parallel ist, (FG+FG'). 

SOS, Wenn wir, statt der Fläche zweiter Classe, ;^wiederum die in der Ebene XY liegende 
Ellipse 

a2t«+^«u« = w^ («) 

nehmen, so verliert von den drei Gleichungen (10) die erste ihre Bedeutung, die beiden letztem 
gehen in die folgenden ttber : 

«V' + C<x*^+?0^/' = -(a*-r^)(a^~n. (16) 

Von diesen beiden Gleichungen stellt die erste in der Ebene XZ eine Hjperbel, die zweite in der 
Ebene YZ eine reelle oder imaginäre Ellipse dar: geometrische Oerter für die Mittelpuncte solche 
Kugeln von gegebenem Radius r, um welche sich ein durch die gegebene Ellipse gehender (Rola- 
tionsO Kegel beschreiben lässt. Der Mittelpunct dieses Kegels ist im Falle der zweiten Gleichung, 
weil er auf der imaginären Focal-Curve liegt, nothwendig imaginär. 

Wenn wir in den Gleichungen (15) und (16) einfach r'^ mit p^ vertauschen, erhalten wir C^^)» 
den beiden letzten Gleichungen (11) entsprechend, die folgenden beiden: 

?^x*-(a^-^«)z^ = (^^-pO(«^-?^), C17) 

aV + Ca*-^')2* = _(a^-pi)(a«_^9, (18) 

um in den Ebenen XZ und YZ die Oerter für die Mittelpuncte der durch die gegebene Ellipse gehen- 
den Rotations 'Flächen, deren Aeqnatorial- Radius gegeben und gleich p ist, zu bestimmen. 

Nehmen wir endlich, statt der Ellipse (12), die durch folgende Gleichung dargestellte Hjperbel 

a2t2 — ^,«U2=W^ (19) 

SO treten an die Stelle der Gleichungen (15), (16), (17) und (18) die folgenden: 

^,^x,^ + («^+^,^)z,2 = (^,* + r2)(a^+?,2y (150 

a^»^+(«'-ftOV = -(a^-r^)(a^+^/05 (W) 

^,^x'^ + Ca^ + ?,^)z^ = (?/* + P^)(a' + ?,^), (170 

aV + («' + ^/?)z*' = -(a*-p^)(a* + ^/^). (18^) 

Die Gleichungen (150 ""^ iV^O stellen hier Ellipsen dar, die für reelle Werthe von r^ und p* 
immer reell sind, die Gleichungen (160 ^^^ (^^0 i'eell® oder imaginäre Ellipsen. 

S03. U^ter denjenigen Kugeln, welche solchen Rotations -Kegeln, die eine g'egebene Ellipse 
oder Hyperbel zur gemeinschaftlichen Basis haben, eingeschrieben sind, wollen wir diejenigen beson- 
ders hervorheben, welche zugleich die Ebene der Basis berühren. Für diese Kugeln ist z^'^ = r^, 
wonach die Gleichungen (15) und (150, indem wir der Kürze wegen e^ für (a^ — ß'^) und 0«'+ 
P,') schreiben, in die folgende übergehen: 

Zugleich ist j/ = o. Der geometrische Ort für die Mittelpuncte der fraglichen Kugeln besteht alse 
aus zwei geraden LinieUi die auf der Ebene der Curve in ihren beiden Brennpuncten senkrecht stehen 

34 



911 Fläehen xweUdr Odiaoog awl xw«i«ttr CTtwe. 

Um tUf Ka|[«l]i, welekt dia S4>oiie «ises gegebeBen KegelsclmiU« ia eiats 
4er beiden Brennpancte desselben berMbren» lassen sieb Kegel besebreiben, 
welebe xagleUb dnrcb den gegebenen Kegelsebnitt geben. 

Ein Kegel, der einer gegebenen Kngel vmsebrieben Isl^ wird tob einer be- 
liebigen Ebene, welebe die Kngel berlibrl, so geschnitten, dass der Berttbrnngs* 
panot anf der Kugel ein Brennpnnct der Dnrcbschnitts-CnrYe ist. 

Wenn der K^el iweien Kugeln xugleicb umsdirieben ist, und die Scbnitt-Ebene beide Kugeln 
zugleich berührt, so sind die beiden Berfihrungspuncte die beiden Brennpuncte der Durch- 
sabntts-Cunre. 

Wennjswei Kugeln mit ihren beiden umschriebenen Kegeln gegeben sind, 
so schneidet jede Berührnngs-Ebene eines der beiden Kegel d«n j edesmaligea 
andern Kegel so, dass diejenigen beiden Puncte, in welchen die beiden Kugeli 
Ton dieser Ebene berührt werden, die beiden Brennpuncte der Durchschnitts- 
Curve sind. 

Es ergibt sidk sogleich, dass die Polaren der beiden Brennpuncte (die Directricen) aller sol- 
cher Durchschnitts-Cnrven jedes der beiden Kegel in denjenigen beiden Ebenen liegen, in wefchen 
derselbe tou den beiden Kugeln berührt wird, und offenbar liegen die Mittelpuncte aUer Ditreh- 
sAnitts-Cunren beider Kegel In der Durchschnitts-Ebene der beiden Kugeln. 

Zu den vorstehenden Resultaten ist Heir Quetelet zuerst gelangt und Herr Dandelm hat die- 
selben dadurch yerallgemeinert, dass er an die Stelle des Rotations -Kegels ein einschaliges Rota- 
tions-Hyperboloid gesetzt hat. Wir können erst im letzten Paragraphen dieses Bandes diesen Re- 
sultaten ihre richtige Stelle und dadurch ihre eigentliche Bedeutung anweisen. 

Fig. 8. t04. Der Satz der 198. Nummer besteht fort, wenn an die Stelle der Fläche zweiter Classe 
me Gurve dieser Classe tritt, so dass zwei Rotations-Kegel, die durch einen gegebenen Kegelschnitt 
sich legen lassen, gleichzeitig derselben Kugel umschrieben sind. Der Mittelpunct dieser Kugel 
liegt in der Ebene der Focal- Curve, einem Hauptschnitte der Curve. Die Durchschnitts - Corve 
Bweiter Classe in diesem Hauptschnitte reducirt sich in dem Falle, den wir jetzt betrachten, anf die 
beiden Brennpuncte der Focal-Curve, wdche die Scheitel einer Axe der an die Stelle der Flache 
getretenen Curve zweiter Classe sind. Somit erhalten wir den folgenden Satz der Planimetrie, der 
die Construction der durch eine gegebene Curve zweiter Classe gehenden Rotations - Flächen 
Termittelt. 

Wenn man von irgend zwei Puncten eines Kegelschnittes nach jedem seiner 
Brennpuncte zwei geradeLinien zieht, so bilden dieseLinien ein solchesViereck, 
dem sich ein Kreis umsehreiben lisst. Der Mittelpunct dieses Kreises ist der 
Durchschnitt der Tangenten des Kegelschnittes in jenen beiden Puncten. 

Ist der Kegelschnitt eine Hjperbel und lassen wir einen der beiden Puncte unendlich weit anf 

derselben fortrücken, so gehen zwei der Yierecks-Seiten durch die beiden Brennpuncte und sind 

ttner Asymptote paralieL Der JMittelpunct des eingeschriebenen Kreises liegt also auf dieser Asymptote 

vnd sein Radius ist, wie wir auch den zweiten Punct annehmen mögep, constant und dem kürzesten 

'* Abstände der Brennpuncte von den Asjmptoten und also auch der halben Neben-Axe gleich* 

Wenn wir durcheinen beliebigen Punct einer gegebenen Hyperbel zwei gerade 
Linien nach den beiden Brennpuncten und in demselben Puncte die Tangente 
ziehen, so ist der Abstand desjenigen Punctes, in welchem diese Tangente eine 
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Asymf tele sckneidet, T^n den beiden effltgeiiaiiiiteit geraden Linien gleiA der 
Neben-Axe der HjperbeL 

Nehmen wir ferner für einen der beiden Puncte des gegebenen Kegelschnittes einen Beheliiel 
derjenigen Axe, auf weichet seine beiden reellen Brennpancte liegen, so fallen in dfeie Axe zwei 
Yiereoks-Seiten eusammen. Das Viereck geht hiemach in ein Dreieck über nnd der eingtscftrieben^ 
Kreis berührt die in die Axe fallende Dreiecke-Seite in jenem Scheitel. Es gibt aber bekanntlich 
Tier Kreise, die einem Dreiecke efaigesohrieben sind, das heisst die drei Seiten desselben berfthren. 
Von zweien dieser Tier Kreise wird eine beliebige dieser Seiten, die wir als Basis bezeichnen wollen, 
selbst, Ton den beiden andern wird sie in ihren Verlängerungen berührt. Ist der gegebene Kegel- 
schnitt eine Hyperbel, so wird die Basis des fraglichen Dreiecks, für welche wir die in die Axe 
derselben fallende Seite nehmen, von den beiden ersten jener vier Kreise in den beiden Scheiteln 
dieser Axe ber&hrt; ist der Kegelschnitt eine Ellipse, so bestimmen die Berührungsponcte der Basis 
mit den beiden letzten Kreisen die Scheitel der in diese Basis fallenden grossen Axe. Für irgend 
ein gegebenes Dreieck gelt» jene Bestimmungen gldchzeit%, weil es immer eine Hyperbel und 
eine Ellipse gibt, die beide dieselbe Brennpnncte haben and in einem gegebenen Poncte sid 
sehnMden. 

Wenn irgend ein Dreieck gegeben ist, so sind diejenigen vier Pnncte, in 
welchen die Basis desselben von den vier eingeschriebenen Kreisen ber Ihrt wir^ 
bezüglieb die beiden Scheitel der grossen Axe einer Ellipse nnd der reellen Ax# 
einer Hyperbel, welche Curven beide die Winkelpuncte der Basis zn ihren Brenn» 
puncten haben nnd durch die Spitze des Dreiecks gehen. 

Wir wollen endlich noch die Voraussetzung machen, dass die beiden auf dem gegebenen KegftU 
Bclmitfte angenommenen Ponote, die Endpnncte irgend einer Chorde sind, wdche doreh einen def 
beiden Brennpnncte geht. Dann liegt der Mittelpnnct des eingeschriebeiien Kreises in dem Pot4 
dieser Chorde, also auf der, dem Brennpnncte zugehSrigen Directrix. Zwei Seiten des frfAo« Vier« 
eeks fallen hier wieder zusammen imd zwar in die durch den Brennpunct gehende Chorde« Diese 
Chorde ist die Basis eines Dreiecks, dessen Spitze in dem andern Brennpunete Hegt. Hn Kreis, iet 
einem solchen Dreiecke eingeschrieben ist, berührt also die Basis desselben in dem erstgenannten 
BrennpttttCle, wonach, wenn wir durch den Brennpnn<^ zwei gerade Linien legen, die auf einander 
senltrecht st^en, der Pri einer dieser Linien anf der andern liegt. Wenn wir, wie in dem letzten 
(Satze, von Irgend einem gegebenen Dreiecke ausgehe, so erhalfen "irlr eine neue geometrisdie Be- 
dentnng derjenigen vier Puncte, in weMen die Basis eine» solrfien Dreiecks von den vier elnge^ 
sdiriebenen Kreisen berittrl wird. Sie sind die vier nweHeft Brennpunete von solchen vier Keget 
nehnitten, die den Bedingmigen nnlerworfen sind, dass die Spitze des Dreiecks ihr erster, gemein^ 
nehaftliclier Brennponet ist und dass sie dnrch zwei gegebene Ptaicte, die Winkelpuncfe der Basb, 
gehen, die mit dem zweiten Brennpnncte » gerader Linie liegen. 

Zur VervoDstindignng derjenigen iMtze, weiche sich nm d<m allgemeinen Satz dieser Ntmmei 
grupplfen, wellen wir nedi bemeriren^ dass die Seilen des Vierecks, vrelelfeim der Ktirfs sich tiü' 
■ehreiben läset, paarweiee genommen, sich erstens In den beiden beliebig anf der Chrve angenow^ 
■ienenPnnctenW,N^ zweitensinden beiden Brennpnncfettderselben,P,F^ und drittens noch fiizwet 
Puncten M, M' schneiden, deren jeder durch zwei ViereAisetten mft #8n betten BrennpAnefen verbuideii 
JBl; Bfai Vnar derjenigen SAek^Winhel, die in jedem dieser sechs PMiete vdn zwei Vierecks- 
Beben gebildet werden, wird doreh diejenige gerade Linie kribirt, weMie diesen Pnnd mR denl 
Mittelpnncte des eingeschriebenen Kreises, das heisst mit dem Durchschnittspuncte der Tangenten in 
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den beiden Puneten, die wir auf der Corre beliebig angenommen haben, TerUnden. Wir erludtett 
hiernach, als Cmschreibang des an die Spitze dieser Nummer gesielben Satzes die folgenden 
drei Sätze. 

Zwei gerade Linien, die, von den beiden Brennpuncten einer gegebenen 
Ellipse oder Hjperbel aus, nach einem beliebigen Puncte auf dem Umfang'e der- 
selben gezogen werden, bilden mit der Tangente in diesemPnncte gleiche Winkel 

Zwei Tangenten^ die man Ton einem gegebenen Puncte aus an eine gegebene 
Ellipse oder Hyperbel zieht und in den Berührungspuncten begränzt, werden 
Yon jedem der beiden Brennpuncte aus unter gleichen Winkeln oder unter solchen 
Winkeln gesehen, die sich zu zwei Rechten ergänzen. 

In dem Falle der EUipSe findet Ersteres Statt, in dem Falle der Hyperbel Ersteres oder JLets- 
leres, je nachdem die beiden' Beriihrungspuncte auf demselben Zweige oder auf beiden Zweig» 
der Hjperbel liegen. 

Wenn wir Ton einem in der Ebene einer gegebenen Ellipse oder Hjperbel 
^illkührlich angenommenen Puncte zwei gerade I^inien durch die beiden Brenn- 
puncte der Curve und in zwei beliebig gewählten Durchschnittspuncten dieser 
Linien mit derselben die beiden Tangenten legen, so halbirt diejenige gerade 
Linie, welche den Dnrchschnittspunct dieser Tangenten mit. dem willkührlidi 
angenommenenPnncteyerbindet, ein Scheitel-Winkel-Paar, das in diesem Puncte 
Ton den beiden durch die Brennpuncte gehenden geraden Linien gebildet wird. 

Wenn der willkührlich angenommene Punct auf dem Umfange der Ellipse oder Hyperbel seihst 
liegt, 80 geht der letzte der drei vorstehenden Sätze in den ersten derselben über. Denselben Satz 
können wir auch, indem wir alle vier Durchschnittspuncte der beiden durch die beiden Brennpimete 
gehenden geraden Linien mit der Curve gleichzeitig betrachten, in folgender Weise aufiSeissen. £s ist 
bekannt, dass, wenn man in und um eine gegebene Ellipse oder Hyperbel in der Art irgend zwei 
Vierecke NX'N'^^^' und CC'C'^C'^ beschreibt, dass die Winkelpuncte des erstem die Berähnings- 
puncte auf den Seiten des letztem sind, die beiden Diagonalen beider Vierecke in demselben Puncte 
M sich schneiden. (Wir nehmen hier den Begriff des Vierecks in der allgemeinsten Bedeutang.) 
Geben die Dia^^nalen NN^' nnd N^^^' des erstem Vierecks durch die beiden Brennpuncte F und 
F^ so werden die von ihnen gebildeten Winkel durch die Diagonalen des letztem Vierecks halbirt, 
wonadi die letztgenannten Diagonalen CC und C^G^^^ auf einander senkrecht stehen. Wenn insbe- 
sondere der Durchschnitt der beiden Diagonalen des erstem Vierecks in einen der beidai Brom- 
puncte selbst fällt, so hat eine dieser beiden Diagonalen eine ganz beliebige Richtung, während die 
andere dadurch bestimmt ist, dass sie durch beide Brennpuncte zugleich geht; dann ergibt nidi der 
Satx^ dass eine beliebige Tangente der Curve, begränzt von den Tangenten derselben in den beiden 
Scheiteln der durch die beiden reellen Brennpuncte gehenden Axe, von einem beliebigen dieser Brenn- 
puncte aus unter rechtem Winkel gesehen wird. Wenn insbesondere femer zwei Winkelpuncte der 
beiden Vierecke zusammenfallen und diese also in ein eingeschriebenes und umschriebenes Dreieck 
fibergehen, so ergibt sich, dass die Normale der Curve in einem beliebigen ihrer Puncte dordi den 
Pol der Basis eines eingeschriebenen Dreiecks geht, dessen Scheitel dieser Punct ist und anf dessen 
beiden Schenkeln die beiden Brennpuncte liegen. 

Gehen wir nochmals zu dem an die Spitne dieser Nummer gestellten Satze znrüdc nnd betrachten 
die dem Kreise umschriebeitt vollständige vierseitige Figur, so ergibt sich durch Umkebrang der 
iölgende Satz. 
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Wenn Hian am einen gegebenen Kreis eine Tollständige yierseitige Figur beschreibt, so sind 
die drei Pancten-Paare , N ond N^, M und M% F und F^, welche durch die drei Diagonalen ver- 
bunden werden, bezüglich zwei Puncto auf dem Umfange einer Ellipse, zwei Puncte auf dem Umfange 
einer Hyperbel und zwei der Ellipse und Hjperbel gemeinschaftliche Brennpuncte. 

Wir können auch eines der beiden andern Puncten -Paare N und N% M und M^ für die beiden 
Brennpuncte nehmen, nur erhalten wir dann, statt der Ellipse und Hjperbel, zwei Hyperbeln, welche 
durch die beiden andern Punctenpaare gehen. Während jene Ellipse und Hjperbel sich rechtwinklig 
schneiden, haben diese beiden Hyperbeln keinen gemeinschaftlichen Punct mehr. Diese Resultate 
knüpfen sich unmittelbar an den Satz, dass bei der Hjperbel oder Ellipse die Dififerenz oder 
Summe zweier von einem Puncte derselben nach den beiden Brennpancten gezogenen geraden Linien 
constant ist, wenn wir erwägen, dass eine vollständige vierseitige Figur sich in drei Vierecke auf- 
lösen lässt, von welchen eines ein gewöhnliches Viereck ist, ein zweites einen einspringenden Winkel 
und das dritte zwei sich schneidende Seiten hat, und dass, wenn die vierseitige Figur einem Kreise 
umschrieben ist , in den beiden ersten Vierecken die Summe und im dritten die Differenz der gegen- 
überliegenden Seiten gleich ist. 

Wir müssen hier abbrechen, ohne den Gegenstand zu erschöpfen, es genügt uns, den Weg 
angedeutet zu haben, wie wir auf eine höchst einbche Weise aus der Qrund-Bestimmung der Brenn«- 
puncte der Ellipse und Hyperbel Winkel-Beziehungen herleiten können, die sich sonst der analj* 
tischen Beweisführung unbequem schmiegen* Die Uebertragnngen auf die Parabel, auf welche wir 
nicht eingehen werden , bieten keine Schwierigkeit. 

205. Wenn eine Curve zweiter Classe gegeben ist, so können wir jeden Punct, welche^ 
in einer derjenigen beiden Ebenen liegt, welche auf der Ebene der gegebenen Curve senkrecht stehen 
nnd diese Ebene in den beiden Axen der Curve schneiden, als Mittelpunct einer der Curve uluschrie- 
'benen Rotations-Fläche zweiter Classe betrachten, zu deren allgemeiner Bestimmung die frühern 
Nummern C197— 199) die nothwendigen Elemente enthalten. Wir woUen erstens für die gegebene 
Curve eine Ellipse nehmen, und voraussetzen, dass der Mittelpunct der durch dieselbe gehenden 
Rotations-Fläche in der Ebene der Focal-Hjperbel (15) liege. Es ergibt sich hier (199) 

P« — ^*' ^ r^ — ^* 

Wenn der Mittelpunct 1) innerhalb der Focal-fi^perbel, S) auf derselben , 3) zwischen derselben 
und ihren Asjmptoten, 4) auf diesen Asjmptoten, 5) in den von denselben gebildeten Nebenwinkeln« 
oder 6) anendlidi weit angenommen wird , ergibt sich 

r^ >0< ^^; 
r« = 0; 

r^ = T O05 
r^^P; 

Wenn der angenommene Mittelpunct innerhalb der Focal-Hjperbel liegt CO» so sind die beiden 
Brennpuncte reell nnd liegen auf demselben Zweige dieser Hjperbel: die entsprechende Fläche ist 
ein zweischaliges Rotations-Hjperboloid (801); sie sind imaginär, wenn der Mittelpunct zwischen 
der Focai-Hjperbd und ihren A^mptoten liegt (8}, und werden wieder reell und liegen auf beiden 
Hyperbel-Zwdgen, wenn der Mittelpunct ttber die Asjmptoten Untbertritt (5): dann ist die Fläche 
ein verlängertes Sphäroid (SOl> Wenn femer p^ positiv ist (3, 5), ist der Aequator der zubestim- 



l)p« 


<o, 


«p' 


= 0, 


Ö)p« 


>o< 


4)p' 


= <»s 


5)p« 


>?s 



tm Fliehen zweiter Ordming and xwdUmr GImm. • 

nenden Rotadons-Flädie reell, sonst (1) imaginär. HIemacli entspreeben den drei coordbilrtcn Fälia 
1, 3, 5, beenglich ein zweischaliges and ein elnschaliges Rotatlons-Hjperboloid and en 
Terlängertes Sphäroid. 

' Was die Uebergangs-Fälle betrifft , so müssen wir \rohI nnterscbeiden j ob die fraglichen Rota- 
tions-Flächen als Flächen zweiter Classe oder als Flächen zweiter Ordnung gelten sollen« Kad 
den bisher gewonnenen Resultaten können wir in beiden Voraossetzangen diese UebergangsfiUe 
anmittelbar bestimmen. Betrachten wir die ITIächen als zweiter Ordnung, so bildet, indem der 
Mittelpunct auf der Focal-Hyperbel angenommen wird, zwischen zwei- und einschaligen Rotations- 
Hjperboloiden der Kegel den Uebergang. Rückt der Mittelpunct auf eine Asjmptote der Foeal- 
Hjperbel, so bildet ein Rotations-C/linder, der diese Asjmptote zur Axe und jeden Punct derselbe! 
zu seinem Mittelpuncte hat, den Uebergang yon einschaligen Hyperboloiden zu verlängerten Spharoiden. 
Diese verlängerten Sphäroide endlich gehen durch das Rotations-Paraboloid wiederum in die zuent 
betrachteten zweischaligen Hjperboloide über. Bei unserer analytischen Darstellungsweise baben wb 
die fraglichen Rotations-Flächen als Flächen zweiter Classe betrachtet. In dieser Voraussetzung' bildet 
ein System von zwei auf der Focal-Hyperbel zusammenfallenden Puncten den Uebergang zwisehcs 
iwei- und einschaligen Rotations-Hyperboloiden« Wenn der Mittelpunct der umschriebenen Rotations- 
Fläche mit dem Mittelpuncte der gegebenen Ellipse zusammenfallt, so ist die Rotations-Axe eio 
beliebiger Durchmesser der Focal-Hyperbel. Schneidet derselbe diese Hjperbel, so ist die fläck 
ein verlängertes Sphäroid, schneidet er sie nicht, so ist sie ein einschaliges Hyperboloid. Dem 
Uebergangs-Falle einspricht, dass die Axe der Rotations-Fläche mit einer Aajmptote der -Focal- 
Hjperbel zusammenfällt. 

BTehmen wir femer den Mittelpunct der Rotations-Fläche beliebig in der Ebene der imaginärei 
Focal-EUipse an, so verlangt die Gleichung (18), wenn der Mittelpunct überhaupt reell sein soll, 

Weil die Focal-Curve imaginär ist, so sind es immer auch die BrennpunCte der amschriebenen 
Rotations-Fläche, der Radius ihres Aeqnators ist immer reell und grösser als a. Die Rotations- 
Fläche ist offenbar ein abgeplattetes Sphäroid. 

Wir wollen zweitens eine Hyperbel ab gegeben betraditen und. den Mittelpunct der ihr 
umschriebenen Rotations-Fläbhe zuvörderst in der Ebene ihrer reeUen Focal-EUipse annehmen. Je 
nachdem der Mittelpunct 1) innerhalb dieser Focal-EUipse, 2) auf dem Umfange derselben oder 
8) ausserhalb derselben angenommen wird, ist 

1) p* < 8) p» = 3) p* > 

In dem ersten der beiden coordinirten FäUe 1) und 3) sind die beiden Brennpnnete reell, ii 
dem letztem imaginär, der Radius des Aequators ist im erstem Falle imaginär, im letatern redL 
Die Rotations-Fläche, welche überhaupt nur ein Hjperboloid nein kann^ ist hiemach im ersten 
FaUe ein zweischaliges, im letzte Falle ein einschaligesv zwischen beiden FäUen bilden zwei 
zusammenfallende Puncte («in Kegel) den Uebergang. 

Nehmen wir ferner den Mittelpunct der amschriebenen Rotations-FUeke in der Ebene der imagi- 
nären Focal-EUipse beliebig an, so ist in Folge der Gleichung Ci&O^ wenn der Mittelpnnci uberhaoft 
reell sein soll, 

P* > «'• 
Die Brennpuncte sind imaginär, der Radius des Aeymtoni ist reeH: die umschriebeM Rotatiai 
Fläche ein cinschaliges Hyperboloid. 
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206« Den Fall der beiden Paraboloide haben vnr bidier nodi unberBcksicbt^ gelassen. 
Um denselben zu discutiren, brancben wir nur an die Stelle der Oleichung (1) der 188. Nummer 
die folgende zn setzen 

pu^ + qv2 — 8tw = 0. (1) 

Dann gebt die identische Qleichnng I, indem wir zugleich berücksichtigen, dass hier, in Ver- 
tretung der BedIngungs-GIdehung (4), nothwendig fi = — - 1, in die folgende über: 

X!pu* + qv«— 2tw| + |(x,t4-y,u+z,v + w)2 — r^t^ + u^ + v^)! 

= (x't + fü + 2'v + w) (x"t + y '^u + z"v + w), I, a 

und zeigt, wenn wir sie zuvor auf die nachstehende Form bringen: 

X jpu3 + qy2— 8tw I — r^ «'' + u« + v^) 
= (x't + j'u + z'v+w)(x"t+y"u + z"v+w3 — Cx,t+j>u + z,v + w)2, n a. 

dass die beiden Gleichungen 

X |pu* + qv^~2tw{ _r«(t» + u2+v«) = 0, (2) 

(x't + y'u+z'v+w)(x"t + y''t + z"v + w) — (x,t + y,u + z,v + w)« = 0, (3) 

dieselbe Fläche zweiter Gasse darstellen. Die Form der letztem Gleichung zeigt, dass diese Fläche 
in eine ebene Curve dieser Classe ausgeartet ist: eine Bedingung die nur dann erfüllt werden kann, 
wenn aus der erstem Gleichung eine der drei Coordinaten t^ u, v ganz ausfiUlt« Diess geschieht, 
da t nicht mehr ausfallen kann, nur noch in zwei Fällen, die durch die Bedingungs-Gleichungen 

Xq = r^ Xp == r* (4) 

angezeigt werden. Diesen beiden Fällen entsprechend, geht die Oleichung (2) nach einander in die 

folgenden beiden über: 

(p— q)u« — t(qi+«w3 = 0, (5) 

(q— p)vi-t(pt+«w) = 0. (6) 

Damit die Gleichung (3) endlieh mit diesen beiden Gleichungen identisch werden könne, müssen 
wir einmal zfjZ^^ und z', das andere Mal y^, y^^ und y^ verschwinden lassen; dann geht sie in die 
folgenden über: 

(x't4-y'u+w)(x''t+j''u + w:)— (x,t+7,u+w)« =0, (7) 

(x't+z'v+ w) (x'='t+z"v+w)— CM+Z/V + w)* = 0. (jS) 

Auf demselben Wege als in der 189. Nummer gelangen wir hier zu dem Resultate, dass es, wenn 
eine Fläche zweiter Classe insbesondere in ein Paraboioid übergeht, nur noch zwei Focal-Curven 
gibt, als geometrische Oerter für di» Mittelpanote der umsdiriebenen Rotations -Kegel und zugleich 
als solche geometrische Oerter, die von den Axen dieser Kegel umhüllt werden. Diese Derter sind 
beide Parabeln und liegen in den beiden Hauptschnitten des Paraboloids. 

Wir wollen erstens den Fall des elliptischen Paraboloids nehmen, welches in der Voraus- 
setzung, dass p und q beide positiv sind, durch folgende Gleichungen in dem Plan- und Punct- 
Coordinaten-Sjsteme dargestellt wird: 

pu^+qy«— 2tw = 0, L + f! 3= «x. (9) 

Vi 

£s sind hierbei p und q die halben Parameter der beiden Hauptschnitte, wir wollen voraus- 
setzen, dass 
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Die erste Focal - Parabel: 

(p-q)u^ — t(qt+2w) = 0, O«) 

\relche /wir aach darch die folgenden beiden Gleichungen in Punet-Coordinaten darstellen können: 

z = o, y^ :=«Cp-q3Cx--Jq), (il) 

liegt ganz innerhalb der Durchschnitts - Parabel in dem Hauptschnitte XY, öffiiet sich in demselbca 
Sinne, hat mit ihr dieselbe Axen - Richtung und denselben Brennponct, und zu ihrem Scheitel da 
Brennpunct der Durchschnitts-Parabel in dem andern Hauptschnitte XZ. Keiner ihrer Panete kam 
der Mittolpunct eines reellen umschriebenen Kegels sein. 
Die zweite Focal- Parabeln 

Cq — P)v«— tCpt + 2w) = at) 

kann auch durch die folgenden beiden Gleichungen in Punct-Coordtnaten dai^estellt werden : 

* y = 0, z^ = _2(p-q)Cx-^p). (13) 

Sie hat mit der Durchschnitts-Parabel in dem Hauptschnitte XZ. dieselbe Axen-Richtong und denselba 
Brennpunct, öffnet sich aber in entgegengesetztem Sinne, so dass sie diese Parabel, und zwar in da 
Kreispuncten der Fläche, schneidet. Ihr Scheitel ist der Brennpunct der Dnrchschnitts-Parabel ii 
dem Hauptschnitte XY. 

Mir wollen zweitens das hjperbolische Paraboloid, p und q immer positiv nehmend, dard 
folg^ende Gleichungen in den beiden Coordtnaten-Systemen darstellen: 

pu« — qv«— 2tw=0, = fa. (14) 

p q 

Die erste Focal -Parabel 

(p+q)u»+tCqt-«w) = 0, m 

die wir auch durch folgende Gleichungen in Punct-Coordinaten darstellen können: 

z = 0, yi = «(p + q) (x + 5.q), (16) 

lieg^ in dem Hauptschnitte XY, hat mit der Durchschnitts -Curve in diesem Hauptschnitte dieselbe 
Axen-Richtung und denselben Brennpunct, öffnet sich in demselben Sinne und zieht sich ganz am 
diese Parabel hin. Ihr Scheitel ist der Brennpunct der Durchschnitts - Curve [in dem anden 
Hauptschnitte. 

Die zweite Focal-Parabel 

Cp + q)T« =t(pt-2w), (17) 

die wir ayh durch die Gleichungen 

y = 0, 2« = — (p + qKic-lp) 0^ 

darstellen können, zieht sich auf ganz gleiche Weise um die Durchschnbts-Parabel in dem Haiip- 
schnitte XZ, indem sie sich, wie diese, in entgegengesetztem Sinne öffnet. 

Jeder Punct beider Focal- Parabeln eines hyperbolischen Paraboloids ist der Mittelpanct ein« 
reellen der F19che umschriebenen Rotations-Kegels. 

207. Wenn durch das Verschwinden von q, dem der Uebergang einer Art von ParaboloMe 
in die andere entspricht, die Fläche zweiter Classe in eine Parabel: ^ 

pu'+2tw = (19) 
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ausartet, so ist die erste Foeal-Parabel keine andere als diese Parabel selbst, die zweite Focal-Parabel 
kat folgende Qleichnng 

pv«+t(pt+«w) = 0, (SO) 

und die Beziehung^ der beiden Parabeln zu einander ist eine durchaus gegenseitige. Die Ebenen 
derselben stehen auf einander senkrecht und schneiden sich in ihrer gemeinsamen Axe; jede hat, bei 
gleichem Parameter, den Brennpunct der andern zu ihrem Scheitel. Jede ist der Ort fiir die Mittel- 
puncto der durch die andere gelegten Rotations-Kegel, und wird überdiess Ton der Axe dieser 
Rotations-Kegel nmhttllt; woraus dann, ähnlich wie in der 191. Nummer folgt, dass zwei gerade 
IJnien, welche von irgend zwei Focalpuncten einer gegebenen Parabel nach irgend einem Pnnete 
auf dem Umfange derselben gezogen werden, mit der Tangente in dem letztgenannten Puncte gleiche 
Winkel bilden. Lassen wir einen der beiden Focalpuncte auf der Focal-Parabel immer weiter rücken, 
so ist eine d^r beiden geraden Linien ein Durchmesser der gegebenen Parabel und somit erhalten 
wir hier noch den besondem Satz, das^ jede gerade Linie, die von einem beliebigen Focalpuncte 
einer gegebenen Parabel nach einem beliebigen Puncte auf dem Umfange derselben gezogen wird, 
mit der Tangente in diesem Puncte dieselben Winkel bildet, als der durch denselben gehende 
Durchmesser. 

Wenn ein elliptisches Paraboloid in eine Parabel übergeht, so fallen die beiden Kreispuncte 
desselben in den Brennpunct der Parabel zusammen (192). 

208. Die identische Gleichung I, a. können wir auch auf folgende Weise schreiben 

X(pu2+qv2— 2tw) + (x,t+},u+z,v-|-w) * 
= (x't-hy'u+zV+w) (x"t+7"u+z''v+w)+r2(t'^+u^+Y«), III, a^ 

und dann, ähnlich wie früher, in die folgenden beiden auflösen: 

X(pu2+qv2+2tw)+(x,t+y,u+w)^ 
= (x't+7'o-hw)(x"t+y"a+w)+r2(t^+u2+v«), 

Hp«^+qv^-»w)+(x,t+i»,v+w)^ C*0 

s (xa+z'T+w)(x"t+j"v+w)+r2(t2+u2+v*). 

Nach der bekannten Deutungsweise ergibt sich hier der Satz, dass auch für den Fall der beide» 
Paraboloid e irgend zwei Focalpuncte der Fläche die bdden Brennpuncte einer ihr umschriebenen 
Rotations-Fläche zweiter Classe sind, dass der Pol der Berührungs-Ebene mit den beiden Focal- 
puncten in demselben Hauptschnitte liegt und der Mittelpnnct einer Kugel ist, welche gleichzeitig 
denjenigen beiden Kegeln eingeschrieben ist, deren Spitzen mit den beiden Focalpuncten zu- 
sammenfallen. 

An die SteUe der Paraboloide kann insbesondere auch eine Parabel treten. Irgend zwei 
beliebige Focalpuncte einer gegebenen Parabel sind die beiden Brennpuncte einer durch dieselbe ge- 
legten Rotations-Fläehe, welche hier nothwendig ein zweisehaliges Hyperboloid ist, das, wenn einer 
der beiden Focalponcte auf der Focal-Parabel unendlich weit rückt, in ein Paraboloid übergeht. Es 
folgt hieraus, dass die Differenz der Abstände der Puncte einer gegebenen Parabel yon irgend zwei 
festen Focalpuncten derselben constant ist. 

. S09. Wenn wir insbesondere, der ersten der beiden identischen Gleichungen (21) entsprechend, 
X Cpu^ + qv« — 2tw) + U/t + 7,u + w)« = (ig) 

fiir die Gleichung einer Rotations-Fläche nehmen, deren beide Brennpancte aaf der ersten Focal- 
Parabel liegen , so ergibt sich , indem wir 
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B' a 0, 

C' = y;, 

D :t= 1 

«•iKeB, mil Beibelialliuig der frühem Bexeidtmuig: 

Md UeraBSy lOulick wie im der 198. Niminer, utt aussudrttckeiiy dem die Qleicliaiig CCS) eiae Beta- 

timuhFlädhe darstelle, die erste der foIg^ideD beiden Bedmgimgs-Qleichiuigeii, in ier wir EOgkkl 
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fiir X seinen Werih — eingesetzt haben: 
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Die zweite dieser Gleichongen ergibt sich ans der ersten, indem wir y^ and q bezfi^eh asit f^ 
imd p yertaaschen. Betraekten wir i^, 7^ und z, als Teränderlich , and r^ als gegeben, so steUea 
diese Gleichungen swei Parabeln in der Ebene XY ond XZ dar, weldie keine andern sind, ais fie 
beiden Focal-Parabeln (tl) and (13), parallel mit sich selbst, nach der Richtung ihrer Durehmesser 
yersdioben. Wenn das gegebene r^ insbesondere verschwindet, so stellen die Gleichangen CS3) die 
beiden Focal-Parabeln (5) and (6) in der onyerrfickten Lage dar. 

Wenn wir den Radios des Aeqaators der Rotations-Fläche (SS) durch p^ bezeichne, so ist, ia 
GemSsskeit der ersten der beiden identischen Gleichangen (81) , 

P«=«— r«. 

Für die Gleichangen derjenigen beiden Cnrven, wekke in Beciekoag Aof die beiden besOglickcn 
iFoeal-Parabeln, die zugeordneten Polar-*Garvw derjenigen beiden Paralieln sind, weldie durch die 
Gleidiongen (83) dargestdtt werden, ergeben sieb, indem wir sogleich (— p^) für r^ einsetzen, 
«uniltdhnr die folgenden 

,...(,-o(x-'-!J^). ^^ 

•* = -»<'-'> ('-'-^> 

Die so bestimmten Curren sind der geometrische Ort, welcher zugleich von dem Mittelpancte 
»deher omschriebenen Rotations-FUchen, deren Aequator den Radios p hat, beschrieben und T«n der 
Bslations-Axe derselben Flachen umhüllt wird. 

Setzen wir q ^^ 0» so tiitt wiederum an die Stelle des Paraboloids (1), als FUcbe zweitff 
Olasse, die Parabel 

pu« — Stw = 0, O») 

vnd während die ersten Gleichungen (23) und (84) ihre geometrische Bedeutung verlieren , gekcs 
die sweiten dieser Gleickungen in die folgenden über: 



$. 10. UnMktebeM Itotettow-Kegel der Flidu» swieiter Classe. ■?• 

Di» Umt Qi i w t i g flüHt in dofeitigm Ebci«, urdMe atf dir Sbie d«r g«»tbMi PanAtl 
SMikrecy sMrt und iim% Parabel in ihrer Axe siteaide^ dan Ort llr die Mittalimiwla rinnr Hatatione 
FUek dar, irdcba darck die Parabri geht. Eine aokha Roiaiian»-FUclit ist nothwendlg ein sviii. 
oder einschaliges Hjperboloid, and eine Tangential-Ebene ihres Ae^mptoten-Kegels der SbeM 
der gegebenen Parabel paralleL Ersteres findet Statt, irenti der Mittelpunct, der jeder beliebige 
Ponct in der eben beatioantea Ebene sein kau, innerhalb der Foeal^Ptombel, letatares, wenn er 
ausserhalb derselben liegt. Im ersten Falle ist p*' negativ und r^ positiv, in lelsl4m Falle lunge« 
kehrt p^ positiv und r^ negativ. Den Uebergang, p^ s r< ts enttprechend, bildet der Fall, dass 
der Mittdl|;nnct auf der Focal-Parabel 

£^ = - 2p C^t-iP) 
Ingt. Liegt der Mittelpnnct nadi der Riehtnng eines PnrehaMSsein der Focal-Parabel unendlich 
weit, so wird die fragliche Rotations-Flftche ein Paraboloid* 



S- 11* 

liotiittoiM^Kesel) die den FMelieit sireltor UrdBims niiMfiiriefc^ii 
sind. Focalpunet und lMre«trlx. 

210* Indem wir dieselbe Fläche nacb einander als eine Fläche zweiter Classe, das heisst als 
die bildliche Darsteilang von Gleidiungen «wetten Grades in Pnnet'- und in PUm-Coordinaten an- 
adien, sind es ganz analoge Betrachtangen, die uns in ehier der bellen Anschauungsweisen zu der 
Bestimmung der Kreisschnitte dieser Fläche und in der jedesmaligen andern Anschauungsweise in 
der Beetiaumuig der dieser Flüche uattchriebenen RotaUona-jLegel fihren and u«gekfthit IMesf . 
Betrachtnngai gestalten sieh aber ganz versdiieden, sei es, dass wir die Kreisselmitte, sei es, data 
wir die nmsrhriebenen Rotalions4Legel in der zwiefachen Auffassung, der das zwiefache CoordinaleA^ 
Sjsteai entspricht, bestimmen wollen* Im gegenwärtigen Paragraphoi woUen wk das System go^ 
wohnlicher rechtwinkliger Parallel-Coordinaten zu Grunde legen und kdmen dann in der atlgemeinen 
Gleichung einer gegebenen Fläche der zweiten Ordnung die Coordinaten des Mittelpunctes eines 
dieser Fläche umschriebenen Rotations-Kegels unmittelbar in Evidenz bringen und aus den neuen 
Gleichungs-Formen eine neue Reihe geometrbcher Beziehungen ableiten. 

Wenn irgend zwei Flächen zweiter Ordnung sich in reellen oder imaginären, ebenen Ctirvett 

schneiden, so lassen si^h immer auch denselben Flächen zwei reelle oder imaginäre Kegel umschreiben.'") 

Bezeichnen wir eine der beiden Flächen, die wir als eine gegebene betrachten wollen, durch die 

allgemenie Gleichung 

ö = 0, (t) 

vmi die zweite durch 

K= 0, 

so entspricht der obigen Voraussetzung die identische Gleichung: 

OsK+xst, 



*) Blnen nnaüttelbarcB Bewew dietet »UgemeüieB gatafs wcNea wtr In «Hi 14. 



S76 Flachen zweiter Ordnimg und zweiter Classe. 

iBdem ^wir diireh s und t irgend £wei lineare Funetiöiien and durch x einen loibeetiiimlen constantci 
Coeffidenten berachnen. Wenn die zweite Fläche eine Kugel ie!, so sind die beiden nmschriebenci 
Kegel offiNibar Rotations-Kegel und wenn diese Kngel sich insbesondere auf einen Panet redacirt, 
wonach* 

so fallen die beiden Ke^el in einen einzigen zusammen, dessen Mittelpunct der Punct (xfj j'j z') 
ist Dann erhalten wir also 

a = (x-xO^+(y-yO*+(«-*0*+'*ß^ («) 

nnd hiemach fdr die allgemeine Gleichung der Flächen zweiter Ordnung, in so weit denaelbon sich 
Rotations-Kegel umschreiben lassen, die folgende ; 

(x~xO^+(y— yO«+C«-«0^+«8t = 0. (3) 

Diese Gleichung enthält zehn Constanten, von welchen x die eine ist und drei auf die Bestimmung 
des Mittelpunctes des umschriebenen Rotations-Kegels und jeder der beiden Ebenen s nnd t kommcB. 
Vor Allem müssen wir in die Discnssion dieser Constanten, unter denen eine überzählige sid 
befindet, eingehen. 

Zu diesem Ende woUen wir die Richtung der drei Coordinaten-Ebenen so annehmen, dass zwä 
derselben denjenigen beiden, immer reellen und auf einander senkrechten Ebenen, welche die tos 
den Ebenen (s) und CO gebildeten Winkel halbiren, parallel sind, und dass die dritte Coordinatea- 
Ebene auf diesen senkrecht steht. Hierdurch sind drei mögliche Reductionen der Gleichung (3) 
gegeben, es kann diese Gleichung in jede der folgendep drei übergehen: 

(x-xO'+(y-yOH(*-ÄO' = ^(y-j'O'+Ky-y'OS O) 

(x— xO*+(y— yO*+(«--«0^ = x(x-x'0^+K«~ä'OS O) 

(x-xO*+fy-j'J^+6-«')^ = f^O-y'O^+KÄ-Ä'OS («) 

• Ueber den Anfangspunet der Coordinaten ist hierbei durchaus keine Bestimmung gemacht worden, 

wir wollen ihn im Mittelpuncte der gegebenen Fläche annehmen. Nach den vorstehenden Gleiehungs- 

Formen sind die Axen dieser Fläche den Coordinaten-Axen parallel, nnd fallen insbesondere, bei 

der Yorstehenden Annahme über den Anfangspunet, mit diesen. Coordinatoi-Axen zusammen, so dass 

wir für die Gleichung der gegebenen Fläche (1) die folgende nehmen können: 

x^ j* z** 

wobei wir voraussetzen wollen, dass 

«'>?*>/'. *D (8) 

Sil. Nehmen wir erstens die Gleichungen C^) und (7) als identisch, so erhalten wir JEwischen 
den noch zu bestimmenden sieben Constanten der erstem dieser beiden Gleichungen, die folgenden 
sechs Bedingangs-Gleichungen 



Statt der drei Gleiehangen (4) — (S) können wir auch bloss eine derselben nehmen, und dum, um alle 
Fälle SU erschöpfen, der Fläche (7} eine dreifache Lage gebe», indem wir, nach einander, die Axen der 
Fläche auf verschiedene Weise mit den drei Coordinaten-Axen zusammenfaUen lassen. Die Aaffassungs- 
•weite des Textes mach^Ae DarsteUung einfacher. 



%. 11. Foealpancte und Directricen der Flächen zweiter Ordnung. 277 

«' as 0, y' — fiy" = 0, x' — Xx" = ö, (10) 

ax"2— x'*)+(fiy"«-y'4) = 7«. (11) 

Da z' versch^t^indet, so liegt der Mittelpnnct des umschriebenen Rotations-Kegels in der Ebene der 
Halb-Axen a und ß^ und ist in dieser Ebene durch die Coordinaten-Werthe x' und y bestimmt. Senl(- 
recht auf derselben Ebene steht die Durchschnitts-Linie der Ebenen (s) und (t) , welche ihrerseits 
durch die Coordinaten-Werthe x^^ und y^^ bestimmt ist. Wir erhalten aus den Gleichungen (9) 

^ = — ^^T-' ^ =— ^^' <^*2) 

femer, wenn wir vermittelst der beiden letzten Gleichungen (10) aus der Gleichung (11) einmal 
x" und y", das andere Mal x' und y' eliminiren: 

(l-^)Xx"2+(l_p)^y''2 = y«, 
oder wenn wir für X und |x die obigen Werthe einsetzen: 

In der ersten dieser beiden Gleichungen, verbunden mit der Gleichung 

2' = 0, 

erkehnoi wir, ab geometrischen Ort fdr die Mittelpuncte der umschriebenen Rotations^Kegel, die 
Focal-Ellipse der Fläche (7) wieder (190); die zweite Gleichung gibt für den Ort der Durch- 
sehnitts-Linien der beiden Ebenen (s) und (t) einen auf der Ebene der Focal-Ellipse senkrecht 
stehenden Cylinder, dessen Basis wiederum eine Ellipse ist. Die beiden Halb-Axen-Quadrate dieser 

Ellipse sind -r und --r-- — ; und geben, mit den bezfiflichen Halb-Axen-Quadraten der Focal- 

a* yi ßt yi 

£llipse, («'— r^) nnd (ß^ — rO, multiplicirt, a* und ß\ woraus folgt, dass die beiden Ellipsen 
zugeordnete Polar-Curven in Beziehung auf die Durchschnitts-Curve in dem bezüglichen Hauptschnhte 
der Fläche sind, oder, was hieraus sogleich sich ergibt, dass, in Beziehung auf die gegebene Fläthe, 
der fragUAe Cylinder die Polar*FIäche der Focal-EUipse ist 

Ans den beiden letzten Gleichungen (10) und der Gleicbsng (11) ergibt sich femer 

(1 -X) xV'+(l - p)y'y^ = 7^ 
nnd wenn wir wiederum fQr X und fi die Werthe einsetzen : 

x'x" vV 

worin das Gesetz ausgesprochen ist, wie jedem Puncte der Focal-Ellipse eine bestimmte Seite des 
Cylinders entspricht und umgekehrt. Die einem Puncte auf der Focal-Curve entsprechende Seite 
des Cylinders ist nemlich diejenige, in welcher dieser Cylinder von der Polar-Ebene des Punctes, 
^eno£men in Beübung auf die gegebene Fläche, berührt wird, so wie, andrerseits, der einer 
Cyiind«r->Seit9 entspreohende Ponct der Pol derjenigen Ebene ist, welche den Cylinder in dieser 
Seite berfihrt. 



VfS Flächen sweifer Ordnang and zweiter CImm. 

Wir wollen überhaupt irgend einen Punct (x^, J^ 0) Focalpunct und jede Cjünder-Seile 
Directrix nennen. 

!tl2. Aofi den beiden letsten Gleichnngen (10) erkalten wir endUoh noch: 

x''-x' ~ l—%^x'' ~ ß^x''' 

woraus, wenn wir geometrisch deuten, folgt, dass der Ponct (x^ y^, 0) auf einer solchen gemixä 
Linie liegt, die durch den Punct (x^', j^, 0) geht und auf der Polaren dieses Punctes in Beziehimg 
auf die Curve des Hauptschnittes senkrecht steht. Ist also die Directrix gegeben, so braudien wir 
bloss, vom Fasspuncte derselben ans, ein Perpendikel auf ^ie Polare dieses Fiisspimctes ra faUm 
Perpendikel und Polare schneiden sich alsdann in dem zugehörigen Focal-Puicte* 

Die auf die Form der Gleichung (15) gegründete gegenseitige Bestimmung von Focalpunct und 
Directrix setzt bloss voraus, dass die Curven (13) und (14), in Beziehung auf die Carven des 
Hauptschnittes : 

X* y* 

i? + pi = *' C«) 

zugeordnete Polar-Curven sind. (Wir sehen in dem Nächstfolgenden von der dritten Dimensioi 
ganz ab.) Die in dem Vorstehenden enthaltene Construction des Foca^nnctes, wenn die Directrit 
gegeben ist, wobei die Curven (13) und (14) selbst nicht in Betracht kommen, findet ihr^i Grund 
darin, dass die erste dieser beiden zugeordneten Polar-Cnrven dadurch particularisirt wird, dass sie 
mit der Curve des Hauptschnittes dieselben beiden Brennpuncte (F und G) hat« Umgekehrt lliesst 
hieraus auch eine unmittelbare Bestimmung der Directrix, wenn der zugehörige Focalpunct 
gegeben ist. 
Fig. 4, 5» Ifehmen wir also überhaupt drei Curven (13), (14), (16), von weicksn zwiei in Beridisu 
nnf die dritte zugeordnete Polor-Cnrven sind, und bestimmen die erste von jenen beiden so, dass sie 
mil der dritten dieselben beiden Brennpuncte hat, so haben wir bewiesen, dass, wenn wir von irgcni 
einem Puncto (N) der zweiten Curve ein Perpendikd auf die Polare dieses Pnnctti, die eine Tan- 
gente der ersten Curve ist, fällen, der Fusspunct (M) dieses Perpendikels (SM) ein Punct der 
ersten Curve (der Berührungspunct) ist. Dieser Punct (M) ist der Focalpunct, welcber zo 
derjenigen Directrix geh(M, welche in dem beliebigen Puncto (N) der zweiten Cnrve auf der j 
«aaien Sbeoe der drei Curven aenlcrecfat steht. Ist der Punkt (fil) gegeben, se kdnnen vrir 
letbar die Tangente und Normale der enten Cnrve in diesem Pnnote besUnmwn« * Ziehen wir 
durch denselben und die beiden gemwnwnen Brennpuncte (F, O) zwei gerade LiiicB (MV, 
MO) und fcalbiren dann durch zwei aeoe gerade Linien die von diesen beiden gebUdden SelMsitd' 
Winkel, so ist eine der letztgezogenen geraden Union (MN) die fragliche Normale und die andere 
die fragliche Tangente CMNQ der ersten Cnrve im Pnnete (M). Der Pol der Tangente (MNO hl 
derjenige Punct N, in welchem die zum Focalpnncte M gehörige Directrix auf der Ebene der dra 
Curven senkrecht steht. Dieser Punct liegt also auf der Normalen (MN) und zogleicb auf der 



Geht die erste Curve^ als Curve Eweiter CliMe betrachtet^ in das System der beiden nrenopuBCte, nai 
dem entsprechend die aweite Curve^ als Carve zweiter OrdnoDg^ sa betrachfea. In d«s Sfetem d^ 
den Birectricen ubtr^ so gibt det Sats des Teirtes den aimekaanten Stts^ dtss die Fotife einet 
mif einer IMreetrit angenoftmetten Ymietes «ad diejenige gerade Uete, ^ i reMic 
nreanpuncte verbindet^ in dem nreanpuncte auf einander senkreM stehea. 



$. IL FoadJpBiuDte «»d 0iMetriceii 4er Fliehen zweitm Ordnung. $n 

Vokritt diff PttMtai KL Dfo beUw ftardi diaMi PuKt »i ik hmim Brenpnicle gehendtn ga- 
nden Imm» (MF, MO) «ofcnaitei die drille Onrve in vi«r Pimoleii CP« Q, R/ S), die siA paar- 
weise dnrdi swei neve I4iileii-Pa«re PB vd QS, PQ mid RS Terbindeii laasea und die Liuen jede» 
Paares scfcneideii sich in swei neuen Pnncten Qi^y NqO* Diese beiden Pancte liegen auf der Pola- 
ren (M) und vir behaupten iiberdies, dass sie mit den beiden Pnncten N und N^, in welchen diese 
Polare von den eben beallnioilen Linien MN und MN^ gesebnitten wird, jusammenfallen, wonach 
wn*, wenn der Pnnet M gegeben ist, auf die Idchteste Weise die Pancte N und N' finden kOnnra.*) 



*) tJm den letsten Biitwickeluigeii ilire riebtiae SteUe Mnznweiaen, fSge ich oi dieser Note einige Bemer- 
kungen Unzn« 

Curren sweiter Oane^ welche dieselben BrennpUncte b«ben^ sind mis solche Carven änsiisehenj die 
Ton denselben vier (Iniaginiren) geraden Linien^ die sich paarweise in den beiden reellen Brennpunctca 
schneiden (Analytisch- geometrische Entwickinngen 11^ 478) berfthrt werdetf* Ein System von 
Curren dieser Art ttsst sich^ faidem wir f&r i nach einander beliebige^ positire oder negative^ Werthe 
einsetzen ^ durch folgende Gleichung darstellen: 

(;a2-J)t2 + (;p«-.J)a« = ^i. (a) 

Za diesen Cnrven gehört insbesondere^ i=zß* entsprechend^ (wir nehmen immer a'^jS') das System 
der beiden reellen Brennpuncte und^ 9=a' entsprechend^ das System der beiden imaginiren Brennpnncte. 
Pas dritte Puncten-System^ d= 00 entsprechend, ist imaginär und liegt unendlich weit. Um den Beweis 
der obigen Behauptung an die Form der vorstehenden Gleichung (a) eu knüpfen; brauchen wir nur nwi- 
sehen dieser Gleichung und der Gleichung 

a«t« + ß«ua = wS (b) 

die ans jener sieh evgibty wenn wir i gleich NuU setsen, nach einander u und t mt elinuniren. Auf 
iriBW Yfmg9 aade» wir^ nnabhingig von i, die folgeaden beiden Gleichnngen: 
(a*^pi)t« an w*, _(a*— ^»)u« xs w«. 

In Beaiehnng auf alle Curven aweiter Classe, welche überhaupt vier gegebene gerade Linien berüh- 
ren, — hier insbesondere dieselben beide Brennpuncte haben — ist der geometrische Ort für die Pole einer 
beUebigen geraden Linie eine sweite gerade Linie (Entw. II.; 9Zff), Die Beziehung der beiden geraden 
Linien nu einander ist eine durchaus gegenseitige, sie stehen insbesondere in dem hier betrachteten Falle 
auf emander senkrecht Es wird nemlich der Pol einer gegebenen geraden Linie (V, u', w') in Be« 
niehung auf die Curve (a), wie bekannt, durch die folgende Gleichung 

(«1 _a) t't + (^^ — J) U'U = W'W 

dvgeitcni; die Ceerdiiüten-Werthe des Pnnctee sind hienMch 

/ t' n' 



wir sn ümtm OUUbmgat i eUainlNii, kmmit für 4w Ort d«r fragUchM Pale: 

dieser •vt ist also eine gerade Linie, die aof der gegebenen (i%u^, wO senkrecht steht Die beiden geraden 
Uninn sind die Tmigenlen sweier der in Bede stehenden Cnrven (einer Ellipse und einer Hyperbel) , die 
dmmk ihm DnrehsoMtt^yunet gehen und in diesem Pnnefte sicyb reehtwinklig schneiden. Hieraus folgt 
sngleich, dass diese beiden geraden Linien die Seheitel - Winkel hnlbiren, welche durch diejenigen beiden 
g f r ede n Linien gebildet «werden, .die dnreh ihren DarcimchnitUpnnct nnd die beiden gemeinschaftlichen 
gehen. 



S8§ Släcben zweiter Ordnaog und zweiter CkMe. 

918. Die bisherigen ErdrtemngeH beziehen steh gleielimassig aitf all« FMdieR der vwtilm 
Ordnung, die einen Mittelpunct haben, anch die imaginlren Flächen nicht ausgeschlosseH« VTu 
wollen mm in eine specteile Betrachtung der verschiedenen Arten dieser FlSchen eingehen. 



In der 4. und 5. Fig^ur sind MN and BIN' swei gerade Linien^ die sa confooden Cnrven «weiter 
Classe, von welchen eine beliebige gezeichnet ist^ in der besprochenen Weise sich verhalten. F and G 
sind die beiden gemeinschaftlichen Brennpuncte. In Beziehung auf die beliebige Curve liegt der Fol tm 
MN' auf MN und ist also kein andrer als derjenige Punct N, in welchem suf der letztgenannten gerades 
Linie MN die beiden Linien PH und QS sich schneiden. FR und QS bestiameii sich aber dadurch , dats 
man durch M und die beiden Brennpuncte F und 6 zwei gerade Linien legt^ welche die Curve in des 
vier Puncten P^ Q, R und S schneiden und diese Puncte durch zwei neue gerade Linien verbindet. Dien 
Letztere kann noch auf andere Weise geschehen: PQ und RS schneiden sich in N', dem Pole von MN. 
Es ist hiemach bewiesen 9 dass zwei gerade Linien ^ welche durch den als beliebig angenommen la 
betrachtenden Punct M und die beiden in obiger Weise bestimmten Puncte N und N' gehen^ die von dea 
Linien MF und MG gebildeten Scheitel- Winkel halbiren. Auf diesen Satz haben wir uns im Texte bezogea. 
Liegt der Punct M insbesondere auf der Curve selbst, so ergibt «ich der allbekannte Spiegelongs-Satz. 

Wir wollen hier noch verwandte Beziehungen mit wenigen Worten andeuten. 

Wenn wir, von einem gegebenen Puncte M aus, an alle Curven zweiter Classe, die überhaupt vier 
gegebene gerade Linien berühren, hier insbesondere dieselben beiden Brennpuncte, F und G, haben, Tan- 
genten-Paare legen, so bilden diese. eine Involution (Entw. IL, 683). Nach unserer Definition C^i^li« ^ 
Note zu der angeführten Stelle) besteht überhaupt eine Involution von geraden Linien aus solchen Liniea- 
Paaren, die mit zwei gegebenen geraden Linien Systeme von vier Harmonicalen bilden. In jeder der 
beiden gegebenen geraden Linien fallen die beiden Linien eines Paares der Involution zusammen. Stehen 
diese beiden geraden Linien auf einander senkrecht, so halbiren sie die von den Linien jedes Pnares gebil- 
deten Scheitel- Winkel, und also bilden dann auch die Linien irgend zweier Paare mit einander gleiche 
Winkel. In dem Falle, den wir hier betrachten, geben durch den gegebenen Punct M, die beiden aaf 
einander senkrechten Tangenten MN und MN^ zweier in demselben Puncte sich schneidenden Curven : ia 
jede derselben fallen die beiden Tangenten eines Paares der Involution zusammen. Insbesondere geholt 
auch das System derjenigen beiden geraden Linien, welche den gegebenen Punct M mit den beidea 
Brennpuncten verbinden, in die Reibe der fraglichen Tangenten -Paare. Es ist also bewiesen, dnss die 
von einem beliebigen Tangenten-Paare und insbesondere von den durch die beiden Brennpuncte gehenden 
geraden Linien gebildeten Scheitel- Winkel durch die beiden Tangenten der in M sich schneidenden beiden 
Curven zweiter Classe halbirt werden. Unmittelbar hieran knüpft sich der bekannte Satz, dass zwei 
Tangenten, die man von einem gegebenen Puncte aus, an einen gegebenen Kegelschnitt legt, mit deiye- 
nigen beiden geraden Linien, die durch denselben Punct nach den beiden Büemipiiiicten gezogen iverdcn, 
gleiche Winkel bilden. 

Wir können den gegebenen Kegelschnitt der 4. und «^. Figur auch als einer solchen Reihe von Curvea 
ziv'eiter Classe angehorig betrachten, die alle dem Vierecke ABCD eingeschrieben sind und dieses Viereck 
so bestimmen, dass die Beruhrungspuncte auf den gegenüberliegenden Seiten, P und S,' Q und R, bezüg- 
lich mit den beiden Brennpuncten F und G in gerader Linie liegen oder, was auf dasselbe hinauskommt. 
dass durch zwei gegenüberüegeode Winkelpuncte, D und B, die beiden Directricen des gegebenen Kegel- 
schnittes gehen. Dann geboren zu den Tangenten-Paaren der bezüglichen Involution insbesondere aach 
diejenigen drei Linien-Paare, welche die drei Kneten-Paare A nnd C, H und L, 9 und B mit den belie- 
big anzunehmenden Puncte verbinden. Ist dieser wiederum der Punct M, so fallen die Linien der beiden 
ersten Paare in den beiden auf ehiander senkrechten geraden Liofea MN nnd MN' zuMmmen. Miu 
gelangen hiernach namentlich auch zn den folgenden Sätzen. 

Wenn ein Kegelschnitt nnd ein Punct M gegeben sind, so bilden diejenigen geraden Linien^ MD 
und MB, die diesen Punct mit denjenigen beiden Puncten D und B verbinden, in weleheft die Polare 
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J. Warn «• FUeke «bi Ellipaotd nai ikn OMckog «• tO^mU bi 

so jst ans den Gleiehnagen: 



3+^+ j^ - «. • Or) 



ersichtlich, dass X und fi beide positiv und kleiner als die Einheit sind, dass femer fi <! X. Setze» 
-wir demnach 

80 geht die Gleiehong C^} in die folgende über ' 

\irobei o derjenige Winkel ist, den die Ebenen der Kreissehnitte des Ellipsoids mit der UehttteB 
Axe desselben nnd also auch mit der ihr parallelen Directrix bilden« Da X <[ 1, ergibt sich 
d«<sin^ö. 

B. Wenn die Fläche ein einschaliges Hyperboloid and ihre Gleichung die folgende ist: 

X* y* £* 

so kommt: 

wonach X und fi beide positiv und beide gdtoser ab die Einheit sind; ttberdiess ut fi >* X und 
wenn wir, hiermit in Uebereinstlmmung, 

•etzen, so geht die Gldehung der FUehe in die folgende ttber: 

Bin'' & . 
wobei d« > 1 und ta derjenige Winkel ist, welchen die Ebenen der Kreisschnitte mit der Directrix, 
die auf der Ebene der beiden reellen Axen senkrecht steht, bilden. 

C. Wenn die Fläche ein zweischallges Hyperboloid und ihre Gleidiunff die folgende ist: 



;?-J-s-f:-«. <» 



desselben die beiden Directriceii schneidet, mit den beiden durcli denselben Panct gellenden Tangenten^ 
MT und MU, so wie mit den beiden durch die beiden Brenspunete gesogenen g«nden linien, BIF ubA 
MG, gleiche Wftikel. 

Wenn min Ott einen g eg e b enen Kegelschnitt eine TeUirtiadige Tierseiiige 9lg«r hesekrelbt, deren 
Bwei gegenübeifiegende Wlnkelpuncte, D und B, »nf den beiden Dfrectrieen 4eeselhen Hegen, so stehen 
diejenigen beiden Diagonalen, AC und MN*', welche die beiden andern Paare gegenaberliegender Winkel- 
poncla Terbinden, auf einander senkrecht 
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wobei wir, in Pebwi lw i H— t g »it dM B«ÜiigagM (8)» ß*' kkbm «k ^< Mha«, «o hmmt: 

wonaeli X positiv and {i negativ ist Setzen wir demnaeh 

X-f. = ^«j* +lj =p», 

■• kSnnen wir die Gleiclmng; (4> «af die nachstehende Form bringen; 

'«•bei a derjenige Winkel ist, den die Ebenen der Kreissduiitte mit der kkineni Xeben-Axe bilden. 
Die folgenden beiden Gleichungen 

Cx— O = fy-j'O tamgö, X— x'' = — (jr— y^ tango» 

stellen mithin zwei solche Ebenen dar, welche durch die Directrix gehen und den Krelsschnitt- 
Ehenen der Fliehe parallel sind. Da wir den Werth von p^ auch unter der Form 

\ XJ cos^o 

achreiben können, und % >- 1, so ergibt sich p^ >• — J"**) 

cos a> 

D. Wenn die Fläche eine imaginäre und ihre GUetchung 

X* T^ Z^ 

ist, so jseigt sich diess darin, dass % und ;« in der Gleichung (4) beide negativ werden.' 

tl4. Nehmen wir zweitens die Gleichungen (5} und (7) als identbche, so ergeboi sieb die 
folgenden sechs Bedingungs-GIeichungen: 

x'-Xx" = 0, y' = 0, %'—vs"^9, 

(Ttx'«— x'äD+C»'«^— «**) — ?', 
and Ueraos 

a» — j32 r^-'ß^ 



X 



*) In der Gleichangt-Fonn (25) stellt sich die Directrix als die DiirchtchnitU-Liaie sweier reellen Kreis- 
■r h nitt Ebtayi, in den CUeidMUfirennen Cl^) und (29) aber ala die DurcImchniita^Unie sweier imapniren 
K r aiss c aii iU Bfc i ni der. IleMselb«n Untenehiede werden wir aucli in den folfenden KaiwicUnngen be- 
gegnen. Wir w«lUn daher Directrie«n erster Art md Directricen sweiter Art uatencfaciden ; 
durch jene gehen swei reeUe Kreisschaitt-Ebenen^ durch diese sieht. 
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Wir erhalten bier^ und zv«r bei allen Flächen zweiter Ordnung mit einem Mittelpnnete, flfar 
den Ort der Focalpnncte die F«ed-Hyperbel der Fläche (191) nnd für den Ort der Direetricen 
einen geraden hTperboIiaehen Cjlin^er, dessen Baais mit der Focal-Hyperbd in demeelben B^xq^ 
schnitte liegt. Die Resnltate der 811. und SIS. Nummer gelten auch hiee, mit Modtfcatimen, dat 
sich von selbst ergeben» 

J. Wenn die Fläche dtf durch die Gleichung (17) dargestellte EUipsoid ist, so wird in 
Folge der Gleichungen 

^ = *-^' ■ ' = ^--^^ C»> 

X positiv und v negativ. Setzen vir demnach 

Gl 1\ . V Ä*— y* a« 

7-a^)^^^ -X = Z^r-2 = tangS (81) 

80 können wir die Gleichung (5) folgendergestalt schreiben : 

Hier bedeutet m wiederum denjenigen Winkel, welchen die Ebenen der Kreisschnitte des Ellipsoids 
mit der ideinsten Axe desselben bilden, und da X <1 1, ergAl sich: 

COS^O dOS^O* 

j?« Wenn die Fläche das durch die Gleichung (SO) dargestellte einschalige Hyperboloid 
ist, so kommt: 

Dann sind X und v beide positiv und es ist 9^ >» X, so dass wir 

setzen können, wonach die Gleichung (5) in die folgende übergeht: 

(i-xO»+7^+C^-^^ = *«I(x-x^O* + rip,(^l^^) (2-^0»|. (88) 

Es ist hierbei X = ** <; 1 und zugleich ;> ^*°'^{"a — ®) ^^* (s" — ®) bedeutet den Winke), 
den die Kreisschnitt-Ebenen der Ftäcke mit der Axe Y und also auch mit der Directrix bilden. 

C. Wenn die Fläche das durch die Gleichung (S8) dargestellte zweischalige Hyperboloid 
ist, 80 .kommt 

Setzen wir hier, wo X und v beide positiv sind und X ^ vi 
so tTfslk\ siek für i» Okkfcinv d«r FüMe: 
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(x-xO^ + y«+ iz-if)^ .= a« j (z - £'0'+ v^ (x-x'O^ I , (35) 

wobei 3^ <1 1 mid zugleich 9^ >* sin^o. Es bedeutet o wieden^ denjenigen Winkel, welchen 
4Ue Kreissebnitt-Ebenen mit der Axe Y und also anch mit der Directrix bilden. 

/>• Für den Fall der imaginären Fläche (96) werden X and v beide negativ. 

215. Nehmen wir drittens die Gleichnngen (6) und (7) als identische, so ergeben sick, 
am einfachsten durch eine blosse Buchstaben-Yertauschung, aus (IS) ^(14) oder (S7) — (t9) die 
falceiiden Gleichungen: 



ß2_ai y^ — a« 

Die ietztoi beiden Gleichungen atellen imaginäre Oerter dar. Es uribt keine entsprediendei 
reellen Focalpuncte und auch die Directricen sind imaginär. Die Gleidiangs-Form (6) isl also bei 
reeUer Constanten-Bestimmung nicht mOglicL 

tl6. Wenn die Fläche «weiter Ordnung insbesondere in em Paraboloid fibergeht — oad 
dieas kann nothwendig der Fall sein, weu ftberhaupt einem aolchen dn Rotations -K^el sich bh* 
schreiben lässt (tiO) — können wir an die Stelle der Gleichung (7) die folgende setzen : 

•^ + — = to. an 

p i 

Dana sind p und q die halben Parameter der beiden Hauptschaltte des Paiaboloids, die m des 
Ebenol XY und XZ liegen. Wenn p und q beide gleiches Zeichen habca^ und dun ktaMn vir 
beide posilir und 

p>« on 

nehmen, so. ist das Paraboloid ein elliptisches. In dem Falle eatgegeugesetster Zeidien, wollen 
wir, in Uebereinstimmung mit der vorstehenden Bedingung, p positiv und q nq;ativ nehmen; dann ist 
das Paraboloid ein hyperbolisches* 

Setsen wur hiernach erstens die Gleichungen (4) und CM) i4entiscb| so kommt: 

F 

x' — Xx"«=q, y^— (iy" = 0, 1^ = 0, 

Md Uenns: 

y'^-t(p-«)(x'-4q) = 0, (») 

j"^-;r^ (x'' + iq)=0. (Ä) 

p — q 

Da Mf verschwindet, so liegt der Focalpunct in der Ebene XY und kann in dieser Ebene beliebig 
auf der durch die GMchnng (3B), in der Voraussetiung, dass wir y^ und x^ als veränderlich betrach- 
ten, dargestelltea Parabel angenommen werden« Diese Parabel ist die erste Fecal-Parabel des 
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Paraboloidfl (t06). Die entspreehcHde Directrix steht auf derselben Coordinaten- Ebene seniaredri 
und 18t eine Seite des doreh (40) dargestellten parabolischen Cyllnders. Die Basis des Cjrlinders 
nnd die Fooal-Parabei sind sageordnete Polar-Car?en in Besiekang anf die Durdlsebnitts-Parabel der 
Flache in eben dieser Coordinaten-Ebene. Wir erhalten femer 

f-r' y ' 

X' *x" "* p ' 
1' — x" = q. 

Aas den ersten dieser drei Gleichongm ist ersichtlich^ dass der Fasspunct C^'^ y\ 0) der Directrix, 
in Beziehong anf die Darchschnitts-Curre in dem Haaptschnitte XY, auf der Polaren des Focalpunctes 
und dieser auf der Polaren jenes Fussponctes liegt; die zweite Gleichang zeigt, dass eine Ebene, 
welche durch die Directrix and den Focalpunct geht, die Focal-Parabel in letztgenanntem Pnncte 
rechtwinklich schneidet, die dritte Grieichung endlich, dass die Projection ^der kürzesten Entfernung 
des Focalpunctes von der Directrix anf die Axe des Paraboloids constant und gleich q ist. 

Setzen wir zweitens die Gleichungen (5) and (36) identisch, so erhalten wir, einer einÜEiehen 
y ertauBchung yon z und j, q und p, v and ft entsprechend , 

X = l, v=5^^^, (41) 

»'^ + 2(p-.0(»'-|P) = 0. («) 

*"' + -^ (x + 4p) = 0, (48) 

P— i 

X' — X'' = p. 

Die GleielMing (4t) steik die zweite Focal-Parabel dar (tOS). 

Was drittens die Gleiehnngs-Form ifS) betriA^ so ist es onnKIglieh, dieselbe mit (80) idMithdh 
za maiAen* 

A. Nehmen wir fiir den Fall des elliptischen Paraboloids den Focalpunct auf der ersten gana 
inneilialb der FUche liegenden Focal-Parabel (89), so können wir, indem wir 

p — q q q 
u = ^ cos*«>, — = sin^cD, ss= — tang'ci), (44) 

p f q-p 

setzen, die Gleichung (4) auf folgende Weise schreiben : 

(x-xO«+(y-y')« + I* « sm^d^-e) j Cy-y^)* +-^t! ^ <«-*')' i («) 

\ sin (.3^""®J ' 

Es bedeutet hier m denjenigen Winkel, welchen die Kreisschnitt-Ebenen mit der Axe X, der Axe 

des Paraboloids, bilden. Diese Ebenen stehen auf dem Haaptschnitte XZ, der die Durchschnitis- 

Parabel mit dem kleinem Parameter Sq enthält, senkrecht und bilden also mit der Axe Z, die hier 

der Directrix parallel ist, den W^inkel (|^ — (0). 

Nehmen wir den Focalpunct auf der zweiten, die Fläche sehneidenden, Foeal-Parabel (4Q an, 

so wird, wälirend X der Einheit gleich bleibt, v negativ und nach dem Vorstehenden gleich 

— tang (^9r — o). Alsdann geht die Gleichung (5) in die folgende über: 

Cx-xO«+yH(z-zO^ .(x-x-)-~('--';0^*"g'a^-«». (46) 
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9lie Mdea GleiduuigeH 

a— z" = ± (x— x") tango 

igdldE Uer dkjeaig« beiden Kreiaseluiitle der FUdke daf, wdelie dwth die THrnkbi, die der Aze 
Y parallel ist, gehen. 

B. Für den Fall des hjperbo^lischen Parabaloida ist 

tang^« » - ^% (47) 

indem wir denjenigen Winkel o nennen, welche solche Ebenen, die die Fläche nur in einer einzigen 
geraden Linie schneiden, mit dem Hauptadintite XY bilden. Deranaek ist femer 



coa'o ssr — 2 — m^Q «s 



p-q 

Nehmen wir hiernach den Focalpunet aaf der ersten Focal-Parabel (99), so kommt 

1 



X = 1, ^ = 

wonach die Gleichung (4) in die folgende fibergeht: 



sin^i»' 



(x-x0^+O-y0*+z^ = (x-x'o* + ^ Cy-y'OS (48) 

und €9 derjenige Winkel ist, den die oben beteidmeten Schnitt-Ebenen, welche die Kreissdinitt- 
Ebenen vertreten, mit der Axe Z, der die Directrix parallel ist, bilden. 

Nehmen wir den Focalponct aof der zweiten Focal-Parabel (42), so kommt: 

' €08 ^e sin^CJw — »)' 

wonadi die Gldchwig (d) (olgende Form annimial : 

(x-xO* + y^+(a-zO« = (x-x'O^ + ^^ l _ (z-z'OS C49) 

und ($?r— o) der Winkel ist, den die Directrix mit deu fraglichen Schnrtt-fibenen bildet. 

217. Um der Anschauung zur HQIfe zu kommen, füge ich f&r die Tetadiiadenen HauptDUIe 
eine bildliche Darstellung hinzu. Da sichs hierbei zunächst um Constructionen in den drei Haupt- 
schnitten der Fläche handelt und diese für jeden der acht Theile» in wddie diese Flädie dnrek die 
in ihrem Mittelpuncte sich schneidenden Coordinaten- Ebenen getheilt wird, symmetrisch sind, so 
dinken wir uns in den Figuren «, 7 und 8 die Ebene des Hanptscknittes ZX um die Axe X od 
die Ebene des Hauptschnittes ZY um die Axe Y so lange gedreht, bis beide mit der Ebene des 
Rauptschnittes XY zusammenfallen und flihren die Constructionen nur für denjenigen Hieil der 
Fläche aus, welcher in der von den positiven Axen-Richtungen gebildeten Ecke liegt. 
Fi«» 6-10 ^^ ^^^ ^' '*^'' ^'^^^ ^^' ^^' ^^ **® grosse, mittlere und kleine Halb -Axe des Ellipsoids 
°' (17) ; AB, AC und BC die Durchschnitts-Eliipsen h den Hauptschnitten der grossen und mittlern, 
der grossen und kleinen und der mittlem und kleinen Axe. Die Kreisschnitt-Ebenen stehen auf der 
Ebene des Hauptschnittes der grossen und kleinen Axe senkrecht und schneiden diese Ebene In rwei 
Systemen von geraden Linien, die bezuglich mit OK und mit der Tangente der Dnrchschnitls-Canre 
im Kreisputtcte Q parallel sind. Es ist m der Winkel, den die Kreisschnitt -Ebenen, deren zwei 
durch die mittlere Axe OB gelNB, mit der kleinen Axe 00, und folglich (J ^r— oi) der Winkd, 
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d«ii ■» nit der grossen Ase OA UUen. Die Foeal-ElUpse, wdc&e n den Ifeaptsiteilte iUr 
gmseii mid mbtlern Axe Kegl» ist F^MI^^ sie gekt dsrch die Ptaele F^ md P', vddke Bronne 
psncte der Mdea WUfBm AG imd BC rfwL Der geometriseibe Ovt Air die MgeiiOilgen Direeirteeft 
iweiter Art ist eia eiliptisdier Cjlinder, der auf der Ebene dieses HirapIsdMihtes senkreclit steht nad 
dieselbe in der EHipse IKND^ sebseidet; er enthlflt die beiden geraden Linien D'GK und D'«K% 
veldie angieidk Dureetricen der beiden Ellipsen AO und BC sind, die F^ und F^^ su Brennpnnisten 
liaben. M ist irgend ein Foealpnnct, N der Fasspimct der aengiMngen Direetrix, und (19) die ent- 
sprediende CUeicfcongn-F«», Die Focai-Hyperbel, wdebe in der Ebene der gr<>8Bcn und kleinen 
Axe liegt, ist M'FQ; sie geiit dnrcb den Brennpnnct F der Ellipse AB und dinrch den Kre^pcmet 
0, der anf der Ellipse AC Hegt Der g«ometrisclie Ort für die sageiiörigen Directricen erster Art 
ist ein hyperbeUseber Cylmder, der auf der Ebene der grossen und kleinea Axe senkrecht steht und 
diesdbe fai der Ifyperbel DN^ sehneidet ; DG ist efaie Sdieileilinie desselben und zogiekh eine DI- 
reetrix der Dnrckaehnitts^Uipse AB. M^ ist irgend ein Focalpvnot, N' der Fnsspnnet der sugeho* 
Tigen Direetrix erster Art, N^S nnd N<T sind diejenigen beiden geraden Linien, in iRvlche die dureh 
dieselbe parallel mit den Xreissehnitten gelegten Ebenen die Ebene der grossen und tdeinen Axe 
schneiden: (31) ist die entsprechende Gleichungs-Form. ' 

In der 7. Figur sind OA und OB die beiden HaBi^Axen nnd OC^ ist die halbe Neben-Axe des 
dorch die Gleichung (SO) dnrgeateUten einschaiigen HfperhiMds. Die Durchschnilte^CnTen in den 
drei Hauptschnitten, sind die Ellipse AB nnd die beiden Hjperbnln AV nnd BW. Dnidi die grössere 
Axe OA gehen n^i Kreisschnitte and bilden mit der Neben-Axe OC' den "Winkel w und ako mit 
der kleineni Axe OB den Winkel (i ^ — «»). OK ist die gerade Unie^ in ^mlcher einer dieaer 
leiden Kreisschnitte die Ebene der Ueinern Axe nnd der iTeken^Axe, onf dar sie senkrecht fliehen, 
schneUet Die Fecal-*£ll{psn, ^e in der Ebene der beiden reellen Axen U^ ist F^MP^'^ und 
geht dnrdh F^ einen Brennpnnct der Hyperbel BW. Der geometiische Ort fdr dt« nngeUrigen Di- 
rectricen ist ein cil^tisdier CbrMnder, der die FUdie nUht nchncidel ond die Neben-Axe dereelben 
za seiner Axe liat; er steht anf der Ebene der beiden reellen Axen «enkracht nnd sdineidet sie in 
der Ellipse D«D^; D'CK und D'H3^ sind awei Bchekellinien desselben und nogleich zwei Dir^e-* 
tricen der beiden eben genannten Hjperbeln AV und BW. DieFocnl fljperbel, die in deri^ene 
der grUsneni Axe OA nnd der M«ben-Axe DC^ liegt, ist FM^ und geiit dmdi F, eben Brennpunct 
der Dnrdbschnitts-Sliipse AB in der Ebene der beiden reellen Axisn. Der «^nmetrisdie Ort iür die 
nogehMgen Dirtetricen ist ein die Fliehe nicht schneidender hjperhnlisdier C^der, der nnC der 
Ebene der Foeal -Hyperbel senkrecht stdit und diesdbe In der HjperM B» achneidtt. DG iel 
aine ScheiteBinie dieses Cyünders und aai^eich eine Direetrix der »nreftnehnitts-EtUpse AB. «fe 
nnehdem isir den Foealpunct anf der Focat-Sapse etwa k M nder nuf dar F4M»14^rperibel eiwn In 
M^ annehmen, können wir die Fläche durch die Gleichungen (ßX) oder £3» darstellen. Es sind 
N nnd BP die Fossfiaiete der nmehdri^m Directrieen, die in dem Falle des ehnohaligen Hyperbo- 
loids beüesmal ¥on der xweitan Art aind. 

In der & Fignr Ist OA dfe reelle lIalb.Axe,OB^ die falbe kleinere nnd OC' die halbegrOsseen 
Neben-Axe des dnrch die Gleidmng (t5) dargestellten Kweisehdigen.ii7perheloids. Die Durchschnitts- 
Ciirve in der Ebene der redien Axe nnd der kleinem Neboi-Axn isr die Hyperbel AQU, dieDnrdi* 
scfcnItts-Cnrre In der l^bene der reellen Axe nnd der grdssem Neben-Axe die IfypeAel AV. Die 
Kreieachnitt-Ebenen nteiMn auf der erstem ffleser betden Ebenen soricrscht, nsd tfne.denielben schnei« 
det diese Ebene In der gmulen Linie OK. Die Focal-EHIpae PQF^ schneidet die Hypei«ei 
AQU in derselben Ebene in dem Kreispuncte Q und hat den Brenq^unct F' der andern QyperiM 
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AV %n eittem Seheilel ihrer grosaen Axe. (Der Selieitel ihrer kkiiMi Axe ist der redkl 
F^' der imaginären Dnrchschiiitte- Gurre in der Ebene .der bdden Neben«Axen.) Die sngehdrigoi 
Directrieen sind Ton der erstoi Art, and der Ort für dieselben ist dn dliptieeher Cylfaider, der aaf 
der Ebene der Focal-Ellipse senkrecht steht nnd dieselbe in der Ellipse D^D,, sdmödet. D'CK 
nnd 'DffQft sind zwei Seheitel-Linien dieses Cjllnders, die erste ugleidk IMrectrix der Dorehsehnti»- 
I^erbel AV, die zweite, deren zugehörigem Focalpnnete F^^ ein negatives j entspricht , sogleich 
eine Directrix der imaginären Dorchschnitts-Carve in der Ebene der beiden Neben-Axen. N ist der 
Fosspunct einer Directrix, die beiden durch dieselbe gelegten Kreisschnitt-Ebenen schneiden die Ebene 
der Focal-Ellipse in den geraden Linien NS und NT. Die von diesen Ebenen gebildeten Sdieiiel- 
Winkel, innerhalb weldier die Fläche liegt, ist (?r — So), wie in dem Falk des EUipnoida. Die 
Focal-Hyperbel FM', die in der Ebene der reellen Axe und der grossem Neben-Axe liegt, gdt 
dmrch F, einen Brennponct der Durchschnitts-Hyperbel AU ; der Ort für die entsprechenden Dire^ 
tricen zweiter Art ist ein gerader hjperbolischer, die Fläche uwscUiessender Cyiinder, desnen Ba« 
DN'j und der DG, eine Directrix der eben goninnten Durchschnitts -Hyperbd AU, m einer neiaer 
Scheitel-Linien hat. M' ist ein Focalpunct, N' der Fusspunct der sugehOrigen Directrix and GS] 
die entsprechende Gleichungs-Form. ' 

In den Fällen der 6 — & Figur sind die Ellipse F^^^ nnd die «Tperbel F J awei xnnnynenp- 
hdrige Focal-Curyen, die beiden Beennpancte der erstem sind djie Scheüel der Qoer-Axe der lelstan, 
die beiden Brenupuncte der letstern dici Scheitel der grossen Axe der erstem* 

In den Fällen der beiden Paraboioide CB6), wo ein Hauptschnitt unendlich weit liegt, 
wir Ton den beiden übrigen den ersten XY in der Ebene der Figur an, und denken nns doi si 
XZ durch eine Drehung um die Axe X in dieselbe Ebene snräckgefiihrt. 

In der 9. Figur sind OU nnd OV die beiden Durchschnitte-Parabeln eines elliptischen Para- 
boloids in den beiden Hauptschnitten, jene mit dem grossem, diese mit dem kleinem Parameter. 
Die erste Focal-Parabel ist F^M und ihr Scheitel F' der Brennpunct der Durchsehnittn-Pandbd OV; 
der Ort der xugehMgen Directrieen zweiter Art der gerade parabolische Cylinder, der jyN rar Ba« 
hat; die Direeirix der Durchsdmitts-Parabel OV ist seine Scheitel-Linie. M ist ein Focalpnnct, S 
der Fusspunct der sugehdrigen Directrix und (45) die entsprechende Gleichungs-Form« Die «weite 
Focal-Parabel ist FQ, sie geht durch den Kreispunct Q. nnd durch den Brennpunct F der Parabel 
OU ; der Ort der nugehörigen Directriom erster Art der gerade parabolische Qjlinder, dessen Bas» 
DN^ und dessen Scheitel-Linie DG die Directrix der Parsbel OU ist Der Gleichongs.Fiimi (46) 
entspricht die Annahme irgend eines Focdpanctes M^, wo dann N^ der Fusspunct der xngelidrigen 
Directrix ist, durch welche xwei Kreisschttitt-Ebenen gehen, die die Ebene der «weiten Fnonl-Parabci 
Bi den beiden geriden Linien N« und N'T schneiden und eine« Winkel, innerhalb denaeMbcn die 
ffUlshe liegt, bilden, der gleich 9m ist 

In der 10. Fignr sind OU nnd OV die beiden in entgegengeselsiem Simie oieh iflhteden P^n- 
beln in den beiden Hauptsehnitten eines hyperbolischen Paraboloids. Die erste Fonat-Pmahel 
ist Fll, die aweite FM'; Die Scheitel dieser beiden Fdcat-Pftraheln sind beaBgUch die beiden 
Brennpuncte F' und F der beiden Parabeln OV md OU. Die sugehdrigeü Directrieen aind bndcsnni 
▼onlder «weiten Art, der Ort für diesdben die beiden geraden parabniischen Cylinder, dum Bann 
besüglich IKN und DSP und deren Scheitel-Linien, D^G^ und DG, dieDirectrifett der.b^enPanbA 
OV und OU sind. Je nachdem wir den Focalpnnct auf der ersten oder «weiten Foeal*Pambcl an- 
nehme, etwa in M oder M^, ergeben sich die Gleichungen (48) oder (49>. Der Fusspoict «kr 
entsprechenden Directrix ist N oder N^ 
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In im Fällen der 9. und 10. Figur sind FJ und F^J^ swei zoBammmgthßrlgt Focal-Parabeln, 
die jedesmal gleichen Parameter haben. 

tl8. Die In dem Vorstehenden betrachteten Flachen, das Ellipsold, die beidei» Hyperboloid« 
und die beiden Paraboloide lassen sich und zwar auf zwiefache Weise durch eine CKeiehnng von 
der Form der Gleichung (3) ansdrQcken. Diese Gleichung' selbst nimmt, je nachdem die beiden 
linearen Functionen s und t reell oder ima(^när sind, die Form der ersten oder sweiten der nadi- 
stehenden Gleichungen an : 

(.-xo'+^ = P'. t'-o;+<>,-fO'.^'° , i 

^ 1 + tang'^ct) 

= p^ t Cx — x'O'cos^oj - (j -y'O^sin'o ! ; 

Indem wir der Kiirze halber 

Cx--xO^+Cy-yOHz«s R\ 

Cx— x'Oco8ö+(y— y'Orfn® ^- », Cx— 3i'0cos»— (y— y^')«»« = T, 

setzen, kf^nnen wir Sie Oleichongs-Form L a«eh Mgendeigestalt sehreiben: 

R« SS p^T. (50) 

Auf irgend einen gegebenen Punct der Fläche bezogen, erhält R die Bedeutung des Abstände« dieses 
Punctes von dem Puncto (x^y^,0) und S und T erhalten die Bedeutupg kttrzester Abstände desselb^ 
Panctes von den beiden Ebenen 

S = 0, T = 0. 

Wenn irgend ein Punct und zwei Ebenen gegeben sind, so ist der geometrisehe 
Ort solcher Puncto, deren Abstand von dem gegebenen Puncte zu der mittlem 
Proportionalen aus den kürzesten Abständen von den beiden gegebenen Ebenen 
in einem gegebenen Verhältnisse steht, eine Fläche der zweiten Ordnung. 

Diese Fläche ist immer eine nicht geradlinige und zwar, was ein Blick auf die Gleichungen 
C31), (46) und (25) unmittelbar zeigt, ein Ellipsoid, ein elliptisches Paraboloid oder ein 
elliptisches Hyperboloid je nachdem 

COS^IO C08^6> COS'iii) 

Es bedeutet o die Hälfte des W^inkels, den die beiden gegebenen Ebenen mit einander bildeD^ wobei 
. zu berücksichtigen ist, dass wir diesen Winkel so wählen mtfssoi, dass, für Poncte innerhalb des^ 
selben, S und T entgegengesetzte Zeichen haben. Der gegebene Punct ist einFocalpunet der Flädue 
und liegt auf derjenigen Foeal-Cnrve, die diese Fläche in den Krebpuncten schneidet, nnd also für 
den Fall des* Ellipsoids auf der Focal-Hyperbel (in der Ebene der kleinsten und grdssten Axe), für 
den Fall des elliptischen Hyperboloids auf der Focal-Ellqpse (i^ der Ebene der reellen Axe nnd der 
kleinem Nebenaxe) und für den Fall des elliptischen Paraboloids auf der Focal-Parabel in dem 
Hauptsehnitle des kleinem Parameters. Die Durchschnitts-*Linie der beiden gegebenen Ebenen isl 
die zugehörige Directrix; diese,£benen selbst sind Kreisschnitt-Ebenett der Fläche, die Durchschnitts- 
Kreise in ihnen aber imaginär, was ans der Gleichung (SO) unmittelbar ersichtlich ist» Nur in dem 
FaUe, dass der gqjebene Punct in den Kreispunct fUlt, berührt eine der beUen Ebenen die FJäche, 
sonst können beide keinen Punct gemein haben. Durch Umkehrung ergibt sich der nachstehende 8aiM^ 
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Wenn man von irgend einem Pancte einer gegebenen nicht geradlinigei 
Fläche «weiter Ordnung nach einem auf derjenigen Focal-Garve, welche durch 
die Kreispn/icte der Fläche geht, beliebig angenommenen Fecalpuncte eine gerade 
Linie Kieht und auf diejenigen beiden Kreisschnitt^Ebenen der Fläche, welche 
in der xngehdrigen Directrix sich schneiden, Perpendikel fällt, so steht jene 
gerade Linie au der mittlem Proportionalen aus diesen beiden PerpendilLel ia 
einem constanten Verhältnisse* 

Si9. Bei einer andern Annahme von Focalpunct und Directrix bleibt diess constante VerhSltniss 

immer unverändert dasselbe. Um es Tür eine gegebene Fläche m bestimmen, wollen wir die Gleiehmig 

(50) mit der folgenden zusammenstellen 

S =5= T, 

wonach für die Pnncte der Durchschnitts-Curve in der durch die letzte Oleichnng dargestellten Ebeae 

R = pS 

sich ergibt. Statt des Abstandes S kiSnnen wir die kürzesten Abstände solcher Puncte von der 
Durchschnitts-Linie der beiden Ebenen 8 und T einfuhren mid dnrch L bezeichnen. Es ergibt siA 
nemlich, wenn vir bertickaichtigett, daes derjenige van diesen Ebenen galtüdete Winkel» iuarhalb 
dessen die fraglichen Punde liegen, (pt — 2(o) ist: 

S =: Lcosco 
und hiemach, indem wir 

pCOS«) ^ f( 

setzen : 

R == fiL. (51) 

Jf nachdem 

u < 1, p = 1, P > 1» 

ist die Fläche ein Ellipsoid, ein elliptisches Paraboloid oder ein elliptisches Hyperboloid. 

Die vorstehend«i Entwidcelungen geken für alle Fälle, wo auch der Focalpunct auf der be- 
züglichen Focal-Curve U^n mag, nehmen wir ihn insbesondere im Scheitel dieser Curve an, so 
liegt die fragliche Durthschnitts-Cnrve in demjenigen Hauptschnitte, welcher im Falle des Ellipsoids 
die grOsste und mittlere Axe, im Falle des Hyperboloids die reelle Axe und' die grössere NebeiH 
Axe, im FaUe des Paraboloid^ den grossem Parameter enthält. Es ist somit bewiesen, dass für alle 
Puncte einer gegebenen Ellipse, Parabel und Hyperbel das Verhältniss der Abstände von einem 
Brennpuncte (jener Scheitel der Focal-Curve der Fläche) und von der zugehörigen Directrix (zu- 
gleich Directrix der Curve im engem Sinne) constant ist und dass die Art der Curve davon ab- 
hängt, ob fieses Verhähniss kleiner als die Einheit, gleich der Einheit oder grösser als dieselbe ist 
Aus diesem Verhältnisse (fx) ergibt sich unmittelbar der constante Coefficient f. 

Wenn der Focdpunct auf der fraglichen Focal-Cnrve fortrfidrt, bleibt die schneidende Ebene 
mit sich selbst und dem eben bestimmten Hauptsdinitte parallel, sie enthält noch Mt Directrix, lAcr 
mcht mehr den Focalpunct. Wir sehen also, dass der eben angezogene Satz noch eine Yerallge- 
meinerong zulässt und dass tr für eine gegebene Curve auch dann fortbesteht, wenn der Foealponct 
(ursprünglich der eigentliche Brennpunct) aus ihrer Ebene herausrQckt, während sich die Directrix 
in ihrer Ebene parallel verschiebt. Auf die desfallsigea nähern Bestimmungen werden w^ baM 
zurücUcommen (Stt). 

Wenn wir durch die Directrix, welche Lage dieselbe auch haben mag, irgend eine Schnitt-Ebene, 
deren Gfleichung, bei Annahme irgend eines positiven Werthes fttr x die folgende ist: 
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legen, so erhalten wir (Ir die Dnrdiseknitfo-Canre in derselben wiedernm die OHelekong C^l>9 nur 
dase fi einen andern WerA bekommt. Wenn vir insbesondere riso die Sebnitt-Ebene dnreli d# 
2ageh9rigen Focalponct legen, wobei diese Ebene anf der FocaUCarve senkrecbi steht, so ist dieser 
Foealpnnet ein Brennpanet der Dnrchsehmtts-Carve. 

220. Wenn wir bloss solche Fancte der Fläche betraehten, welche in demjenigen Hnaptsehnitte 
derselben lie^n, der auch die Kreispuncte enthält und zugleich berOeksiehtigen, dass dieselbe Dnrch- 
schnittB-Curve in diesem Hauptschnitte nnendlich vielen Flächen zweiter Ordnung, der«n jede efaM 
besondere Focal-Curve bestimmt, angehört, so ergibt sieh der fdgende Satz. 

Wenn ein Kegelschnitt gegeben ist, so kdnnen wir In der Ebene desselben einen Pnnct wiM* 
kührlich annehmen und dann in derselben Ebene zwei gerade Linien immer so bestimmen, daos Am 
Yerhäitniss des Abstandes eines Punctes des K^elschnittes von dem angenommenen Pvnete zu der 
mittlem Proportionalen aus den kürzesten Abständen Ton den beiden geraden Linien constant ist. 
221. Betrachten wir diejenigen Puncto der durch die Gleichung 

R2 = p«ST 

dargestellten Fläche, welche unendlich weit liegen, so können wir um die Richtung zu bestimmen, 

nach welcher sie nnendlich weit liegen, annehmen, dass die Ebenen S und T durch den Foealpnnet 

gehen, und erhalten also die Asymptoten der Fläche, wenn wir diesen Punct in den Sfittelpunct 

derselben verl^en. Setzen wir hiemach 

S . T . 

- = amn, ^ = sini?', 

so ergibt sich 

•Imjsim?'-!, (SO 

wobei ri und rt' diejenigen Winkel bedenten, welche die jedesmalige Asymptote mit den Kreisschnitl- 
Ebenen der Fläche bildet. Diese Gleichung, die nur fttr den Fall den oU^iischen Hyperboloids, wo 

— :<Ccos'€»y bestehen kann, ist ais die Gleichung des Asjmptoten-Kegels dieser Fläche an* 

zusehen. Berficksicbtigen wir zugleich, dass die Kreisochnkte der Fläche zngleich and die; Kreis- 
schnitte des Asymptoten-Kegeis sind, so eif;ibt sieb-immktdbar der fdlgende Satz. 

Jede Seite eines gegebotten Kegels zweiter Ordnung bildet mit den bald e« 
Kreisschnitt-Ebenon desselben Winkel, dpren Sinus ein c-onatantes Prodaet 
geben. 

222. Wir wollen ferner, der Kttrze halber, 

(X -X'O' + JL (y - y")2 = D« 

setzen. Dam stellt diese Gidchang, als eine nicht identische betrachtet, einen geraden Cylinder mit 
elliftiscfcer Basis dar, nnd D bedeutet die grossere Halb-Axe dieser Basis oder, was dasselbe heisst, 
den Abstand Jrgend eines Punotee dieses Cylinders von der Axe desselben, parallel mit derjenigen 
Ebene genommen, die. den Cyliader in Kreisen sohneidoi; denn de» Radius dieser Kreise ist jmor 
grossem Halb-Axe gleich. Die Kreisschaitte, die durch die grossere Axe der Basis gehen, bilden 
mit der Aza des Cylinders einen Winkel o. Wir können hiemaeh, iadeAi wir zugleich die Quadrat- 
Wmzü aimziehen, der Gleichung O. die folgende Form geben : 
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R = a.D. (54) 

Wenn irgend ein Pnoet, eine i^erade Linie und, der Richinng back, eine Ebene 
|;egeben sind, so isl der geometrische Orl solcher Puncte, deren Abstand von dem 
•gegebenen Puncto su dem Abstände von der gegebenen geraden Linie, dieser leti- 
tere Abstand parallel mit der, der Richtung nach, gegebenen Ebene genommen, in 
«inem gegebenen Verhältnisse steht, eine Fläche der «weiten Ordnung, 

Werfen wir einen Bliek auf die Gleichungen Cl03» (223* CSS), (353, C^), (48) und C49), so 

flehen wir, dass ein System von Kreisschnitt-Ebenen der Fläche die gegebene Ebenen -Riciitiiiig hat, 

ond wir erhalten sogleidi das andere System, wenn wir Ebenen so legen, dass sie gegen die gegebne 

gerade Linie gleich geneigt sind nnd ihre Durchschnitts-Linien mit den Ebenen des emtea STsteas 

aa( der gegebenen geraden Linie senkrecht stehen* 

Wenn erstens 

I 

* < sin© 

80 ist die Fläche ein Ellipsoid (10), wenn zweitens ' 

S = sinco, 
ein elliptisches Paraboioid (45), wenn drittens 

i >* sine» <C 1 
80 ist die Fläche entweder ein ein- oder ein zweischaliges Hyperboloid (3S), (85); wai 
viertens 

»8= 1 

00 ist die Fläche ein hyperbolisches Paraboloi4 (48), (49) nnd fünftens endlich, wenn 

«in hyperbolisches Hyperboloid (tt). 

Wenn wir umkehren, so ergeben sich die folgenden beiden Sätze: 

Wenn man von einem Puncto einer gegebenen nicht geradlinigen Fläche zweiter 
Ordnung nach einem auf der^ die Fläche nicht schneidenden Focal-Cnrve liegenden 
Focalpnncte eine gerade Linie zieht nnd von demselben Puncto, parallel, mit einer 
Kreisschnitt-Ebene, was auf doppelte Weise geschehen kann, eine zweite gerade 
Linie nach der beziiglichen Directrix, so ist das Verhältniss dieser beiden geraden 
Linien fttr alle Puncto der Fläche constant* 

Und zwar ist 

S <C sin(it>, 9 = sino, 9 y> sinca <1 1 , 

je nachdem die Fläche ein Ellipsoid, ein elliptisches Paraboioid oder ein elliptisches Hyperboloid ist 
Wenn man von einem Puncto einer gegebenen geradlinigen Fläche zweiter Ord- 
nnng nach einem auf einer der beiden Focal-Corven angenommenen Focalpnncte, 
80 wie auch, parallel mit einer der beiden Kreisschnitt-Sbenen, nach der nngehd- 
•rigen Directrix eine gerade^Linie zieht, so ist das Verhältniss dieser beiden geraden 
Linien für alle Puncto der Fläche ein constantes« 

Es ist hierbei immer d >* sinoi. Die Fläche ist ein hyp^olisohes Paraboioid, wenn d = 1, 
aonst ein hyperbolisches Hyperboloid und zwar ist in diesem Falle i > Ij odar ^ <C I9 je nnch- 
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ivm der Foca^oaet aaf iee Fo€aI*£Uip8e oder auf der Focal-Hyperbet angenommen wird. Für 
den Fall des Paraboloidi raid, atotl der Kreisschnitt-Ebenen, diejenigen Ebmen zu nehmen, welehe 
die Fläche nur in einer einzigen gnaden Linie sdineiden. 

223* Die Directrix ist immer einer Axe der Fläche parallel ; sie ist eine Directrix erster Art, 
wenn diese Axe diejenige ist, durch welche zwei Kreissohnitte sich legen lassen, sonst eine Directrix 
zweiter Art« Im ersten Falle ist darch die beiden Kreisschnitte nnmittelbar die Richtang sämmtlicher 
drei Axen and hiernach dnrch den Focalpqnct ein Hauptschnitt bestimmt. Im letztem Falle sind^ 
wenn eine beliebige Kreisschnitt-Ebene und eine Directrix zweiter Art gegeben sind, die auf der 
Kichtang dfeser Directrix senkrechten Axen -Richtungen der Fläche ebenfalls bestimmt. Diejenige 
gerade Linie, welche in der beliebigen Kreisschnitt-Ebene liegt, und zugleich auf der Directrix senk- 
recht steht, hat die eine dieser Axen-Richtungen, wonach die andere sich unmittelbar ergibt. Legen 
wir durch die eben bestimmte gerade Linie eine zweite. gegen die Directrix gleich geneigte Ebene, 
80 ist diese den Kreisschnitt-Ebenen des zweiten Systems parallel. 

224, Es liegt uqs zunächst noch ob, für eine gegebene Fläche der zweiten Ordnung, den durch 
d bezeichneten Coefficienten zu bestimmen, der unverändert derselbe bleibt, wie wir auch den Focal- 
punct auf der jedesmaligen Focal-Curve annehmen mögen und desshalb für die Fläche characteristisch ist. 

Nehmen wir zuvörderst den Fall des durch die Gleichung QtV) dargestellten Ellipsoids, als Fig* 6« 
Focalpunct F^% als Directrix D'^G^^ und betrachten nur solche Puncte, die in der Ebene YZ, also 
auf der Ellipse der mittlem und kleinen Axe liegen, so ist 

X' = 0, x" == 0, X = 0, 

und es kommt: 

Cy-yO^ + z* = «*cy-y'OS 

mithin, wenn 1/^ irgend ein Ponct der fraglichen Ellipse BC nnd U^^^ stin kürzester Abstand von ^ 
der Directrix ist : 

L"F" 
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Aehttlich können wir auch in dem Falle des einschaligen Hyperboloids verfahren, sowohl wenn 
wir dasselbe durch die Gleichung (22)^ als auch wenn wir dasselbe durch die Gleichung (SS) dar«- 
stellen. Nehmen wir,. der ersten Gleichung entsprechend, F^zum Foealpuncte und D'G^zur Directrix 
and betrachten wir nor die Puncte der Durchschnitts - Hjperbel AV in der Ebene XZ, so kontnit 
indem wir 

y' = 0, y" = 0, y = 0, 

setzen, fttr irgend einen sirfcheli Funct U: 

L'F' 

' = i7h'>*- 

Nehmen wir, der Gleichung (33) entsprechend, F zum Foealpuncte nnd DG zur Directrix und Fig« & 
betrachten wir nur die Puncte der Durchschnitts-Ellipse in der Ebene XY, so kommt, indem wir 

z' = 0, z" = 0, z = 

setzen, für irgend einen solchen Punct L : 

* LF . ^ , 
a = — > smcj < 1, 

JLi<II^ mA LH sind fcineste Abstände der jedesmaligen Puncte von der bezüglichen Directrix* 
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Da wir «btrhiopt jede g^bene Ellipse ab diejenige ketraditeii ktaneti, die ia dem Haifi- 
seimine der mittteni uad kleinen Axe eines Eilips^ida oder in des Hanptachntlte 4er beidca 
reellen Axen eines einscbaligen Hjperboleida and jede gegebene Hjperbel ala diejenige^ welck 
in der Ebeae der grossen Ai^e und der Neben-Axe des letrtem li^: so ist snnädist wiedenoi 
bewiesen, dass fttr eine gegebene Ellipse und HjptABl das Verhiltaiss der Abstände jedes Panel« 
Ton dem Brennponcte und der zogebOrig^n Direetrix censtant und, wie bekannt, der Excentricifil 
dieser Curven gleich ist. Und dann ist femer ersiehtUeb, dass die Exoentrieität der eben beneiehneCea 
Garren die characteristische Constante ^ fttr das EUipsdd (GL 19), wenn^ der Focalponct auf der 
FocaUEUipse, und fdr das einschalige Hjperboloid ist, wenn der Brennponct einmal auf der Focai- 
Hyperbel (Ol. 33), das andere JMal auf der Focal-Ellipse (OL SS} angenonunen wird. 

Für das hyperbolische Paraboloid ist die characteristische Constante 8 der Einheit gleidi, so vie 
auch für die Durchschnitts-Parabein in den beiden Haaptschnitten, das VerhBltniss der Abstftnde jedes 
Punctes von Brennpanct und Direetrix der Einheit gleich ist. 

Wenn endlich die Fläche das durch die Gleichuag* 035) dargestellte sweischalig'e Hjperbo- 
loid ist, und wir F als Focaiponct und DQ als Direetrix nehmen, so konunt fttr die Puocte der 
Durchschnitts-Hjperbel AU in der Ebene der reellen Axe and der kleinen Neben-Axe, indem wir 

setzen : i 



Cx-x0« + 7'«=^-j^Cr-x'0S 



mithin ; 



LF LF , LF 

»=-. sin« = ->sm«, - >1, 

wobei L irgend ein Punct der fraglichen Durchscbnitts-Curve, LH sein kOrsester Abstand ron der 
Direetrix und LN parallel mit OK nach der Direetrix gesogen worden ist. Um also hior die cfcarae- 
ieristisdie Constante d zu erhalten, mOssen wir das Verhältniss der Abstände von einem Bgeaapnnrtr 
«nd d«r xogebOrigen Direetrix, welches fllr alle Poncta der Durchschnitts-Hjperbel in der Ebeae der 
reellen Axe und der kleinen Neben-Axe constant ist, noch mit dem Sinns deqenigen Winkels mnhi- 
pliciren, den die Kreisschnitt-Ebenen mit der eben genannten Neben-Axe bilden, oder, was dnssdhe 
heisst, die kürzesten Abstände von der Direetrix mit solchen vertauschen, die denjenigen geraden 
Linien parallel sind, in welchen die Ebene der Hjperbel von den KreJaschnilt -Ebenen der Fläche 
g^eschnitten wird. 

Auf ganz gleiche Weise kOnnen wir 9 auch in dem Falle des Ellipsoids (19) durch die Ellipse 
AC der grossen und kleinen Axe, in dem Falle des einschaligen I^jperboloids (SS) durch die Hjperbd 
BK mit der kleinem Axe und endlich in dem Falle des elliptischen Paraboloids C^) durch <fie 
Parabel in dem Hauptschnitte des kleinem Parameters bestimmen. 

• S23. Legen wir durch irgend eine Direetrix eine die Fläche schneidende Ebene, so sind fir 
alle Puncte der Dnrchschnitts-Curve die Abstände von dieser Direetrix offenbar in der schneidraden 
Ebene selbst zu nehmen, und zwar parallel mit einer derjenigen beiden geraden Linien, in welchen 
diese Ebene von den beiden Kreissehnitt-Ebenen der Fläche geschnitten wird. Diese Richtung ist 
eine doppelte, gleich gegen die Direetrix geneigte. Wenn insbesondere die sdmmdende 
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durch dtt 2iigeli9rigeii Foctlpanct gekt, so folgt liieraas, dass dieser ein Brennpunct der Dtireli« 
sclinitts-CarTe und jene Directrix der Fläche auch die zu demselben gehi(rige Diridrix der Carve 
ist. Bringen wir dieses Resnltal mit dem am Ende der 919. Nummer gewonnenen in Verhindungy 
80 eriMÜten wir d^n folgenden allgemein gUü^n Satz. 

Eine gegebene Fläche zweiter Ordnung wird Ton einer Ebene, die auf einer 
ihrer beiden Focal*Curven in einem beliebigen Pnncte derselben senkrecht steht, 
Sü geschnitten, dass dieser Pnnct ein Brennpnnet der Durchschnitts-Gurve ist. 

226. Wir können den Satz der vorigen Nummer in nachstehender Weise Tcrallgemeinern: 
Wenn wir durch eine Directrix einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung eine 

beliebige Schnitt-Ebene legen, so ist der zu dieser Directrix gehörige Focalpunct 
der Fläche zugleich auch ein Focalpunct der Durchschnitts-Curve. 

Ist die Durchschnitts-Curve eine Ellipse, so Hegt er auf ihrer Focal^Hjperbel , ist sie eine 
Hjperbel, so liegt er auf ihrer Focal-EUipse, ist sie endlich eine Parabel, aaf ihrer Focal-Parabel (t). 

Die durch die Directrix gelegte Ebene geht gleiehzeiäg auch noch durch eine zweite Directrix 
derselben Art. Smd die beiden Directricen von der zweiten Art, so ist die Summe oder die Dlfferenfl 
der parallel mit einer Kreisschnitt-Ebene genommenen Abstände von denselben für alle Pnncte der 
fraglichen Durchschnitts-Curve constant, und zwar dem nach derselben Richtung genommenen Abstände 
der beiden Directricen von einander gleich. Sind die beiden Directricen von der ersten Art, so ist 
fär alle Pnncte der Durchschnitts-Curve die Summe oder die Differenz der mittiern Proportionalen 
aas den Abständen von den beiden durch jede Directrix gelegten Kreisschnitt-Ebenen constant*). 
In beiden Fällen ist die Summe oder die Differenz zu nehmen, je nachdem die Durchschnitts-Curve 
innerhalb oder ausserhalb der beiden Directricen liegt. Nach den Sätzen der SSf . und der 218. Num- 
mer ist also fär alle Pnncte der Durchschnitts-Curve die Summe oder die Differenz der Abstände' 
von den beiden zugehörigen Föcalpuncten constant. Aus dem an die Spitze dieser Nummer gestellten 
Satze ist also der Satz der 201 Nummer eine unmittelbare Folgerung, und umgekehrt ist, wenn wir 
diesen als bekannt annehmen, jener hierdurch bewiesen. 

227. An den Satz der vorigen Nummer schliesst sich unmittelbar der folgende an. 

Jede durch eine beliebige Directrix gelegte Ebene schneid et die Fläche so , dass 
der zugehörige Focalpunct der Mittelpunct 'eines Rotations-Kegels ist, der durch 
die Durchschnitts-Curve geht, und die Fläche noch in einer zweiten Curve 
schneidet, die in einer zweiten ebenfalls durch die Directrix gehenden Ebene 
liegt Die Axe des Kegels ist dieTangente der Focal-Curve in dem Focalpuncte. 
Diese Tangente und die Directrix sind zugeordnete Polaren, deren Richtungen 
auf einander senkrecht stehen. . 

Und umgekehrt ergibt sich der folgende Satz. 
Jeder Rotations-Kegel, welcher einen Focalpunct der Fläche zu seinem Mittel* 
puncto und die Tangente der Focal-Curve in diesem Puncto zu seiner Axe hat. 



*) Wenn wir von irgend einem Punde der Diagonalen AC eines FaraUelogramms ABCD oder deren 
Verlingening auf die vier Seiten desselbett AB, AD, CS, €D Perpendikel fUlen, ao ist die Summe oder 
die DIfferens der mittlem Pioporllonslen aas den beiden eEsten uad aiw den beiden tetaten Perpendikel 
Htem kaApit sich sogleiek die Beba^^mif des Textes. 
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«diBeidet die Fl&ehe in zwei elienen CnrTen, deren Ebenen auf der zngekdrigei 
Direetrix sich schneiden. 

Wenn die FiSche insbesondere ein yerlSngertes SphAroid oder ein zweisehaligef Rotations- 
Hjperboloid ist und demnach die' Focal-Curye in das System der beiden Brennpnncte nnd der Ort 
für die Directricen in das System ilirer beid» Polar-Ebenen ttbergehm, so schneiden rieh die Focal- 
Carven alter möglichen Darchschnitts-Carven der Fläche in ihren beiden Brennpnncten md jede 
beliebige gerade Linie, die durch einen der beiden Frennpnncte geht, bt die Axt von unendlich 
vielen Rotations-Kegeln, welche die Fläche in ebenen Curven schneiden (201). 

288. Jede Ebene, die wir nach beliebiger Richtung durch eine Direetrix «weiter Art legen, 
schneidet die Fläche in einer reellen oder imaginären Curve; der zugehörige Focalpunct der Flache 
ist zugleich audi ein Focalpunct der Dnrchschnilts-CurTe und wird insbesondere ein Brennpnnct der 
letztem, wenn die Schnitt-Ebene durch denselben geht (SS5, 2S6). In diesem letztem Falle falb 
die Direetrix der Fläche mit der Direetrix derCurre zusammen: im allgemeinen Falle ist die erster«^ 
die in der Ebene der Curve liegt, der letztem paralleL Für alle Puncto der Durchschnittn-Curre 
ist das Verhältniss der Abstände von ihrem Focalpuncte und der ihrer Direetrix parallele» geradca 
Linie constant (St5). Dieselbe Curve gehört aber unendlich vielen Flächen zweiter Ordnung ii 
gleicher W^eise an, wobei der jedesmalige Focalpunct eine andere Lage auf ihrer Focal-Carve erhäk 
und die fragliche der Direetrix parallele gerade Linie, ohne ihre Richtung zu ändern, in der Ebeie 
der Curve fortrückt. Das constante Verhältniss bleibt hierbei unverändert dasselbe, und demjenigea 
der Abstände von dem Brennpuncte und der zugehörigen Direetrix der Curve, also der ExcentridOt 
dieser letztem gleich. Wir überzeugen uns hiervon sogleich, wenn wir uns durch die verschiedeBcs 
Directricen zweiter Art einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung parallele Ebenen gelegt denko. 
Da nemlich die charakteristische Constante der Fläche Tür alle diese Directricen dieselbe bleibt, so 
ist auch für die Puncte aller Durchschnitts-Curven das Verhältniss der Abstände von dem jedes- 
maligen Focalpuncte und der zugehörigen Direetrix der Fläche constant nnd weil es unter dea 
parallelen Schnitt-Ebenen insbesondere auch solche gibt, die durch den zugdiörigen Focalpunct der 
Fläche gehen, ist dieses constante Verhältniss der Excentricität der Durchschnitts-Curven gleich. 

Das Verhältniss der Abstände jedes Punctes einer g^egebenen Curve zweiter 
Ordnung von einem, ihrer Focalpuncte und von der zu diesem Focalpuncte 
gehörigen Direetrix ist constant und der Excentricität der Curve gleich. 

Wir nehmen hierbei, mit blosser Rücksicht auf die Curve, ganz a1>gesehen von der Fläche, der 
sie angehört, das Wort Direetrix in einem ausgedehntem Sinne als gebräuchlich. Es handelt 
sich nur noch dämm, für einen auf der Focal-Curve beliebig* angenommenen Focalpunct der Curre 
die zugehörige Direetrix zu bestimmen. Ist die gegebene Curve eine Ellipse, und demnach die 
Focal-Curve eine Hjperbel, so sind die Scheitel dieser Hjperbel die beiden Brennpuncte der Ellipee 
vid die zugehörigen Directricen die gewöhnlichen. Entfernt sich der Focalpunct auf einem Zweige 
der Hyperbel vom Brennpuncte, so entfemt er sich auch von dem näher liegenden Scheitel der 
grossen Axe der Ellipse: in gleichem Verhältnisse entfernt steh von diesem Scheitel also aaeh die 
zugehörige Direetrix. Jeder Direetrix entsprechen zwei Focalpuncte, die von der Ebene der Ellipse 
zu beiden Seiten derselben gleich weit abstehen. Wenn diese mit dem Brennpuncte zusammenfallen, 
liegt die Direetrix dem Mittelpuncte am nächsten^ von dieser Lage aus entfemt sie sich irnnser 
weiter bis ins Unendliche" von demselben, während gleichzeitig die zugehörigen Focalpuncte" auf dem 
Hyperbel-Zweige unendlich weit rücken. Den Puncten auf den beiden verschiedenen Hrperi^el- 
Zweigen entsprechen Directricen, die auf den beiden entgegengesetzten Srften vom Mittelpnnete liegen. 
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Wenn die gegebene Carve eine Hyperbel, ihre Focal-Gnrre also eine Ellipse ist, so nlhert sieb die 
Directrix, wenn der Focaipnnct aus der Ebene derHjperbel berausrückt, Ton der Lage der gewöhn- 
lieben Direetrix ausgebend, inmer mebr dem Mittelpimete and sie gebt doreb diesen Pnnct, wenn 
der Foealpunet, ntt den Scbeiteln der kleinen Axe der Focal-EUipse casammenfaUend, seine grdsste 
Entfernung von der Ebene der gegebenen Hyperbel erreidit Ist die gegebene Cnnre eine Parabel, 
so entfernt sieb die Direetrix immer mebr Ton derselben, wenn der zugebSrige Foealpnnet auf der 
Focal-Parabel fortrückt, in der Art, dass ibr Abstand yom Sebeitel immer dem Abstände des Foeal- 
punctes Ton demselben gleicb bleibt. 

239. Für die Pnncte desselben Kreisschnittes der Fläche sind nach dem Satze der 222. Nummer 
alle Abstände von einer Direetrix in der Ebene des Schnittes von demjenigen Punete zu nehmen, in 
welchem diese Ebene von der Direetrix getroffen wird. Hiemach erhalten wir den bekannten Satz, 
dass der geometrische Ort filr alle Puncto einer gegebenen Ebene, deren Abstände von zwei gegebenen 
Puncten in gegebenem Verhältnisse stehen, ein Kreis ist, und wir wissen, dass die beiden gegebenen 
Punete zwei zugeordnete Pole in Beziehung anf diesen Kreis sind, wonach wir, wenn der Kreis 
und einer der beiden Punete gegeben ist, den andern sogleich bestimmen können. 

830. Wenn wir auf einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung einen festen Punct beliebig an- 
nehmen und nach einander alle möglichen in demselben Hauptschnitte liegenden Focalpuncte und die 
entsprechenden Directricen nehmen, so bilden die Abstände des festen Punctes von jenen einen 
Kegel, dessen Spitze dieser Punct und dessen Basis die Focal-Curve ist, und die Abstände von diesen 
einen Kegelschnitt, denjenigen nemlich, in welchen der Cjlinder der Directricen von der durch den 
festen Punct gehenden Kreisschoitt-Ebene geschnitten wird. Die Seiten des Kegels stehen zu der 
von dem festen Punete aus nach den entsprechenden Puncten des Kegelschnittes gezogenen geraden 
Linien in constantem Verhältnisse, und dieses Verhältniss können wir der Einheit gleich machen, 
urenn wir die Basis des Kegels parallel mit sich selbst weiter von der Spitze entfernen oder derselben 
annähern. 

S31. Es bleibt uns jetzt nur noch übrig die partionlären Fälle' zu discutiren. 
Wenn 

= oder o = |^, 

so ist die Fläche eine Rotations-Fläche. Die Gleichungs-Formen I. und n. der 218. Nummer geben 
alsdann in die folgenden über : 

(X - xO« + y« + z* = P* (x-x'O* aa) 

(x-x'V + (r-yi + z' = *« j (x-x'O* + (y-y"r |. (Ha) 

Die erste Gleichungs-Form gibt den folgenden Satz. 

Der geometrische Ort fiir solche Pnncte, deren Abstände von einem gegebenen 
Punete und einer gegebenen Ebene in constantem Verhältnisse stehen, ist eine 
Vmdrehungs-Fläehe zweiter Ordnung. * 

Diese Fläche ist noth wendig eine nicht geradlinige und zwar, je nachdem 

P»<1, , P* = l, P*>1 

ein verlängertes Sphäroid, ein Paraboloid oder ein zweischaliges Hyperboloid. Es fallen hier die 
beiden Ebenen des ersten Satzes der^SlS. Nummer in die gegebene zusammen. Der gegebene Punct 
ist ein Brennpunct des die Fläche durch Umdrehung um seine Axe erzeugenden Kegelschnittes, und 

88 
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4i0 gagebene tbmt üqmgB, wdde durcli die Dkeetrix dessdübia bei der üarfinhinig besdbridMS 
wlfd. 

Bei der Particalarisirnog des aUgeHieiiiea Salses der SIS. Nnamier in d«i obigen Setz der 
gflgoiwärtigeo, beben wir den Uebergange-Falli dase die beiden gegebenen geraden Linien^ beTor aie 
fluammenfBÜIen) parallel werden, übersprangen* Wir sehen indess eogldch, daes der geometrisck 
Ort fir solche Panote, deren Abstand von einem gegebenen Ponete m der mittlern Preportionalea 
ans den Abständen von zwei gegebenen parallelen Ebenen in gegebenem Verhältnisse steht, noth* 
wendig eine Rotations-Fläche ist, deren Umdrehongs-Axe durch den gegebenen Ponct geht und die 
beiden gegebenen Ebenen unter rechten Winkeln schneidet. Der Ort für die Focalpuncte (als Curte 
zweiter Ordnung betrachtet} ist die Axe der Fläche, in welche die Focal-Hjperbel ausgeartet ist 
Um diese Behauptungen analjtisch zu rechtfertigen, bemerken wir bloss, dass wir der Gleichung I,a. 
auch folgende Form mit einer überzähligen Constanten geben können : 

(x-x,y + y^ + z^ = p« (x-x,,) (x-^x,,,), 

wobei, wenn wir, wie früher, den Mittelponct zum Anfangspuncte nehmen : 

tCx'-p^x'O = «x,-p^ (x„ + X,,,) = 0, 

X'i_p«x"« = X,^-p^X„X„,. 

Die zweite Gleichungs-Form gibt den folgenden Satz. 

Der geometrische Ort für solche Puncte, deren Abstände von einem gegebenen 
Puncte und einer gegebenen geraden Linie in constantem Verhältnisse stehen, ist 
ein abgeplattetes Sphäroid, ein ptftabolischer Cjlinder oder ein einschalig'es Ro- 
tations-Hjperboloid, je nachdem 

a»<l, J* = 1, a^ > 1. 

Der den Uebergang bildende parabolische Cjlinder nimmt hier in so fem eine Stelle mter den 
Rotations-Flächen ein, als man ihn dadurch entstanden denken kann, dass eine Parabel sieh ns 
ihre unendlich weit liegende Axe gedreht hat* Der geometrische Ort für die Focalpuncte ist der- 
jenige Kreis, welcher bei der Erzeugung der Fläche durch Umdrehung eines Kegelschnittes um 
diejenige Axe, auf welcher die Brennpnncte nicht liegen, Ton diesen beschrieben wird. 

2SS. Wenn der Focalpunct auf der Directrix selbst liegt, so gehen die Gleichungs-Formen I. 
nnd n. der 818. Nummer In die folgenden über ; ' 

(l_p«cos*^fi)) X* + a + p^sin'^ö) j4 + »» = 0, (T,b.) 



(!-»*) X» + 



0-si^)y'+'* = ^^ (^'^ 



nnd stellen entweder einen ellipsoidischen Punct, eine gerade Linie oder eine Kegcl- 
f lache dar. Die Focal-Ellipse geht in diesem Falle in einen Punct über, der mit dem ellip- 
soidischen Puncte oder dem Mittelpuncte der Kegelfläche zusammenfällt. Die Focal-Hjperbel 
geht in ein Sjstem von zwei, immer reellen, geraden Linien über, die wir die Focal-Linien des 
ellipsoidischen Punctes oder des Kegels nennen. Ueber die Bestimmung dieser Focal- Linien wollen 
wir, namentlich für den Fall der Kegelfläche, in ebige nähere Erürternngen eingehen. 
Die folgende Gleichung : 

X* y2 ,« 
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stellt, wem vir fir X Bach etDander alle nögliekea Wertha neknen, «rieiie Fttohea cweHer Ord- 
nang dar, wdche denselbeii Aijmptotea-Kegel babea, der aeloeraeita dareh diese Oletehang dargeafelk 
wird, wem wir X inabeeoadara ghieh Voll aetien. Der Aeymptoten-Kegel kaaa reeH nnd aaeh ein 
eüipaoidiacber Panet aeia. In watea Falk eiitapriclit emer Zaieken-Aeademg irra X der Uebeifang 
awiselieii ein- und aweisehaligen Hyperboloiden, im awaüen Falle der VAergmg awiacken raeOen 
and imaginären ElUpaotden. Nebnen wir, nacb wie vor, «^> ^* > 7«, ao wird in aHan FlHen 
die Focal-Hjperbel dareh die Mgeaden beiden CHeiehnngen: 

and der Ort f&r die Directrioen ifareb die folgende Gleicbnng 

dargestellt CtM). Wenn X verscbwlndet, so geht die Focal-Hjperbel in die beiden Foeal- Linien, 
der geometrische Ort Ar die Directricen in die beiden Directrix-Ebepen des Asymptoten-'^ 
Kegels fiber. Die beiden Focal-Linlen sind die gemeinsamen Asymptoten aller Foeal-Hyperbeln (t), 
die bei einer Zeichen -Aenderong von X, in die nebenliegenden Asymptoten-Winkel hinQbertreten« 
Die beiden Directrix-Ebenen sind die gemeinsamen Asjmptoten-Ebenen a^er hyperbolischen Cyltnder 
(S). Wenn der Asymptoten-Kegel ein reeller und demnach 7^ negativ ist, so stellt die Gleichung 
Cl), je nachdem X^-O oder X<;0 ein ein- oder zwei schaliges Hyperboloid dar; im letztem Falle 
liegt die Focal-Hjperbel innerhalb des Asymptoten-Kegels zwischen den beiden Focal-Linien, im 
erstem Falle schneidet sie den Asymptoten-Kegel in vier Puncten und ihre Scheitel liegen ausserhalb 
desselboL 

Durch den Satz der St5* Nummer sind die Focal-Linien einer Kegelflaehe dadurch geometrisch 
characterlsfrt, dass der Brennpunct einer Schnitt-Curve, deren Ebene aaf einer Focal-Linie senkrecht 
steht, im Durchschnitte mit der Focal-Linie liegt. 

Schneiden wir aus der nnbegränzten Kegelfläche, deren Gleichang, indem wir 7' mit ( — '/^ 
vertauschen : 

einen geraden Kegel mit elliptischer Basis, dessen Hdhe gleich 7V ist, so sind a und ß die beiden 
Haib-Axen seiner Basis. Die beiden Focal-IJnien liegen in derjenigen Ebene, die dorch die Axe 
dieses Kegels und durch die grosse Axe seiner Basis geht, und bilden mit der erstgenannten Axe 
einen Winkel ^, der in Folge der zweiten Gleichung (t) darch folgende Oleichniig gegeben ist 

a^ — ßi 
tanff^^ss — . . 

233. Da die Asymptoten der Focal-Hyperbel einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung die A^^cn 
der beiden, dieser Fläche umschriebenen Kreis-Cylinder sind, so ergeben sich die folgenden beiden 
Sätze unmittelbar. 

Die beiden Focal-Linien des Asymptoten-Kegels einer gegebejaan Fläche sweiter 

Ordnung, sind die Axen der beiden Kreia-Cjlinder, welche der Fliehe sieh um- 

nebreiben lassen. # 

as« 
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D ie Directrix-Efcenen des Asjmplolen-Keir^l^ sind diejenigen Ebenen» in welchei 
die Fläehe von den beiden umsehriebenen Kreis-Cjrlindern berührt wird* 

Wenn ttberlMiift einer Fläche «weiter Ordnong ein Cy linder anschrieben ist, 80 sind irgead 
jEwei zugeordnete Durchaesser^Ebenen dieses Cjlinders , die in der Axe desselben sich sdineides, 
nogleich auch zwei sugeordnete Darchmesser - Ebenen der Flädie und schneiden die Ebene der 
Serühnings-Carve in zwei geraden Linien, welche zugeordnete Durchmesser dieser Curve sind. Diese 
beiden geraden Linien and die Axe des omschriebenea Cjlinders bilden alsdann ein System dreier 
zugeordneter Durchmesser des Cjlinders, der Fläche und ihres Asymptoten-Kegels. Ist der am- 
schriebene Cy linder insbesondere ein Kreis- CyKnder, so sind je zwei durch die Axe desselben 
jgehende und auf einander senkrechte Ebenen zwei zugeordnete Durchmesser - Ebenen. Hiemadi 
gelangen wir zu den folgenden Sätzen. 

Je zwei Ebenen, die durch eine beliebige der beiden Focal-Linien des Asjmp- 
toten-Kegels einer beliebigen Fläche zweiter Ordnung gehen und auf einander 
senkrecht stehen, sind zwei zugeordnete Durchmesser-Ebenen der Fläche and ihres 
, Asjmptoten-Kegels* Je zwei solcher Ebenen schneiden die Directrix-Ebene des 
Asjmptoten-Kegels in zwei geraden Linien, welche mit der Focal-Linie ein System 
Ton drei zugeordneten Durchmessern der Fläche und ihres Asjmptoten-Kegels 
bilden* 

Wenn man Irgend einen in einer Directrix-Ebene eines Kegels liegenden Darch- 
messer desselben auf seine zugeordnete Diametral-Ebene (Polar-Ebene) projicirt, 
so ist die Projection eine der beiden Focal-Linien. 

834. In dem Vorsteheaden zeigt sich eine grosse Analogie zwischen den Eigenschaften des 
Kegels in Beziehung auf Focal-Linie und Directrix-Ebene und den Eigenschaften des Kegelschnittes 
in Beziehnng anf Brennpnnict und Directrix und wir sehen sogleich, dass das vermittelnde Ueber- 
tragangs-Princip sich daran knüpft, dass (231) ein Schnitt des Kegels in einer Ebene, die auf einer 
Focal-Linie senkrecht steht, den Durchschnittspnnct mit dieser Focal-Linie zu seinem Brennpancte 
ond die Durchschnitts-Linie mit der Directrix-Ebene zu seiner Directrix hat. Winkel, welche dorch 
gegebene Ebenen gebildet werden, die in der Focal-Linie sich schneiden, haben hiemach diejenigca 
Winkel zum Maasse, welche am Brennpuncte des Kegetschnittes von denjenigen Linien gebildet 
werden, in welchen die Ebene desselben von den gegebenen Ebenen geschnitten wird. Verbinden wir 
drei zugeordnete Pole des Kegelschnittes mit dem Mittelpuncte der Kegelfläche dnrd drei gerade 
Linien, so sind diese drei zugeordnete Durchmesser der letztem. Es entspricht hiernach dem 
lotsten Satze der vorigen Nummer, deijenige über Kegelschnitte, nach welchem die Projection eines 
keliebigea Punctes der Directrix auf seine Polare ein Brennpnnet des Kegelschnittes ist Und ebenso 
können wir alle Sätze,. die sieh auf Winkel am Brennpuncte eines Kegelschnittes beziehen, nnioittelbar 
auf Kegel fibertragen. Beispiele bieten die bekannten Sätze, erstens, dass dasjenige Segment, 
welches auf einer beweglichen Tangente eines Kegelschnittes von zwei festen Tangenten desselben 
interoeptirt wird, von einem Brennpuncte aus gesehen, unter constantem Winkel erscheint; zweitens, 
dass insbesondere, wenn man den Brennpnnet mit den Berfihrangspuncten auf den beiden festen 
Tangenten und mit dem Durchschnitte derselben durch drei gerade Linien verbindet, die letzte dieser 
Linien den von den beiden ersten am Brennpuncte gebildeten Winkel halbirt. 

Wenn man durch die beiden Durchschnitts-Linien zweier festen Tangential- 
Ebenen eines Kegels mit einer dritten beweglichen und eine Focal-Linie des Kegels 
zwei Ebenen legt, so ist deArön diesen Ebenen gebildete Winkel eonstanf. Wenn 
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Hin darcli eine Foeal-Linie drei Ebenen legt, von velekes avei durch die beiden 
Bertthrungs-Seiten auf den beiden festen Tangentiai-Ebenen und die dritte durdk 
die Durchsehnhts-Linie derselben geht, so wird der von jenen beiden Ebenen an 
der Focal-Linie gebildete Winkel von dieser haibirt. 



S. 1*. 

Polar-CSlelelmiis der Kegel-Fläclieii. Focal-Iilnlen« Confecal- 
litnlen. Elllptlselie^ hyperbollMtae^ parabollsebe Kesel-Flfteben. 

235. Wenn wir den Anfangspunct der Coordinaten in den Mittelpunct einer Kegelfläche ver- 
legen, so wird ihre Gleichung eine homogene des zweiten Grades zwischen drei Veränderlichen, denen 
wir die Bedeutung von Parallel-Coordinaten geben können, und reducirt sich unmittelbar auf die 
aUgemeine Gleichung dieses Grades zwischen bloss zwei Veränderlichen, wenn wir für diese die 
beiden Quotienten nehmen, die sich ergeben, wenn wir irgend zwei der drei ursprünglichen Ver- 
änderlichen Jurch die dritte dividiren. Wir kOnnen also auch, was die analjtische Behandlungsweise 
betrififl, die Discussion der Kegelflächen ganz auf dieselbe W^ebe an die allgemeine Gleichung des 
zweiten Grades zwischen zwei Veränderlichen anknüpfen, wie dieses in der Planimetrie bei der 
Discussion der Kegelschnitte geschieht. 

Diesen allgemeinen Gesichtspnnct wollen wir hier indess nicht weiter verfolgen, sondern, die 
Entwicklungen des gegenwärtigen Paragraphen an die letzten des vorigen unmittelbar anschliessend, 
zunächst eine einfache Gleichung der Kegelfiäehe in allgemeinen Zügen discutiren, die der Polar- 
Gleichung der Kegelschnitte entspricht und aus dieser sich leicht ableiten lässt. 

S36. W'enn eine Kegelfläche gegeben ist und senkrecht gegen eine ihrer beiden Focal-Linies 
in beliebiger Entfernung von ihrem Mittelpnncte eine Schnitt-Ebene geführt wird, so ist die Durch- 
sehnitts-Corve in dieser Ebene ein solcher Kegelschnitt, dessen ein Brennpunet, F, auf jener Focal- 
linie OF Hegt (S88> Die bekannte Polar-GIeichnng dieses Kegebchnitles ist: 






l + ecosco' 
oder 

— s=— +— .cos«, (1) 

«• P P 

£s bedeutet hierbei p den halben Parameter und e die Excentricität des Kegelschnittes. Die beiden 
Scheitel-Linien des Kegels schneiden den Kegelschnitt in den beiden Scheiteln seiner grossen Axe, 
die der Focal-Linie näher liegende Scheitel-Linie OA schneide dieselbe in A, die entfernter liegende 
OB in B. Auf irgend einen beliebigen Punct M des Kegelschnittes bezogen, ist 

r s FM, fi) = MFA. 

Die durch denselben Punct M gehende Kegelseite OM ist durch zwei Winkel -^ und o bestimmt, 
Yon welchen der erstere derjenige Winkel MOF ist, welchen die fragliche Kegelseite mit der Focal- 
I^uAe bildet und der letztere die obige Bedeutung von ia behält oder auch als derjenige Winkel zu 
betrachten ist, welcher an der Focal-Linie durch solche zwei Ebenen gebildet wird, von welchen 
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•ine anwerdem aoeh ^areh die su bestiiMDeDde Kegeheite und die andere dorch die SAeÜel-Iiri» 
OA geht nnd demnach mit einen Hauplsehmtte der Kegelfliele znsammenfXllt Setzen vir OF^a, 
•0 ist 

8 

wonach die Gleichung (1) , nachdem wir dieselbe mit 8 mnltiplicirt haben, unmittelbar in die nad- 
stehende übergeht: 

8 se 
eoig^ = — I — . C08Ö, (J) 

P V 



8 ae ' 

P P 



die wir, iftdem wir der Kttrae wegen 

aetcen, wonadi 

auch folgendergestalt schreiben kSnnen: 

cotg^/ = P+Ocosfi), (3) 

oder « 

toig^ = P (1 + ecoso)). (4) 

Den beiden Scheitel-Linien des Kegels entspricht o = und o .= ur; bezeichnen wir die ot- 
sprechenden Werthe von ^ durch t}/| und i^.^, so erhalten wir aus der yorstehenden Gleichung: 

cotg4^^ + cotg>^^ _ p 

c^tgih- cotgij., _ 

2 "' 

«ad hieraus 

cotpj.1 = P+Q, coig^i = P— Q- 

Der Winkel o kann überhaupt von bis Sx, der Winkel ^ von • bis tt wachsen. Wir ktanm 
beide Winkel am Mittelpuncte der Kegelfläche constmiren, nnd wolten w den Awanthal-Wialtel und 
4^ den Zenith-^Winkel der jedesmaligen Kegelseite nennen. 

Wir nennen ferner P den halben Parameter der Kegelfläche, und e ihre ExcentrieitäL 
P, Q und e sind positive Grössen, und nach dem Vorstehenden durch diejenigen beiden Winkel 4, 
und ^2j welche die beiden Scheitel-Linien der Kegelfläche mit der Focal-Linie bilden, bestimmt. 
Derjenige Winkel, welchen dieAxe der Fläche mit der Focal-Linie bildet, ist { (>^2^^i3 <^^ ^^' 
jenige Winkel, den diese Axe mit jeder der beiden Scheitel-Linien bildet, ^ (^2+>^|)- Für diejenige 
gerade Linie endlich, welche durch die Spitze des Kegels und den Mittelpunct seiner Basis geht, ist 

« = :«r, tangij/ = 50angi^2-"ta»S4'i) = fT^Qi' 

837. Es knüpft sich an die Gleichungs-Form 

cotg^ =s P-f Qcosfi) (S) 

•ine Unterscheidung der Kegelflächen, die der Eintheilmig der Kq;elschnitte in EU^een, Puabdi 
und Hyperbeln analog ist: wir nennen die KegeUäcke eine elliptische, parabolisehe »der 
hyperbolische, je nachdem 
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ö<p, ö = p, Q>p 

oder was Uermil SbereinstiiDBit, je naebden 

c < 1, c = 1, • e > 1, 

oder anch 

^2 < i^y *1 = 2^» *4 > ^«• 

In Gemftsahetl dtr leleten Sedisgungeii bildet also in den fraglichen drei Fällen die Focal-Linie mif 

der entfemtam Scheitel-Linie emen Winkel, der kleiner als ein rechter, der gleich einem rechten 

oder grösser als ein solcher ist. Zugleich sehen wir, dass die Art der Kegelfläche von der Art 

derjenigen Kegelsebaitte abhängt, deren Ebene senkrecht auf der Focal-Linie steht und deren Excen- 

tricität nach dem Vorstehenden ebenfalls e ist. Diese Kegelschnitte wollen wir, der Kürze halber, 

die characteristischen Kegelschnitte der Fläche nennen.*< 

m. A¥enn wir durch den Mittelpunct der Kegelfläche eine Ebene legen, die auf einer Focal- 

Linie senkrecht steht, so schneidet dieselbe die Fläohe in den beiden auf dieser Focai-Linie senkrecbf 

stehenden Kegelseiten. Zur analjtischen Bestimmung dieser beiden Kegelseiten, erhalten wir, inden» 

^ir die folgende Gleichung 

cotg^ = P(14-ecoB4d) 
zu Gründe leg^: 

tL = 1 5r, COSO = . 

. e 

Der Winkel cd ist nur für den Fall der hyperbolischen Kegelfläche, wo e grösser als die Einheit ist« 
reell. Dann erhalten wir für denselben zwei Werthe^ von welchen der kleinere ein stumpfer ist 
nnd der grösnere dteeen zu ftir ergänst. 

Die Kegelfläche wird in den beiden eben bestimmten Seiten von zwei Ebenen berührt : wir nennen 
diese beidenEbenen die Asymptoten-Ebenen der hyperbolischen Kegelfläche. Die Asymptoten. 
£benen schneiden jeden characteristischen Kegelschnitt der Fläche in seinen beiden Asymptoten."^"^) 



Für den Winkel^ den eine Kegelseile mit der Focal-Linie bildet, und der durch seine Tangenten beatimmi 
wird^ bieten sich immer awei Winkel dar, die sich za ic erg&nzen, und sich, nachdem die positive 
Erstreeknng der Focal-Linie, vom Mittelpuncte aas^ von Vorne herein angenommen worden ist, auf die 
awieracbe Brstreckang jeder Kegelseite vom Mittelpuncte aus, also auf die beiden in diesem Punete bu- 
sammenstossendeD Doppel-Kegel beziehen. F&r den Fall der elliptischen Kegelflache gibt die Gleichong 
(4) nur positive and endliche Werthe fQr cotx{/, denen eben solche Werthe für r entsprechen. Wenn wir 
daher \{/ nicht über k hinaus wachsen lassen, so stellt die angezogene Gleichung nur einen der beiden 
Doppel-Kegel dar. In dem Falle der hyperbolischen Kegelflache gibt es positive und negative Werthe 
von cotg\)/ und dem entsprechenden r. Die positiven Werthe von r beziehen sich auf disn einen ^ die 
negativen auf den andern Zweig der characteristischen Hyperbel, die positiven Werthe von cotgi{/ auf dei» 
einen^ die negativen auf den andern der beiden Doppel-Kegel. Um hier wie in dem erstem Falle beide 
Erstrecknngeo aller Kegelseiten zu erhalten^ müssen wir neben der Gleichung des Textes (4) auch noch 
dit folgende nehmen: 

eotg^ = — (P 4- Qcosfit)). 

Bei Aer Bestimmung der Focal-Linien, wie whr sie im Texte gemacht haben, begegnen beide in ihrer 
positiven Erstreeknng immer den ellipfischen Schnitten der Kegelflache. 

Ueberhanpt sind die Asymptoten irgend eines Schnittes der Kegelflache denjenigen beiden Seiten parallel^ 
In welchen eine durch den Mittelpunct derselben gehende und der Ebene des Schnittes parallele Ebene 
diener KegeKFlidie begegnet, und liegen überdiess in deiuenigen beiden Ebenen, welche die Fl&che io 
den liieiden eben bestimmten Seiten berOhreB, 
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Die Dnrchschtiitls-LiBie der beiden AsymptoteiitrEbeneD, oder derjenige Dnrcliniesser der Kegdlftcke, 
welcher der aaf der Focal-Ltnie senkrecht stehenden Schnitt-Ebene zugeordnet ist, geht, v«b hier- 
aus unmittelbar folgt, durch den Mittelpnnct jedes charaeteristlschen Kegelschnittes. 

Für den Fall der parabolischen Kegelflächen fallen diejenl^n beiden Seiten derselben, die auf 
einer Focal-Linie senkrecht stehen, zusammen und zwar in die der FocaKLinie entferntere Scheitel- 
Linie* Diese Scheitel-Linie Ist den Durchmessern der eharaeteristisdken Cunren, weldie ki« Para- 
beln sind, parallel. Die beiden entsprechenden Asjmptoten-Ebenen (allen in diejenige Ebene xusammcn, 
welche die Kegelfläche in der fraglichen Scheitel-Linie berührt. 

Für den Fall der elliptischen Kegelfläche sind die beiden f ragUrJien Asymptoten-Ebenen imaginär, 
ihre Dorclischnitts-Linie bleibt reell and geht, nach wie vor, durch die Mittelpuncte der ckamcte- 
ristischen Kegelschnitte, welche hier Ellipsen sbd. 

Da jede Kegelfläche zwei reelle Focal-Linien hat, so bat sie zwei jeder dieser Linioi ent- 
sprechende, im Ganzen also vier Asjmptoten-Ebenen, die, je naehdem die Kegelfläche eine bjper- 
bolisehe oder elliptische oder parabolisdie ist, reeli oder imaginär smd oder zusammenfaUea. 

S39. Wir wollen dieselbe Kegelfläche, die wir in dem Vorstehenden durch die Gleichung (3) 
dargestellt haben, nun durch die nachstehende Gleichung: 

X* y* z^ 

^ + fl-pf = 0. (5) 

darstellen, indem wir die drei Axen der Fläche zu Coordinaten-Axen nehmen. Schneiden wir ab- 
dann aus der Kegelfläche einen geraden elliptischen Kegel, dessen Hdhe gleich / ist , so sind a 
und ß die beiden Halb-Axen der Basis, wobei wir a >> ^ nehmen. Es ergibt sich hiernaeh unmittelbar 

Ferner erhalten wir nach der S3S. Nummer zur Bestimmung des M^inkels { (^^ — i)/i), welchen die 
Axe des Kegels mit einer Focal-Linie desselben bildet: 

% 

und, wenn wir zwischen dieser Gleichung und der ersten der voriiergehenden a'*^ diiminiren, 

PHi+tang» 3(^1-^0) = r*(tongM (^2+*.)-tang^K(^i-+i)): 
eine Gleichung, die wir auch folgendergestalt schreiben können: 






ß^ ^ o / 1 1_ \ 

*^/cosJO^»:H^Y_ j ^ cüsi^^^^J-coBi^, + ^,^ ^ 2sin>^,sini^^ 

"i Vcos.i(+i+*t)/ l+cos(>|.,+>J.,) l+easC^.,+^,y ^^ 



cos* {{^ 
Es ist also: 



Die Gleichungen (6) und (7) geben die beiden Constanten -— und ^, weldie in 4er Glci- 

chung (5) vorkommen, durch die beiden Winkel ^^ ^^id und i)^^, vermittelst deren wir in der S6l 
Nummer die beiden Constanten der Gleichung (3), welche dieselbe Kegelfläche darstellt, bestimmt haben. 
« Wir können auch die Unterscheidung der Kegelflächen in elliptische, paraboliache und byper- 
bolische auf die Gleichungs-Form (5) übertr«^en» Soll die Gleichung 
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insbesondere eine parabolisdie KegeUäehe däraf eilen, so gehen die Gleichungen (6} and (7) 
indem vir ^.^ = $^ setzen, in die folgenden über: 

a« _ l+sin>?/^ ^ _ 2sin^, 

Y'^ 1 — sin\^^* y* 1— sin^J^/ 

filiminiren wir if/, zwischen diesen beiden Gleichungen, so finden wir die Bedingangs-Oleiehung : 

ai - ^« = y^ fsy 

Wenn wir aus einer parabolischen KegelflSche einen geraden elliptischen Kegel schneiden, so 

ist die Höhe desselben der linearen Excentricitat seiner Basis und diejenige Kegelseite, welche die 

Spitae desselben mit einem Scheitel der kleinem Axe der Basis veAindet, der halben grossen Axe 

dieser Basis gleich. 

In Folge der rorstehenden Bedin^ngs-Gleichung ist offenbar 

«*-?^ < y^ «*-?^ > y«, 

je nachdem die Kegelfläche eine elliptische oder hyperbolische ist. Eine Rotations-KegelBäche 
ist immer eine elliptische. Ihr entspricht 

B — 0, = 0, ^t * *,. 

S40. Es gibt noch eine zweite. Bestimmung der Zenith- und Azimuthal-Winkel, bei welcher 
die Polar-Gleichung der Kegelfläche unter einfacher Form sich darstellt und ganz der Polar-Gleichung 
eines Kreises entspricht und ans dieser unmittelbar hervorgeht. Schneiden, wir nemlich aus einer 
gegebenen Kegelfläche einen Kegel, der einen Kreis zur Basis hat, und fallen auf diese Basis von 
der Spitze aus ein Perpendikel, so kennen wir den Fnsspnnct dieses Perpendikels sum Pol nehmen^ 
und erhalten alsdann für die Polar-Gleichung^ des Kreises in seiner Ebene, wie bekannt die folgende : 

r* — (r^ qp rO r cos© = ± r^ r,. (9> 

Je nachdem der Pol innerhalb oder ausserhalb des Kreises lie^, mOssen wir die obem oder untern 
Zeichen nehmen. Der Winkel o) wird von derjenigen Richtung an gerechnet , die vom Pole nach 
dem Mittelpuncte g^eht, und r^ und r^ bedeuten den grdssten und kleinsten Abstand des Poles vom 
Umfange des Kreises. Um zur Polar-Gleichung der Kegelfläche überzugehen, brauchen wir die vor- 
stehende Gleichung bloss durch das Quadrat der Höhe des Kegels zu dividiren, und finden dann 
unmittelbar 

tang'^if/ — (tang^?^ — tang7?,)tang\I/cos6o = tangT^^tangT/.^, (10) 

oder auch 

cotg^^ — (cotgi?.2— cotgi?i)eotg\J/cosw = eoigri^cotgr,^^ (11) 

^vobei, wie früher, o)/ den Zenith-Winkel, o) den Azimuthai- Winkel bedeutet, und der kleinste und 
g^össte Werth des Zenith- Winkels durch vt und v^ beseiehnet worden sind. 

In Uebereinstimmung mit der Note zur 237. Nummer ergeben sich für eoigt}/ immer nur positive 
Werthe, und die Gleichungen (10) und (11) stellen, wenn wir;)/ nicht ttber ?r hinaus wachsen hissen, 
nur den einen der beiden Doppel-Kegel dar; nur müssen wir für n^ ^^^^ ^i die beiden spitaen 
Winkel nehmen, oder für Va ^^^ spitzen und für i?^ den stumpfen Winkel, je nachdem die Kreis- 
schni(te der Kegelfläche von dem auf die Ebene derselben von dem Mittelpuncte ans gefällten Perpen-* 
dikel getroffen werden oder nichtt 

39 
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Wir kOuMa ehe g«g^bene Kegdflftcke inmer auf doppelte Weise durck eine der Torstekenden 
Oteldumgeii (10) und (11) darstellen, weil es inuner zwei Richtungen gibt, nach welchen dieselbe 
diMPch eine Ebene in Kreisen geschnitten wird» Die beiden vom lUktelpancte der Kegelfläche aaf 
die beiden Systeme Yon Kreisschnitten gefällten Perpendikel, welche Confocal-Linien der Kegel- 
fläche genannt worden sind, liegen in demjenigen Hauptschnitte der Fläche, welcher zugleich anch 
die beiden Neben- Scheitel-Linien, das heisst, diejenigen beiden Kegelseiten enthält, weldie, 
wenn wir aus der Fläche einen geraden Kegel mit elliptischer Basis schneiden, durch die beiden 
Scheitel der kleinen Axe dieser Basis gehen. Von allen Kegefseiten bildet die eine Neben-Sc^eitd- 
Lfaiie mit der Confocal-Linie den kleinsten, die andere den grüssten Winkel. Diese beiden Winkd 
sind es also^ die wir doreh ^i und nj bezeichttet haben. 

Es ergibt sich hier wiedenim eine zwiefache allgemeine Unterscheidimg der Kegelflädhen; es 
können die Confoeal-Limen innerhalb der KegelAäche und ausserhalb derselben liegen« Den 
Uebergangs-Falle entspricht, dass die beiden Confocal-Linien mit den beiden Nebei^-Sckeilel-LiBici 
4er Fläcke zusammenfallen. In diesem besondem Falle ist 

n, = 0, 
und die Qleichung der Kegelfläche yereinfacht sich in die folgende: 

tang^ + tangiy^cos« = 0* (tt) 

Sil. Stellen wir dieselbe Kegelfläche wiederum durch die folgende Gleichung dar: 

X* y« »2 

— + - — == 0, • 

«* p* r* 

so erhiffen wir Ar die beiden Kreisschnitt-Ebenen die folgende Oleichung: 

und hiernach filr die beiden Confocakn das System der Gleichungen: 

Bezeicknen wir diejenigen Winkel, wdcke die Confocal-Linien mit der Axe des KegieLi bildei, 
dorek p und diejenigen Winkel, welche die Neben-Scheitel-Linien mit derselben Axe bildeii dnrd 
c. so erkalten wir 

Umm^p aa ?— '^ 2^. tamr*tf ä — • 

mitkin 

tangVtang'^ « i^i+yT^ 
imd kleraus naek einfacken trigonometrisekeM. Substitutionen: 

at sin^ir 



Bs ist aber 
Hteninek kommt: 



ys ~eos(p<fa)eos.(p — <ry 

a« »in^iOii + nO 1 — CößOa + ni) 
y* cosn-itosfji cosi^^eosi^t 

y* av a 1 1+C0S(|?2+>?|) 
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FIr 4« t ew <» Hi Faü, ins ü» enMmd-iMt att «in« Ifiln« n ntrfhl f Wi 
and deauMch q, vtnAmimiH, ergibt sick : 

r* cos.?, ' )'* "^ «'«* 1 + eo«,,- 

Eliminiren vir zwischen deo beiden leliten fiHeickoBgm eosir^t <^i^ t^teen wkv iras Mf 
binauskommt, die obigen Werthe Tür tanf 'p und tang^o- einander gleicb, so finden wir 

oder auch 

t 1^ i_ 

als Bedingangs-Gleieboag fBr den Fall, dasa die Kegelfläche wn 4er in ftede 

Art ist. Wenn die Focal-Linie innerhalb der K^gelfläche liegt, ist p <; er und demnach 

liegt sie ausserhalb, ist p >* <r and demnach; 

^^ «^ ^ y^ • 

84S. Wir wollen ans wieder la der in der 838. Kammer hergeleiteten Polar-Qleiahn^r 

img^ = P + 4)«aa» Cl> 

zarfickwenden, and in derselben Polar-CoonUnaten-Beatimmang die Gleichang einer Ebene, die die 
durch die Gleichang dargestellte KegelAäche berihrt, entwickeln. Ueberhaapt wird eine Ebene, die 
diirch den Mittelpanct der KegelQäche geht, durch folgende Gleichang 

cotg^^ SS msinct» + ncoscd Ct) 

dargestellt, wobei wir durch m und n zwei Constante bezeichnen. IKeoe sind Ae mTerlhe ton aalpf» 
weiche sich auf diejenigen beiden geraden Linien beaiehen, denen die Aaimvthil-'Winlml \n «od 
entsprechen. Wenn wir 

cotgi)/ 

— ^ = cotgx 

C0S6> 

setzen, so erhält x die Bedeutung des Zenitfa-Winkels der Projection der bezäglichen geraden Linie 
auf eine Vertical-Ebene, deren Azimnthal-Winkcl c» gleich Null ist Wie Iriher doreh ^ «nd », «a 
können wir auch darch % und 6) die gerade Linie bestimmen and erhalten demnach fdr die Glei- 
chungen der Kegelfläche und der durch ihren Mittelpanct gehenden Ebene die folgenden : 

eotgx = -;;^ + Q, (t) 

coso 

cotgx SB m tang» + n. *) 03 



«) Wir konnten die Gleicbangen (2) und (JL) auf gleiche Weise, wie ie der MB. HdaiMr die Pelsr^COeiehmig 
der Kegelflicbe, «Metten oder Mich, mit Beriicksiclitigung der Bedeutung von ■ und n, trlgoneaetrisca 
begründen ) doch reehtferligt sich ihre Form unmiUelbsr dsdnrcli, dsss (wir woUen uns auf die Gleiehung 
C4) bestehen) cotg^ und trag« sich auf lineere Weise gegenseitig durch einender bestimmen. 

39« 
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W«iDi Immeh irgmA oiser betieUgeii Seite der KegelASche C3) die Wulkel-W^tfce x^ ud «' est- 
sprechen, so ist 

wäi wenn die Ebene (4) dareh dieselbe Kegelseite gehen soll 

cotgx' = mtangw' + n, 
wonach wir für ihre Gleichung aach die folgende nehmen können: 

<50tgx — cotg;^' = m(tangw — tang«'). (6) 

Soli diese Ebene insbesondere die Kegelfläche (3) berühren, so müssen, nach der Differentiation, die 
beiden Gleichongen C3) und (4> noch befriedigt werden, wenn wir die Winkel-Werthe xf und o/ 
«insetseB* Differentiiren wir, so kommt 

Psinoo d<o 
d.cotffy = — , 

md6) 
icotgx = — ^, 

COS'^«» 

ond folglich ist: 

m as Psinfi)^ (7) 

Wenn wir diesen ÜVerth von m in die Gleichung (6) einsetzen, so geht dieselbe, wenn wir zugldek 
die Bedingongs-Gleichong (5) berücksiebtigen, in die folgende über: 

cotg;;^ = PCooso^ + sina>^tang«>) + Q> (S) 

oder, wenn wir za der nrsprünglidien Coordioaten-Bestimmang zurückgehen : 

cotg>)/ = PcosC» — ©0 + Qcos«. (8) 

IHese Gieicboag ist die gesuchte, welche eine Ebene darstellt, welche die Kegelfläche (1) auf der 
dfirdi den Azimuthal- Winkel a>' bestimmten Kegelseite berührt. 

S43. Wenn wir durch diejenige Seite, in welcher die Kegelflächb CO von der Ebene (9) 

berührt wird und durch die Focal-Linie eine Ebene legen, so schneidet diese die Kegelfläche nocb 
in einer zweiten Seite, für welche 

w = cd' -f- w. 

Die entsprechende Tangential-Ebene ist 

COtglf^ = — PC0S(6} — O') + QCOSG). (10) 

Addiren wir die beiden letzten Gleichungen, so kommt nach Hinweglassung des gemeinschardichen 
JPactors S: 

COtg^ = QC0SC9. (11) 

Diese Gleichung ist unabhängig Ton a* und stellt also die Polar-Ebene der Focal-Linie: die zuge- 
hörige Directrix-Ebene der Kegelfläche dar. 

Die drei Gleichungen (9), (10) und Cl 13 bestehen gleiclizcitig, wenn 
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Diese letxte Gieiehuttg stellt eine Ebene dar^ velehe ebenfalls durdi die Focai^Iifaie gekt and auC 
der eben bezaefafielen Scbmlt-Ebene senkreeht steht. Der ktemitt bewiesene Satz ist folgender : f 

Wenn wir irgend einen Darehuiesser einer gegebenen Kegelfläcbe» weleherji 
der Direelrix-Ebese derselben Hegt, aaf seine Polar-Ebene projieiren, so fällt die 
Projeetion In die Focal<Linie. (233}. \ 

24h Werni wir die Gleichungen (4) und (8) der 1242. Nummer identisch setzen, ergibt sich > 

m = Psino?', n = Pcoso/ + 0, 

. f 
und wenn wir co^ eliminiren : 

(n — Q)^ + m'^ = P% (12) 

Diese Bedingung niuss also zwischen den beiden Constanten n und ni der Gleichung der Ebene : 

eotg^" = msino) -jr ncosc» (2) 

Statt finden, wenn diese Ebene die Kegefflftche 

COSlJ/ = P + QC0S6) (t) 

berühren soll. 

Die Gleichung der Tangential-Sbene kennen wir hiernach auch die folgende Form geben: { 
ootgi}/ BS ± »^P* — (Q — n)*. sin» + ncoso). 09 

245. Eine Ebene, welche durch die Focal-Linie geht, und auf der durch die letzte Gleichung 
der vorigen Nummer dargestellten TangentiaUEbene senkrecht steht, hat folgende Gldchnng: 

i i^P« — (Q — n)^ costt) = nsinvK 

Aus den beiden letaten' Gleichungen erfüllten wir zanachst 

C086) 

und dann nach Elimination von n zwischen dieser Gleichung und der vorhergehenden : 

cotgV + 2Qcotg;J/cosö = P' — Q^. (14) 

Diese Gleichong stellt also den geometrischen Ort Tür die Durchschnitts Linie zweier auf einander 
senkrechten Ebenen dar, von welchen die eine die Kegelfläche berührt und die andere durch eine 
Focal-Linie derselben geht. Wir können dieser Gleichung, indem wir bemerken, dass (236): 

2Q = cotgif', — cotgt^/j 2P = eotg^^ + cotg4, , 

and folglich : 

pa — Q2 = cotgx^, COtgi}'^ , 

auch auf die nachstehende Form bringen: 

eotgx}/^ — C^otg^i — cotg\J/.|) cotg^ cosw = cotg))/^cotg4/i* (15) 

Die vorstehende Gleichung bleibt unverändert dieselbe, wenn M-ir die eine Focal-Linie mit der andern 
vertauschen und zugleich o» um tc wachsen lassen: es bleibt also auch der durch diese Gleichung 
dargestellte geometrische Ort derselbe, gleichviel durch welche der beiden Focal-Linien der gegebenen 
Kegelfläche wir Ebenen legen, die auf den Tangential - Ebenen derselben senkrecht stehen. Dieser 
Ort ist eine Kegelfläche, welche die Focal -Linien der gegebenen zu ihren Confocal - Linien und 
folglich die Ebenen der characteristi sehen Schnitte derselben zu ihren Kreisschnitt -Ebenen, endlich 
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Sdicil«M.hfeii der gegebenen kegelMcke so Him HebeBMiieiftii-LiiiieB hit. Db ImMcb ITmilirlm 
haben dietdbe Axe ul einen doppehm €ontnct. Je nnchdem die geg eh e n i «fae «llif ti#e4« oim 
4yp%rboli6di« ist, wird ele von der nndern nmecMossea oder nicht 

Die Projeetienen der beiden Focnl-Llaien einer gegebenen Kegelfliiiie aif 
irgend eine beliebige Tangential-Ebene derselben liegen anf einer swait«« Kegel- 
fUche^ velehe die Tocal-Lijiten der gegebene« tn ihren Canfaeal-Liaiem hat. Weaa 
die Durchschnitts-Linie cveier a«f einander senkrechten Ebenen eine gegebeae 
Kegelfläche beschreibt, während eine dieser beiden Ebenen fortwährend dareh eiif 
der beiden Confocal-Linien derselben geht, umhftUt die andere Ebene eine sweiU 
Keg-elfläche, welche die Confocal-Linien der gegebenen zu ihren Foeal-Linien hat 

Die voratehenden Resullate medificiren aich fBr de« JTall, dasadie Kegeiläche eine parAhetiscbe 
asli akdann löset sich die Oleichang (Id), indem wir 

P = Ö = Icetgi^, 

^«etsen, in die folgenden beiden auf: 

COtgi)/ SS O9 cotg^f^+cotg^'A ^^«^ ^=^ 0. 

Die erste dieser Gleichinigen stellt die auf der Focal-Lhiie senkreeMe Tattgential4Ebette ^der fnrabo- 
fisdien Kegelfläche dar, was dadurch geometrisdi bedingt wird, daas jede durch die Focal-Liaie 
«ebende Ebene auf dieser Tangentaal-Ebene senkrecht steht Die awaifte Qleichoi« atellt (UX) die 
Tangential-Einne in der, der Foeal-Liaie nähern Scheitei4Jaie dar. 

Die Projectionen einer Focal-Linle einer parabolischen Kegeifliche auf 
beliebige Tangential-Ebenen derselben liegen in derjenigen Ebene, welche die 
Kegelfläche in der nähern Scheitel-Linie berührt Wenn die DnrehachMitts- 
inie sweier auf einander senkreohten Ebenen, um einen ihrer Puncto sid 
rehend, eine gegebene Ebene beschreibt, umhüllt, wenn eine der beiden anf ein- 
ander senkrechten Ebenen um eine durch jenen Punct g;ehende gegebene gerade 
Linie sich dreht, die andern eine parabolische Kegelfläche, die von der gegebenei 
ICb'ene berührt wird und die gege'bene geradeLlnie tu einer ihrerFocal-Linien hat 

C46. Perpendikel, die von irgend einem Puncle ewer Foeal-Lisiie des gegebene« Kegels (1) 
«itf die Tangential-Ebenen desselben geftllt Zierden, können wir «och als solche Perpendskel be- 
trachten, die auf 'die entsprechenden Seiten des Kegele (15), von demselben Pancte, der alsa «adi 
dadarch bestimmt ist, dass er auf der Confscal-Linie dieses Kegek liegt, gefällt werden. Weaa 
man aber, Ton irgend einem gegebenen Puncto aus, auf die Seiten eines Kegels Perpendikel falitf 
fio liegen die Fusspancte dieser Perpendikel auf einer Kugel-Oberfläche, die über den Abstand des 
gegebenen Punctes von dem Mittelpnncte der Kegelfläche, als Durchmesser, beschrieben werden kann: 
wenn dieser Punct insbesondere auf einer Confocal-Linie angenommen wird, so sehaeidcl die Kngci- 
^berfläche die Kegelfläcbe in einer ebenen Curve'*') und «war in dem Umfange eines Kreises, dcssca 
Ebene auf der andern Confocal-Linie senkrecht steht. 

Der geometTisthe Ort für die Fusspuucte solcher Perpendikel, die ron irgend 
Einern festen Puncto einer Confoical-Linie erner gegebenen Kegelfläcbe, anf die 
ISehen derselben gefällt werden, ist ein Kreis, dessen IDbene auf der «ndern Cea- 



i 



") 'Stehe % U, n. 9e$. 



i. U. JPoIar-GWcliiiiig 4er KegdflädiM. 31t 

{•«al^Littie «eakretl^ tteht Der geometrische Ort fttr die Fusepancte 8»Iolker 
Perpendikel, die Ton irgend eine« festen Puncte einer Fo'Cal-Li^ie einer gegebene» 
Kegelfiäche auf die Tangential-Ebenen derselben gefällt werden, ist ein Kreis, 
dessen Ebene auf der andern Focal-Linie senkrecht steht. 

Die nachstehende Particularisation ergibt sich unmittelbar. 

Wenn man von irgend einem festen Pancte einer Focal-Linie einer parabo- 
lisehen Kegelfläche Perpendikel auf die'Tangential-Ebenen derselben fällt, so 
ist der Ort für die Fusspuiiete solcher Perpendikel eine gerade Linie, deren 
Richtung auf der andern Focal-Linie senkrecht steht« 

S47. Um die Gleichungen der Asymptoten-Ebenen der Kegelfiäche zu erhalten, brauchen wir 

in die allgemeine Gleichung der Tangential-Ebene (13) bloss denjenigen Werth fdr n einzusetzen, 

der sich überhaupt auf eine durch die Mittelpuncte der charakteristischen Schnitte gehende Ebeno» 

bezieht. Die Gleichung einer solchen Ebene 

cotg>}/ = msin(D+nco8<D (2^ 

muss befriedigt werden, wenn wir die Coordinaten-Werthe der am Ende der 286. Nummer bestimmten 

geraden Linie einsetzen, wonach 

P*-Q^ 

und die Gleiehung (18) in die folgende ttbei^ eht : 

Qcotgp}/ = ± P V^Q*=^P^ . sino + (Q^—P^cosoj. 
ttö* Eine beliebige durch den Mittelpunct der Kegelfläche gehende Ebene (t) schneidet die 

Kegelfläche 

cotp}/ = P + Qcosc» (1) 

in zwei Seiten, deren Coordinaten-Werthe wir auf bekanntem Wege bestimmen können. Setzen wir 

zu diesem Ende, die durch die beiden Gleichungen (1) und (t) gegebenen Werthe von wtg^ em« 

ander gleich, so gibt eine einfache Umformung die folgende Gleiehung zur Bestimmung ihrer 

Azimuthal -Winkel : 

t(Q-n)H«ö*|cos^«-h«P(Q-n)cos«+(Pi-m») = 0, (I6> 

und wenn wir in diese Gleichung für cosi» aus der Gleichung (1) seinen Werth einsetzen, kommt: 

|(Q— B)«+m*|cotg^>J/ — «P{n*+m'— nQ|cotg++t(n«+m*)P* — iö^Ö*l =0, (17) 

nur Bestimmung der entspreehenden Zenithwinkel. Wenn überhaupt zwei Winkel durch eine inBe- 
zieiiang auf ihre Tangenten oder Cotangenten quadratische Gleichung gegeben sind^ so lässt sich die 
Tangente oder Cotangente ihrer Summe auf lineare Weise bestimmen. '*') Nehmen wir die Gleichung 



*> L«g«K wir die DMftstelicnde Gleichimg 

Ccotg^'P— «BcotgW+A = 0, (a) 

die wir Mich «uf folgende Weite ecftreibea kdnaeii 

AtangH— tBlanpf^ + C =s 0, (b) 

BQ CirMde^ eo crgiM «ick, wean wir die beiden Warseln dieeer leUtem Gleidrang durch tangV'i und 
Uiig«'. kcMidttett 

SB C 

tang'P. + tangi^, =: — tangW.tangfr^ = j, 

und biereut: 

umgC'I'. + Vj) = ^^. - (c> 



31:3 Flächen zweiter Ordmng und aweüer CSMfee. 

(17) und die Gleichnng (a) der Note als identbch md also aaeh W^ m^V^ »r die der etstge- 
mmKen Gleidmng entspreehende Winkel-Werthe, so ergibt rieh: 

SB = tP tn' + «»' — »Oi, 
A - C = Cn' + m') P' - «»'Q* - KQ - »)' - »'I 

= (P2 _ Q2 _ IJ (^2 + ,„2 _ „Q) ^ „1tQ2 ^ ^pi _ Q« + ,3 „Q _ Q2^ 

Der allgemeine Werth von tang(Wi + «^.J vereinfacht sieh und wird xugrleieh onabhäBgi; toi 
n, wenn wir n durch die nachstehende quadratische Oleiehung beslintiien : 

^2 ^ P^-Q^ + 1 ^ _ , ^^,. (,8) 

dann kommt nemlich: 

mithin 

'Pi + *.i = +1 + +1 = const. CI9) 

Wenn n gegeben ist und wir setzen 

n = — tanj^^, 

so gehen alle Schnitt-Ebenen (2) durch eine feste gerade Linie, welcher it als AximiUhal-Winkd 
und i als Zcnith-Winkel entspricht. Es ist aber CS45): 

P«-Q*+l 
wonach aus (183 : 



= «cotgW,— ^,), 



s 1 -n* . 

cotg(4i — 4 t) = -r— - = cotg«4. 
tn 

Wir finden also 

i = K4i-4i3 oder ^ = ^(n + ^l^z-^,). 

Diese beiden Wcrthc für i bestimmen die Richtungen derjenigen beiden Axen der Kegelfläche, die 
in der Ebene der beiden Focal-Linien liegen und die von denselben gebildeten Scheltcl-Winkcl baj- 
biren, und zwar diejenige Erstreckung dieser Axen vom IMittclpuncte aus, die den elliptischen Schnittes 
der Kegelfiäche. begegnen. Wenn wir also durch eine beliebige dieser beiden Axen eine Schnitt- 
Ebene legen, so ist für die beiden Kegelseiten in derselben die Winkel-Summe C4i + ^2) ^^onstant 
>¥«nn wir hierbei die eine der beiden Kegelseiten nach entgegengesetzter Erstreckung nehmen, so 
venn^andelt sich die constante Summe in eine constante Dififerenis. Es ist augenscheinlieh, da^, 
gleichviel durch welche der beiden eben bezeichneten ^xen die Sohnitt-Ebene geführt wird, derjenige 
iWinkel ))/,, den die erste Kegelseite mit der einen Focal-Linie bildet, dem Winkel ^.2 g'leich ist, 
' den die zweite Kegelseite mit der andern Focal-Linie bildet und somit erhalten wir für den bewie- 
senen Satz auch folgende Aussage. 

Die Summe derjenigen beiden Winke), welche eine beliebige Kegelseite mit 
den beiden Focal-Linien bildet isl constant und zwar dem von den beiden Scheitel- 
Linien gedildeten Winkel gleich. 
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Die ErstreckoDgen der Kegelseiten nelmieii >ir in allen Fällen Tom Mittelpnnete der FlSebe 
aas auf demselben der beiden Doppel-Kei^el und die Erstreekongen der beiden Focal- Linien tob 
Mittelpanete aas im Innern dieses Kegels. Fir jede der beiden Meben-Sebeitel-Linien ist ^^^=i^^, 
iiForans folgt, dass jede derselben mit den Foeal-Linien einen Winkel bUdet, veMMr der HMfte de» 
Yon den Scheitel -Linien gebildeten Winkels gleich ist, vonash vir, wenn die Scheitel «Linien und 
Neben -Seheitel -Linien einer Kegelflädie gegeben sind, sogleidi die Foeal-Linien eonstmiren kön- 
nok For diejenigen vier geraden Linien, in welchen* eine Kegelfläche Ton den Tier A^^mptoten- 
£benen berfihrt wird, ist der grössere der beiden Winkel ^t and ^^ ein rechter, der kleiiMre also 
dem Ueberschasse des Ton den beiden Seheitel- Linien gebildeten Winkds ftber einw reehtw gMclu 

849. Wenn wir in die allgemeine Gleichong der Ebene, 

cotg ^ = msinct) + ncoso , (Q 

fiir 4/ und o bestimmte Winkel-Werthe ^^ und &^ einsetzen und dann m ond n als Tcränderlich 
betrachten, so stellt die Gleichung 

cotg ^* ssz msinfi)' + ncoso', (SO) 

nun eine gerade Linie dar, welche durch die Winkelwerthe 4^ und w', ihre Coordinaten, bestimmt 
ist. Diese neue Gleichung enthält dne Relation zwischen m und n, die befriedigt werden muss^ 
wenn die durch die Gleichung (t) dargestellte Ebene durch die fragliche gerade Linie gehen solL 
Wir haben femer gefunden, dass die Gleichung: 

(n-Q)« -t- m» = PS a» 

diejenige Bedingung ausdrückt^ unter welcher die Kegelfläche 

cotg H^ = P + Qeoso« (i) 

Ton der Ebene CS) berührt wird (844). Betrachten wir also in dieser Gleichong m und n wiederum 
als Teränderlich, so stellt die Gleichung (12) dieselbe Kegelfläche d|r, wobei diese als Ton ihren 
Tangential -Ebenen umhfiUt betrachtet wird. 

Wir könnnen dieser Gleichung (12) noch eine etwas allgemeinere Form geben^ indem wir die 
Flächen -Gleichung (1) durch folgende ersetzen: 

cotg\J/ = P + Qcos, (o-o,), (21) 

wobei wir bloss die Azimuthai -Winkel (o so nehmen, dass sie fttr die der Focal -Linie nähere 
Scheitel-Linie' nicht Terschwinden, sondern gleich g>, werden. Um die Gleichung (12) abzuleiten 
können wir auch die beiden aas den Gleichungen (1) und (2) genommenen Werthe Ton colg>^ gleich- 
setzen, und dann ausdrucken, dass die resultirende Gleichung 

(n-Q) coso -f- msino = P 
rdr Q nur einen einzigen Werth gibt Ebenso können wir auch Tcriahren, um die Bedingung zwi- 
schen m und n zu finden, die bestehen muss, wenn die Ebene (2) die Fläche (21) bertthren solL 
Der Torstehenden Gleichung entspricht alsdann die folgende: 

(n*Qcor(o^) cosco -f- (m-QsinjO;) sino =» P, 
so dastf bloss , indem wir 

Qco80^ ^ n^, Qmnxo^ ss m^ 

setzen, an die Stelle Ton (n-Q) und m bezaglich (n-nO nui (m^mO getreten sind. Wir erhalten 
hiernach sogleich fdr die gesochte Gleichung 

(n— nO^+ (m-mO« «P*. <m 

Hierbei ist * . 

40 
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md fcigUdk die dargestellte Kegelfläcba eine dfiptisdie, IqrpMrboUeeke , pantbolisdie, je nackde« 

111/2 + B'« <PS m'« + !!;«> PS m'* + B'as=P2. 
Die 0ireetrix«^BlMie der Ke; elflftcbe ist durch die naelisteheBdeii baden GfeidnDgen bestinuirt: 

S60l Bei im Entvdekeliingeft d«r nnrigen Nmunier sind n und m als Coofrdinaten der dvA 
den gegebenen Miltelpunet der Kegelfidie gebenden Ebene (8) £u betraehten und Unnen, hü ma 
andern Bestimunngsweise derselben, durch nwei andere anf andere Weise sn Gonatmirende Ccn- 
etante ersetzt Verden. Es bedeuten n und m die Cotangenten deijenigen beiden Winkel a md 8, 
vekhe die Durchschnitts -Linien der fragtiehm Ebene mit den Ebenen YZ und XZ bttden mit der 
Axe Z. Wenn wir den Neigungs- Winkel derselben Ebene gegen die Ebene XY durch X und den 
Winkel» den die Durchschnitts-Linie dieser beiden Ebenen mit der Axe Y bildet, x nennen^ so ^gibt 
sich, wenn wir nacheinandar diejenigen beiden rechtwinkligen -Ecken betrachten, welche von der zil 
letzt genannten Durchschnitts - Linie und den Axen X und Z, so wie den Axen Y und Z gebildet 
werden : 

n :3= cotg a = — tang X cos x, 

m = cotg p = — tangX sin x. ^^ 

Setzen wir diese Werthe von n und m in die Gleichung der durch ihre Tangential -Ebenen b^ 
stimmten Fläche (12), so finden wir 

tang ^X + «QtangX cos x = P'^ — Q« , (M) 

und wenn die Kegelfläche Insbesondere eine parabolische ist: 

tang X + 2Qcos x as o. (g5) 

Die Formen dieser Gleichnng^en stimmen mit den Gleichungs- Formen (10) und (ISf) der MO. Num- 
mer ttberein* • 

S5L Wenn wir den Anfangspunct rechtwinkliger Coordinaten-Axen in dem Mittelpimcte eraer 
beliebigen KegeUäche zweiter Ordnung annehmen , so erhalten wir (&r eine beliebige Kegelseite 
die beiden Gleichungen 

az + ex =5 0, bi -f ex =5 o, («6j 

a b 

nnd können (t35) und als Coordinaten derselben ansehen. Fähren wir die Winkel ^ und o, 

c e 

die wir in der t36. Nummer Zenith- und Aiimuihal- Winkel genannt haben, ein, so kommt: 

cos<<> 

cotg4 

b . , . sine» 

= — tang>J/8ino = > 

c '^ cotgtj^ 

so dass wir 

n SB eoso, b as sin«, c =s cotgi)^ (V) 

setzen kSnnen. Jede homogene Gleichung des zweiten und Überhaupt des n. Grades zwliehw coae, 

sincD und cotg^ stellt eine Kegelfläche der zweiten und überhaupt der n. Ordnung durch ihre Seiten dar. 

Eine beliebige Tangential -Ebene der Kegelfläche können wir dui^h folgende Oleiehnng' darstellen: 

kz = hy + gx} («8) 

h ft 

od — und Y-9 gleichbedeutend mit m und n der wrig«n Nummer, als : Coordinaten der Ebene neb> 

men. Die Gleichungen (88) kSnnen wir in foljrender Art schreiben: 
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g _ «•» ^ 

k eotgX' 

und alflo 

g SS eosH, li ^ sinx, k a: ^^ cotg Xj CN) 

setaen* Jede homogene Gleickimg des zweites Grades zwischen cosx, sIax mid colgX stellt eine 
K^elfläche der zweiten Ordnung dnrefa ihre Tangential -Ebenen dar. X ist die Neignng der jedesma- 
ligen Ebme gegen die Ebene XY und, wenn wir diese Ebene alsdie£cliptikbetra€fafan,x dieLSnge 
ihrer Knotenlinie Ton der Axe Y an gerechnet. 

Die Winkel ^ and o sind Polar -Coordinaten der geraden Linie (t6), die Winkel X und k 
Polar -Coordinaten der Ebene (SS). 

Wenn wir ^„^ 

+ = X, o = «, (») 

oder was dasselbe ist 

g=aa, h«b, k«:c (M) 

setzen, so steht die gerade LWe (86) aaf der £b«ie Ct8) said^iecfat Es stellen also weh irgtm4 
9vm CHeidMagsn, die eber Yertniischang der Wakü o and «, 4^ und X entsprechen, zwei solche 
Kegelfläei«n dar, die in der gegenseitigen Beziehnng stehen^ dass 4is Seiten 
einer derselben anf den Tangential- Ebenen der andern senkrecht stehen. NehsMn 
wir insbesondere fdr die (Heicfanng einer Ton sokhoi zwei Kegelfläcben die Gleishnng (10) der 
S40.NnHuner, in wdAer wir, der KSrze wegen, 

taagm — tang ^^ s — »Q, langt?^ Uagv^ s P« — Q* (ßf) 

setzen, wonwh 

tang^ + 2Qtang4/fi08<i a P« ^ Q«, 
BO wird die CHeiebung der andern Kegelllche 

tangU + 8QtangXcosx = P*— Q\ («0 

Die beiden letzten Gleidiangen (M) nnd (3*) stellen zwei Kegelflachen dar, welche die Axe Z be- 
haglich zar Focd-Iinie and zur Gonfocal -linia haben. Die zwdie dieser Kegdflttehen (M) kiMM* 
wir aach durch die folgende in diesem Paragraphen vo rwigs we i se dtacotirte Gldchong hu Linien* 

Polar -Coordinaten : * 

cotgif/ = P+Qcosfi), (1) 

darstellen, und folglich die erste Kegelfläche (SC) dofch folgende Gleichung in Plan «Polar- 

Coordinaten: 

üQigX = P+Qcos X. C33) 

Setsen wir, um die Bedeutung der beiden Constanten P nnd Q rncksiditlkh dieser ersten KegsUidie 
za bestimmen, nach einander x = und « s= tt, so gH>t die vorstehende QleiciiQng fnr eotgX dM 
grössten nnd kleinsten Werth. Die entsprechenden Winkel, die wir durch X« nnd X^ bezeishnen weUen^ 
beziehen sich hiemach auf die Neigung der beiden Tangential-Ebenen der Fläche in ihren Neben- 
cheitel-Linien, oder was dasselbe ist, auf die Neigung dieser Linien selbst gegen die Kreisschnitt- 
Ebenen. Ganz analog, wie in der. 236. Nummer, ergibt sich 

cotgX^+cotgÄ,^ = 2P, 
eotgXi— cotgXj =5 8Q, 

so dass also die Wfaikel X^ und X^^ welche die Winkel n^ und ??2 der 240. Nummer zu einem 
rechten ergänzen, ganz an die Stelle der Winkel i}/i und i^^ treten. Die Summe der Winkel X^ und 

• • 40* • 



tut Füd^ a«Rr«ücr (kin)^ «lid feüsHef Chiis« 

X^ ist demjenigea Winkel gleich, den die Netai-Sdieiiel-Linien äw dargestellten Fläelie mit m- 
ander bilden, ihre Differenz gleich demjenigen Winkel, den die beiden Kreisschnitt-Ebeiien oder 
auch die beiden auf ihnen senkrechten Confoeal-Linien einschliessen. Da denselben Coordinaten- 
Werthen in den beiden Systemen einmal ein Durchmesser, das andere Mal eine Durchmesser-Ebeae 
der jedesmaligen Kegelfläche entspricht, so gibt auch, bei der Uebereinstimmung der Gleichung«! 
(24) und (32) oder (1) und (33), eine Gleichung von derselben Form und mit denselben Con- 
stauten einmal die zugeordnete Durchmesser-Ebene, das andere Mal den zugeordneten Durchmesser. 
Irgend dreien (oder auch zweien} zugeordneten Durchmessern einer der beiden Kegelflächen ent- 
sprechen also drei (oder zwei) zugeordnete Durchmesser-Ebenen der jedesmaligen andern, die aof 
jenen Durchmessern senkrecht stehen, und umgekehrt. 

Wenn zwei Kegelflächen zweiter Ordnung in einer solchen gegenseitige! 
Beziehung stehen, dass die Seiten einer derselben auf den Tangential-Ebenen 
der .andern senkrecht stehen, so sind die Focal-Linien jeder derselben die Con- 
focal-Linien der jedesmaligen andern, und der von den Scheitel-Linien jeder 
derselben gebildete W^inkel ist dem Neben-Winkel des von den Neben-Scheitel- 
Linien der jedesmaligen andern gebildeten Winkels gleich. 

Mt. In dem Vorstehenden ist eine Verwandtschaft ' zweier Kegellächen zu emandcr gegeben 
nadi wekher alle Winkel-Bexiehnngen sich paarweise ausammengruppirHi nnd gegenseitig ans eia- 
ander sogleich ableiten lassen. '^) Ich muss mich hier auf ein einzelnes Beispiel besdiräidcen, vid 
trihle dazu den Satz der S45« Nammer, neben den sich nnmittdibar der folgende steltt« 

Die Snmme derjenigen beiden Winkel, die eine beliebige Tangential-Ebeae 
einer gegebenen Kegelfläche mit den beiden Confocal-Linien bildet, ist constant 
nnd zwar dem Neben-Winkel des von den beiden Neben-Scheitel-Linien gebiU 
deten Winkels oder auch dem Doppelten desjenigen Winkels gleich, den die 
Tangential-Ebene in einer Scheitel-Linie mit jeder der beiden Gonfocal-Llniei 
bildet. 

Nach dem letzten Theile dieses Satzes können wir sogleich, wenn die Schettel-Liaicn mri 
Neben-Scheitel-Linien einer Kegelfliche gegeben sind, die Confocal-Linien nnd die anf denndbea 
senkrechten Kreisschnitt-Ebenen constmiren« 

253. Um der Beziehung der beiden in der vorigen Nammer betrachteten KegelflächeB an ein- 
ander ihre richtige analTtische Stelle anzuweisen, brauchen wir nur einen Blick auf die Oleichongei 
C90) oder die gleichbedeutenden (31) zn werfeil. Diese Gleichungen drücken aus, dass die Sdta 
nnd Tangential-Ebenen der beiden Kegelflächen sich auf lineare Weise entsprechen, die Kegelflachen 
also in der Verwandtschaft der Reciprocität stehen (Einleit. Betr. 12.) Dieselbe Verwandtschaft 
k«ni|,Mi wir audi anf andere Weise aosdraeken (Einleit. Betr. 13—15). Nehmoi wir m diesen 
Ende für die Glelehnng irgend einer durch den gemeinsamen Mittelpunct der beiden Kegelflicha I 
gehenden Ebene, wie bisher die folgende: I 

• cotg^ = msin6) + ncosco, 

nnd ersetzen in derselben m und n durch ihre Werthe (23), so kommt: 



*) Diese »n Besultaten ergiebige Bemefkang hat Herr ClUutea in einem aair&hilicheD • Memoire aniQ^ebeiitet. 
das ich indess nur aua der englischen Uebersetsung des Herrn Chraves kenne, ^tfo geamelrictA w c ' aw a n 
on ike generai propertifs of cone» of the second deffree tmd on fhe spheriaü conics, IhMut, 184L 



♦ 

oder entwickeli: . 

cotg^cotgA^+cosfßH— x) 3= 0, (34) 

als Ornnd-Gleichung der Reciprocität, die wenn wir X und x als eonsiant, '^ ^^^ ^ als 
Tcränderlicli betrachten die Ebene (7., x} und wenn wir umgekehrt ^ und o als eonstant, X und x 
als yeränderlich betrachten, die gerade Linie (4^, 6)) darstellt« Diese Gleichung ist symmetrisch in 
Beziehung auf i]/, o und X, x und die Reciprocität also nach dem Ausdrucke von Herrn Magnus 
eine solche, bei der die beiden reciproken Systeme auch eine reciproke Lage haben und die Orund« 
Gleichung der Reciprocität auch diirch eine Fläche zweiter Ordnung ersetzt werden kann, in Be- 
ziehung auf welche die Polar-Bestimmung im geometrischen Sinne auszuführen ist. Diese Fläche 
ist überhaupt der geometrische Ort für diejenigen Puncie, hier insbesondere also auch derjenigen, 
durch den Mittelpunct gehenden geraden Linien, die in ihre Polar-Ebenen fallen. Ihre Gleichung 
ergibt siich' hiemach unmittelbar, wenn wir in der letzten Gleichung X = 4^, x = co setzen, wonach 

.aar.»^ eotg^>). + l = 0, 

oder auch ., , • . « /> 

Die Directrlx-FlÄche zweiter Ordnung hat.sich abo auf einen Kugelpunct reducirt Quo). — 

234*. Bei den Kegelfiächen erhalten wir Winkel-Beziehungen, die den bei Kegelschnitten ganz 
analog sind, weiyx wir an die Stelle der Brennpuncte von diesen die Focal-Linien von jenen setzen. 
Beispielen, sind wir bereits begegnet. Dem Satze, dass die. Summe oder Differenz der Abstände der 
f uncte einer Ellipse oder Hyperbel von den beiden Brennpuncten constant ist, entspricht der direct 
in der 248. Nummer bewiesene Satz, dass die Summe (oder Differenz) der beiden Winkel> die eine 
JKegelseite mit den beiden Focal-Linien bildet, constant ist. Wie wir in der 204. Nummer aus dem 
erstem Satze Am allgemeinen an die Spitze dieser Nummer gestellten Satz abgeleitet haben, so er- 
gibt sich aus dem letztern Satze sogleich der folgende. 

.Wenn man durch vier Ebenen die beiden Focal-Linien einer gegebenen Kegel- 
fläche mit zwei beliebigenSeiten derselben verbindet, so gibt es eineRotations- 
Kegelfiäche, welche diese Ebenen alle vier berührt und deren Axe die Dnrch- 
8chnitt8-Linie derjenigen beiden Tangential-Ebenen ist, welche die gegebene 
Kegelfläche in den beiden beliebigen Seiten berühren*. 

Wir wollen den Mittelpunct der Kegelfläche 0, ihre beiden Focal-Linien OF und OF^ nennen, p;^ 3 
annehmen, dass dieselbe einmal die Ellipse, das andere Mal die Hyperbel der 3« Figur zu einem 
ihrer charakteristischen Schritte hat und dass einmal »ON und ON', das andere Mal OM «nd OMf, 
die beiden beliebigen Kegelseiten sind. Dann ist C348}: 

N'OF'+N'OF = NOF'+NOF, MOF'— MOF = M'OF'— M'OF, 

folglieh: 

N'OF'-NOF = NOF'-N'OF, MOF'+M'OF = M'OF'+MOF. 

Die vier Ebenen , welche die beiden Focal-Linien mit den Seiten ON und ON^ verbinden bestimmen 
eine Pyramide, deren zwei gegenüberliegende Seitenflächen sich schneiden und die die Ebene der 
cliaracteristisciieli Elipse in dem Viereck FN^^N begegnet: die Differenz der gegenüberliegenden 
£pitzen-WinkeI ist dieselbe; in der entsprechend Pyramide, die die Ebene der characteristischen Hy- 
perbel in dem Vierecke FM^F^ (in der Figur mit rinspriagendem Winkel) begegnet, ist die Summe 
der gegenüberliegenden Spitzen^ Winkel dieselbe. In beiden Fällen folgt, was zu beweisen war^ dase 
der Pyramide sich ein Rotations-Kegel einschreiben läast 
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Was die Discossion dieses Sslies betrHR, ksnii idk nur auf dl» analoge Disenssion der SM. 
Nummer yerweisen» Insbesondere ergibt sidi der folgende von Herrn Magnus satrsi «B^cflteOte 
tats, an den sich ein anderer unmittelbar anseUiesst. 

Wenn man dnreh die beiden Foeal-Linie nnd eine beliebige K^gelstiU swci 
Ebenen lefft, so bilden diese mit der Tangential*Sbene in dieser Kefelseite i^leicki 
Winkel. 

Eine byperbolisehe und elliptische Kegelfläche, welche dieselben beides 
Focal-Liiien haben, schneiden si4?h rechtwinklig. 

Nuch dem Vebertragnngs^Princ^ der 938. Nummer erhalten wir, neben den Tontehenden Sibm 
die folgenden. 

Die vier Durdischnttts-Iflnien irgend zweier Tangential-Ebenen einer Kegel- 
fläche mit den beiden durch den Mittelpunct derselben gehenden Kreissdinitt- 
^benen sind vierSeiten einesRotations-lLegel8( dieEbene der beiden Berihrnngs- 
Seiten steht auf der Axe desselben senkrecht. 

Die beiden Durchschnitts-Linien einer beliebigen Tangential-Ebene mit dci 
beiden Kreisschnitt-Ebenen bilden mit der Beriihrungs-Seite gleiche WinkeL 

W^enn zwei Kegelflächen dieselben Confocal-Linien haben, so stehen, weis 
überhaupt gemeinschaftliche Tangential-Ebenen Torhanden sind, die beiden Be- 
rührnngs-Seiten in jeder dieser Tangentiai-Ebenen aufeinander senkrecht. 

Auch die Note zur 212. Nummer gibt nach Analogie neue Winkel-Beziehungen bei Kegd- 
flächen, auf die ich aber hier aus Mangel an Raum durchaus nicht eingehen kamt. Ick sdifese 
mit einer letzten allgemeinen Bemerkung. Da die Erzeugenden eines einschaligen HTperboioids am 
Seiten seines Asjmptoten-Kegels parallel, die Kreisschnitt-Ebenen dieselben, und die Axen der jenem 
limschriebenen Rotations-Cyfinder die Focaliimen des letztem sind, so können wir v^jde der 1»^ 
wiesenen W^inkel-Beziehungen von Kegelflächen auf einschalige Hyperboloide unmittelbar fibertragim. 



$.18. 
Die Reeiproeltät der Fläeben zweiter Ordnuns mkd Clasge. 

255. Wir haben in den frühem Paragraphen die Flächen zweiter Ordnung und Classe nscfc 
einander durch die allgemeine Qielchung des 'zweiten Grades, einmal in Punct-Coordinat»i, dss 
andere Mal in Plan-Coordinaten dargestellt und die Gleichungen yollständlg discutirt. Das Princip 
der Reciprocität ist das Band, welches die beiden Darstellnngsweisen verknfipft und in Folge dessa 
die Beziehung der in beiden erhaltenen Resultate, sowohl der ana^stischen als der geometrisdcB, 
als eine nothwendige erscheint. Ans diesem Princip fliesst das aligemeine Uebertragungs-Prindp. 
der allgemeinsten linearen Punct- und Plan-Coordinaten-Bestimmung entsprechend, das in eben so 
viele besondere Uebertragungs- Weisen sich auflöset, als wir dne besondere Punct-GoordinateB- 
Bestimmung mit ^ner besondera Plan-Coordinaten-Bestimmung zusammenstellen können. Im AI]g^ 
meinen lassen sieh zwei reciproke Sjsteme in eine solche gegenseitige Lage bringen, die Herr 
Magnus eine reciproke genannt hat, bei welcher die Polar-Bestimmung durch die YermitteluB; 
einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung und Closse ausgeführt werden kann. Hierauf groiidetai 
die Herren Gergonne und Poncelet zuerst das Princip der Redprocität, bevop ich meinerseüs, un- 
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abhängig luervoii and bald nacUier, dasselbe aus der Varialion der Constanten ableitete und die 
doppelte Coordinaten-Bestimniiuig aufsteUte. Bei der reciproken Lage der beiden Systeme ist die 
Polar-Bestiinnioiig dieselbei glttcbviel in welcbem der beiden Systeme \i^ir einen Punct annehmen, 
um seine Polar-Ebene in dem andern zvl constmiren. Geben wir hierbei der Grund-Gleichung der 
Reciprocität die am Ende der Note zur 15. Nummer der einleitenden Betrachtungen sich vorfindenden 
Formen, so sehen wir, dass sie vollkommen mit der Gleichung der Polar-Ebene eines Punctes in 
Beziehung auf eine gegebene Fläche zweiter Ordnung übereinstimmt und wie diese, bezüglich der 
Coordinaten des Punctes und der veränderlichen Grössen in der Gleichung der Polar-Ebene desselben, 
sjmmetrisch ist. Dieselbe Gleichung stellt, wenn wir in ihr auch die Coordinaten des Punctes als 
veränderlich betrachten, die Direetrix-Fläche dar. Diese Fläche ist hiernach der geometrische Ort 
für diejenigen Puncte, welche in ihre Polar-Ebenen fallen, währ^d sie zugleich von diesen Polar- 
Ebenen berührt wird. Für den Fall der Planimetrie habe ich die allgemeinere Aufgabe, auch bei 
einer beliebigen Lage der beiden reciproken S/steme die Polar-Bestimmungen geometrisch auszu- 
führen, geltfset'''): dieselbo Aufgabe gestattet, auch für die Constructionen im Räume, eine einfache 
Lösung. Aber alle allgemeinen Fragen dieser Art muss ich hier unerörtert lassen, und kann auch 
eben so wenig, die particulären Fälle der Verwandtschaft der Reciprocität discutiren. Hier 
eröffnet sich die ergiebigste Quelle neuer Resultate. Wenn wir, um nur ein Beispiel hervorzuheben, 
zur DirectriX'Fläche eine Kugel nehmen, so steht die Polar-Ebene eines Punctes auf derjenigen 
geraden Linie senkrecht, die diesen Ptinet mit dem Mittelpuncte der Kugel verbindet, und auch die 
Richtungen zweier zugeordneten Polar-Linien stehen hiemach auf einander senkrecht. Als Folge 
hiervon stellen sich alle Winkel-Beziehungen paarweise neben einander. Zu irgend einer andern 
Kugel gehört als reciproke Fläche eine Umdrehungs-Fläche , die den Mittelpunet der ersten Kugel 
zu einem ihrer Brennpuncte hat; anf diese übertragen sieh also die Eigenschaften der Kugel. 
Wenn die Dimensionen der zur Directrix-Fläche genommenen Kagel verschwinden, indem diese auf 
einen Kugelpunct sich reducirt, so erhalten wir den in der 252. und 253. Nummer discutirten Fäll. 
Diesen Fall müssen wir auch derjenigen Reciprocität unterordnen^ die Herr Magnus conische 
genannt hat und die der Reciprocität der Geometrie in der Ebene ganz analog ist. Bei der conischen 
Reciprocität entspricht allen Puncten die mit einem gegebenen festen Puncte in gerader Linie liegen, 
dieselbe Polar-Ebene, die ihrerseits durch einen zweiten festen Punct geht und so entsprechen sich 
gegenseitig gerade Linien, die .durch einen und Ebenen, die durch einen andern gegebenen festen 
Panct gehen ; es entsprechen sich zwei Kegelflächen, von welchen wir, wenn wir eine derselben uns 
durch eine gerade Linie beschrieben denken, die andere uns von einer Ebene umhüllt denken müssen. 
Bei einer reciproken Lage der Systeme artet die Direetrix-Fläche in eine Kegelfläche aus, die aber 
sowohl reell als auch imaginär sefai kann, das heisst, im letztern Falle in Aen ellipsoidischeii 
Punct übergeht. Nehmen wir andrerseits eine ebene, reelle oder imaginäre, Curve als Fläche 
zweiter Classe und Directrix-Fläche, so ist derselbe Punct der Pol von nnendfich vielen Ebenen, 
ile die Ebene der Curve alle in derselben geraden Linie schneiden; es entspricht also ein Punct, 
1er immer in eiter gegebenen festen Ebene bleibt, einer geraden Linie, die immer in einer zweiten 
regeheneä festen Ebene liegt, welche bei der vorausgesetzten reciproken Lage der beiden Systeme 
nlt der ersten zusammenfällt, und hiemach eine ebene Curve einer andern. 

SS6. Wenn wir durch p, q, r, s und p, j, r, s zwei Systeme befreundeter Punct - und Plan- 
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Coordinaten (EinL Betr. n. 5) bezeichnen, so können wir dieselbe Fläcbe zweiter Ordnung und 
Classe im Allgemeinen durch jede von folgenden beiden Gleichung'en : 

Ap^ + A'q^ + A"r« + A'"8« + «B^'pq + 2B'pr + «Bqr + 2Cps + «C'qs + «C'rs = 12 = 0, (1) 
Aji^ + A'q"^ + ^"r* + A"f^ + %W'n + *^'P^ + ^^V + «Q« + ^(^V +tC''rs = r = 0, (t) 
darstellen: unsere Aufgabe ist, die Coefficienten der jedesmaligen andern auszudrücken. ^A 
die zwiefachen Coordinaten befreundete sind, so besteht die folgende Gleichung 

pp + gq + rr + ^s = 0, (3) 

welche, wenn wir die Coordinaten irgend einer Ebene (p, ;, r, s} einsetzen, diese Ebene und 
wenn wir die Coordinaten irgend eines Punctes (p, q, r, s) einsetzen, diesen Punet darstellt. Iik- 
besondere also können wir dieselben vier Ebenen durch ihre vier Gleichungen 

p = 0, q = 0, r = 0, 8 = 

und durch ihre Coordinaten-Werthe 

q =r = s = 0j p=:r = * = 0, p = q = s = 0, p =s q = r = 0, 
bestimmen. Für die Pole dieser vier Ebenen, in Beziehung auf die FUche, erhalten wir die folga- 
den vier Gleichungen : 

4 ^= Jp + B''q + B'r + C* = 0, 

4^=Ä"p + ^'j + Br + O'*=0, 
d} 

5 ^= B'p +Bq + ^"r+ Cy'#= 0, 

i^= Cp + Cq + C^'r + ii'"*«©, 
mithin für die Coordinaten dieser vier Pole: 
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Andrerseits erhalten wir für die Polar-Ebenen der vier Puncto 

p = 0, ? = 0, r=0, * = 

die folgenden vier Gleichungen: 

d^ 

4. — = Ap + B"q + B'r + Cs = 0, 
dp 

5. ^= B'^p + A'q + Br + Cs = 0, 

dq 

h'T-= B'p + Bq + A"r +C"s = 0, 

i ^= Cp + C'z + C"r + A'"8 = 0. 
ds 
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Es sehneiden sieh die drei letzten dieser vier Ebenen, die erste und die beiden leteten, die beiden 
ersten nnd die letzte^ die drei ersten beziigUcb in denjenigen vier Polen, deren Coordinälen wir ob« 
Bobon bestimmt haben, hier erbalten wir für dieselben Coordinaten, mit Beibehaltung derBeieidutaBg 
der 10. Nanimer: 

p""0 ' p © ' 
q ©i ' q ~0i ' 
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Die letzten drei Coordinaten-Werthe, die sich aas der Zasammenstelking der Gleichungen der drei 
ersten Polar-Ebenen ergeben, sind diejenigen, die wir bereits in der ä Nummer doroh a, ß und 7 
bezeichnet haben; aas ihnen erhalten wir die übrigen durch eine blosse Vertaasehung der Marken. 
'Damit die Coordinaten -Bestimmung C4} and (5) übereinstimme müssen wir 

Ä" = 9.J01, B' = a.^^.,, , B = 3.J,.,, C = a.^03, (? = »-^,3, C" ^ 9.J.,^, 
wobei 9 willlcührlich angenommen und auch der Einheit gleich gesetzt werden Itann. Die Gleichung 
et) geht hiernach in die folgende über: 

©p^ +©,yH©2r»+03*^ + «^ojM + «^o4Pr+2z/j2}r + 2z/o3P*+«^i3?*+»^2s»'' = O- («) 
Die Beziehung der Gleichangen. (1) und C6) zu einander ist eine durchaus gegenseitige; auf 
ganz analoge Weise, wie wir die Coefficienten der letztgenannten Gleichung durch die Coef- 
ficienten der erstgenannten, ausgedrüclct haben, können wir auch diese durch jene ausdrücken. Zu 
den Relationen der 10. Nummer kommen hiernach noch neue hinzu, und der analjtische Zusammen- 
hang aller dieser Relationen tritt deutlicher hervor. 

S57. Vertauschen wir in der Gleichung (6) die Plan-Coordinaten mit den befreundeten Punct- 
Coordinaten oder umgekehrt in der Gleichung (1) diese mit jenen, so stellen die beiden Gleichungen 

Ap*^ + AV +A"ri +A'"s^ + 2B"pq+2B'pr +2Bqr + 2 Cps+2C'q8 + 2C"rs=0, (1} 

0p«+0,q«+0,r« + ©38^+2^oiPq+2^o2Pr+2-^i2qr+2^o3PS+«^i3q8 + «^2^rs=O, (7) 
und die beiden Gleichungen 

Ap^ + AY + A"r* + A'"*^ + 2B"py + 2B'pr + 2Bqr+2Cps + 2C'qs + 2C''rS =0, (8) 
©/?«+0,gH0^r2 + 03^^+2^oiM + 2^o2lw-+2^,,5r + 2//osP*+i^i3J*+»^a3r*=O, C6) 
in der zwiefachen Coordinaten Bestimmung zwei reciproke Flächen dar, wobei beidesmal die Glei-- 
chung (3) die Grund-Gleichung der Reciprocitat ist. Setzen wir insbesondere 

p = X, q = y, r = z, 8 = 1; 

p = t, J = u, r = V, * = ± w; 

so stellen die Gleichungen (1^ und (6) dieselbe Fläche in dem gewöhnlichen Ponct- und Plan-Coor- 

dinaten* Systeme dar. Die Gleichungen (1) und (7) stellen in dem ersten, die Gleichungen (8) und 

(6) in dem zweiten Coordinaten -Systeme awei reciproke Fälchen dar, wobei die Grund-Gleichting 

der Reciprocitat die folgende wird: * 
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lx + iiy + ia±w = 0, 

«ad durch eine Kage], deren Radius, wenn wir das nnlere Zeichen wählen, reell oad der (vilUniir- 
lieh flnEonebmenden) EiidMÜ gleidi ui, «rsetzt werden kann. 

S58. Ich füge diesem Paragraphen nur noch einige allgemeine Schluss- Bemerkungen hinm. 

lede geometrische Beziehung ist als die bildliche Darstellung' einer analystischen Beziehung ao- 
xusehen, die, abgesehen von jeder Deolung, ihre selbstständige Geltung hat So gehört auch das 
Princip der Reciprocität ganz eigentlich der Analjsis an, und nur weil wir, sogar wenn wir es ana- 
l/tisch begründen, gewohnt sind, es in der Sprache der Geometrie auszudrifcken, wird uns die An- 
sicht gewissermaassen aufgedrängt, dass es ein ausschliesslich geoinetrisches sei. Er besteht* aber, 
auch ohne dass wir uns irgendwie um die Bedeutui^ der zwei oder drei Veränderlichen und Con- 
stanten kümmern, ganz unabhängig yon der Betsachtung yon Puncten, geraden Linien und Eben«; 
wir können es aus der Sprache der Geometrie wieder rückwärts in die Ursprache derAnalysis über- 
setzen. Wenn wir zum Bespiel den Punct (p s= p, q = 99 r s: r, s =: ^) den Pol der dnrdi die 
GMehung(3), InderYoranssetzmig, dass p^ q, r und s veränderlich genommen werden, dargestelhca 
Ebene betrachten, kommt in der analytischen AuSassung statt des Punctes die Constanlen-Crn^p 
(jp,},r,0 und die Gleichung selbst, statt der dargestellten Ebene in Betracht. Rein anaijstisck aaf* 
gefisisst, ist das Princip der Reciprocität natürlich auch nicht an die Dimensionen des Raumes ge- 
buiden und auf diese beschränkt. So wie wir, dem Uebergange Ton der Ebene zum Räume ent- 
sprechend, eine Veränderliche mehr einführen, können wir die analytischen Erörterungen auch auf 
eine grössere Anzahl von Veränderlichen ausdehnen» Bei Tier Veränderlichen insbesondere erwei- 
lert die Grund-Gleichung der Reciprocität C3) sich, bei analoger Bezeichnung, in die folgende: 

Pt + q<l + rr + S8 + tt=so. 

Während wir die Auffassungsweise der Herren Gergonne und Poncelet als die geometrische Deu- 
tung des allgemeinen Princips der Reciprocität für den Fall zweier und dreier VerSnderlidca 
ansehen, liegt die Frage nach einer geometrischen Deutung für den Fall mdrerer und namentlieh für 
den Fall von yier Veränderlichen nahe. Die Beantwortung dieser Frage setzt die der andern nad 
der geometrischen Deutung, die wir einer Gleichung zwischen Tier Veränderlichen geben komiai, 
▼oraus. Diese Veränderlichen können überhaupt in linearer Abhängigkeit Ton einander stehen : dann 
stellen die in gegenwärtiger Schrift discntirten Gleichungen sbweiten Grades zwnchen drei Verindef- 
Uchen nicht mehr Flächen zweiter Or Aiung oder zweiter Classe, sondern Kegelschnitte oder Kcgd- 
flächen dar, für welche die allg^mönen Gleich ngs-Formen ihre Deutung behalten, und GleichungeB 
zwischen Tier Veränderlidhen würden Flächen zweiter Ordnung und Classe darstellen. Doch Uer 
erhalten wir immer nur Particuläres; zu Allgemeinem führt die folgende Bemerkung. Eine gerade 
Linie hängt Ton Tier lioearen Constanten ab, für die wir zum Beispiel, indem wir eine solde 
Linie durch die Gleichungen-P^are: 

X = xz+X, t =: XT + Xw, 

y ä: pz+y, u = ^T + iw; 

darstellen, x, fi, X, v in der zwiefachen Bedeutung nehmen können. Diese Tier Grösse, die wir ab 
Veränderliche betrachten, welche für eine gegebene gerade Linie leicht zu constniirende eonstante 
Werthe erhalten, sind die Tier Coordinaten der geraden Lii|^e. Eine Gleichiaig zwischen 
diesen vier Co«rdlnaten bestimmt noch keinen geometrischen Ort für die gerade Linie, soA^Mna nr 
ein Gesetz, nach weldiem der unendlidie Raum aus geraden Linien besteht lA ge- 
denke auf diesen Geje^ens^d, der mir ein weites Gebiet für analytisch-geometrische EntwickelnngeQ 
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211 erSffioien Mfceäit, an tSskem midmiOrte wieder nrlAtiiltwitteii, da feh Iberdfcw Mebl &■ Stand« 
sdfi wfirde, Mer, bei be^tgten Räume, den gtmztm Qedmlc« xur Aaeekamiiig Ju briigeB. 
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859. Die Bestimmmung einer Fläche der zweiten Ordnung und Classe bangt yon nenn, die 
Bestimmung eines Sjrstemes solcher zwei Flächen also von achtzehn, yon einander unabhängigen 
Constanten Ab. Diese achtzehn Constanten jGjiden sich in den nachstehenden beiden Gleicbungett 

wieder : ^ 

w'p«+xq«+pr«+oti» = 0, 

t»'p«+x'q«+p'r«+o's^ =0; ^ -? 

denn die vier linearen Functionen p, q, r und s hängen von 4.3 ^ 12 Constanten ab und die acht 
unmittelbar in Evidenz tretenden Constanten rednciren sich, weil in Folge der vorstehenden Glei- 
chuDgs-Formen nur die Quotienten je zweier der vi«r erst^ und je siweier der vier letzten in Be- 
tracht kommen, auf sechs. Weil die auf diese Weise sich ergebenden achtzehn Constanten von ein- 
ander unabhängig sind, so können wir im Allgemeinen, das heisst, wenn nicht besondere Parti- 
cularisationen Statt Anden, zwei gegebene Flächen zwdter Ordnung durch die vorstehenden beiden 
Gleichungen (1) darstellen. Die vier Ebenen 

p = 0, q = 0, r = 0, s = 

bilden ein solches Tetraeder, dessen Eckpunote, in Beziehung auf jede iet beiden Flächen (1) die 
Pole der gegenfiberliegenden Seitenflächen desselben sind (% 4). Wir g'elangen hiemach zu dem 
folgenden Satze. 

Zwei gegebene Flächen zweiter Ordnung und Classe haben im Allgemeinen 
ein gemeinschaftliches Pol-Tetraeder. 

260. Wenn wir nach einander jede der vier linearen Functionen zwischen den beiden Gleichungen 
(1) ellminiren, so ergeben sich die folgenden vier Gleichungen: 

(9<':ir— X7r0p*+(x'p— JtpOr«+(x'<r— xoOs^ == 0, (t) 

(p'^— p^Op*+ (P''c-px0q«+0j'cr - poOs« = 0, 
(crV— (rjt')p*+(o'x— ox^q^+fo'p— crp')r* = 0. 

Diese Gleichungen stellen vier Kegelflächen dar, die sämmtlich durch die Durchschnilts-Curve der 
beiden Flächen (1} gehen. 

Durch die Durchschnitts-Curve zweier Flächen zweiter Ordnung und Classe 
lassen sich im Allgemeinen vier Kegelflächen legen: die Mittelpuncte dieser vier 
Kegelflächen sind die vier Eckpuncte des gemeinschaftlichen Pol-Tetraeders. 

Die Gleichungen (i) sind di» einzigen Kegel-Qleichnngen zweiter Ordnung, die wir ans der 
Zusammenstellung der beiden Gleichungen (1) ableiten kennen: es lassen sich also auch nur vier 
Kegelflächen durch die Durchschnitts-Curve der bezuglichen beiden Flächen legen. Zwei Flächen 
ZM citer Ordnung und Classe haben also auch nur ein einziges gemeinschaftliches Pol -Tetraeder, oder 
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ttaljliscB attflg^riickt, die beiden Flächen lassen sidi nor auf einzige Weise durek das System ^er 
Gleichung^Formen (1) darstelle. Diese Form-Bestimmung, so wie die Bestimmung der TierKegd 
<2), hängt nothwendigerveise yon der Anfldsang einer Gleichung des vierten Grades ab, weil die 
Winkelpuncte des Tetraeders sämmtlich in gleicher geometrischer Beziehung zu den beiden Flädien 
zweiter Ordnung stehen. 

861. Die beiden Flächen zweiter Ordnung und Classe, die wir in den vorigen Nummern h- 
mdiieft haben, können wir auch in befreundeten Plan-Coordinaten Qr, g, r, s) darstellen nnd er- 
halten dann, sei es durch eine einfache directe Betrachtung, sei es nach der 956. Nummer des torigen 
Paragraphen, für eben dieselben Flächen die folgenden Gleichungen: 



n X p ar ' 

p2 q^ y« ^2 



(3) 



und statt der vier Kegelflächen (2) die folgenden vier Kegelschnitte: 

Auf diesem Wege, oder auch unmittelbar nach dem Principe der Reciprocität, stellt sich neben den 
Satz der vorigen Nummer der folgende. 

Diejenige Abwickelungs-Fläche, welche zwei gegebene Flächen zweiter Ordnon; 
und Classe umhüllt, wird, im Allgemeinen, von vier Ebenen in Curven zweiter 
Ordnung und Classe geschnitten; diese Ebenen sind die vier Seiten-Ebeneades 
gemeinschaftlichen Pol -Tetraeders.^ 

Die Winkelpuncte des Pol-Tetraeders sind (jf\(.q)y 0")y und («), in Folge unserer Coordinatei- 
Bestimmung steh^ sie denjenigen Seitenflächen, die nach der frühem Bezeichnung (p), (q), (r) vikI 
(s) sind, bezüglich gegenüber. So wie die vier Kegelflächen (2) zu denjenigen Flächen z\reitef 
Ordnung gehören, welche mit den beiden gegebenen dieselbe Durchschnitts-Curve haben nnd diese 
durch zwei der Kegelflächen bestimmt ist, so sind auch die vier Kegelschnitte zu denjenigen Fladiei 
zweiter Classe zu zählen, welche von denselben Ebenen, als die beiden gegebenen berührt werdes, 
nnd die diesen- beiden umschriebene Abwickelungs-Fläche ist in der Art durch zwei der vier Kegel- 
.schnitte bestimmt, dass sie durch eine Ebene umhüllt Avird, welche in allen ihren Lagen an diese 
Kegelschnitte sich anlehnt. 

86S. Wenn die beiden Flächen zweiter Ordnung und Classe einen gemeinschaftUdien Mittel- 
punct haben, so liegt eine Seitenfläche des gtuneinschaftlichen Pol-Tetraeders anendlich weit. Lassa 
wir, dem entsprechend, s auf eine Constante sich'reduciren, so gehen die Gleichupgen Cl) in ^^ 
fönenden über: 
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^ w'p^+«'q*+p'r« + cr'-^ = 0. ^*^ 

Die Durcliscliiiitts-Liiiifii je zweier der drei Ebenen 

p = 0, q = o, r = 

sind drei zugeordnete Dnreliniesser jeder der beiden Flächen. Wenn* also irgend zwei Flächen 
zweiter Ordnung und Classe einen gemeinschaftlichen Mittelpunct haben: so haben sie auch ein ge- 
meinschaftliches System dreier zugeordneten Durchmesser. Wenn wir für eine der beiden Flächen 
insbesondere eine Kugel nehmen, deren zugeordnete Durchmesser alle auf einander senkrecht stehen, 
so folgt unmittelbar, dass jede Fläche zweiter Ordnung und Classe mit einem Mittelpuncte, ein System 
von drei rechtwinkligen zugeordneten Durchmessern oder, mit andern Worten, drei Axen hat. 

In dem Falle zweier concentrischer Flächen fällt der Mittelpunct einer der vier Kegellfächen 
der 260. Nummer mit dem Mittelpuncte dieser Flächen zusammen, während die drei übrigen Ke^^el- 
flächen in Cjlinder ausarten, deren Axen die drei gemeinschaftlichen zugeordneten Durchmesser der 
Flächen sind. Wir können, mit andern Worten, .die Durchschnitts- Cur ve derselben auf drei, senk- 
recht auf diesen Durchmessern stehende, Ebenen projiciren, wobei die Projectionen von der zweiten 
Ordnung sind. Von den vier Kegelschnitten der 261. Nummer liegen drei' in den tlurch je zwei 
der drei zugeordneten Durchmesser bestimmten Ebenen und die vierte liegt unendlich weit. Wenn 
insbesondere die beiden Flächen confocale sind, so haben beide dieselben Axen-Richtungen und die 
fraglichen drei Kegelschnitte sind die in den drei Hauptschnitten liegenden gemeinschaftlichen Focal- 
Curven derselben. 

263. Wenn wir um zu particularisiren 

p' er' 

^<r = 5</ oder -i-- = — = X , (ßy 

p er 

setzen^ so gehen die beiden letzten der vier Gleichungen (2), beide in die folgende über : 

(In — wO p« + a^ — xO q^ = 0. (7) 

Die beiden letzten der vier frühem Kegelflächen arten also ii> dasselbe System von zwei Ebenen 
aus, welche die beiden Kegelschnitte enthalten, in die sich die Durchschnitts-Curve der beiden Flächen 
in diesem Falle auflöset. Es bleiben noch zwei der vier Kegelflächen (2), welche beide Kegelschnitte 
gleichzeitig enthalten, übrig; die gerade Linie, welche durch die Mittelpunete dieser beiden Kegel- 
flächen geht, ist die gerade Linie (r,s) oder zugeordnete Polare der geraden Linie (p,q), die beiden 
Liinien sind zwei gegenüberliegende Kanten des gemeinschaftlichen Pol-Tetraeders. 

In Folge der Bedingungs-Gleichung (6) gehen die beiden letzten der vier Gleichungen C4) über- 
einstimmend in die nachstehende über : 



(i-^y^ii-^y^"- 



Die beiden letzten der vier Kegelschnitte der vorigen Nummer arten also beide, in dasselbe Sjstem 
von zwei Puncten aus. Diese Puncte sind die Mittelpuncte zweier Kegelflächen, in welche, 
*für den voriiegeiiden Fall, die die beiden gegebenen Flächen umhüllende Abwickelung-Fläche zerfällt 
£s bleiben luernaeh nur noch zwei der vier Kegelschnitte (4) übrig. Es sind diejenigen, in welchen 
die beiden umsehriebenea Kegelflächen skh schneiden. Die Ebenen dieser beiden Kegelschnitte 
sehneiden sich in der geraden Linie (r, s) der zugeordneten Polaren der*geraden Linie (p, 9), welche 
die Mittelpunete der beiden umschriebenen Kegelflächen enthält. 
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Bemerken wir zugleich noch, dasf £e Sytfibale (p, q) ond Cr» O di^^be Kante des gemein- 
schaftlichen Pol-Tetranders darstellen, ebenero (r, s> and (p, f) nnd dass die so bistimmtcn beidea 
Kanten gegenüberstehende sind, so können wir die gewonnaien Resultate in Mgeiide Aussage 
zusammenfassen. 

Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung und Classe sich in ebenen Curyen schnei- 
den, so lassen sich denselben zugleich auch zwei KegelflSchen umschreiben and, 
umgekehrt, wenn sie zweien Kegelflächen eingeschrieben sind, schneiden sie sick 
in ebenen Curven. Durch die beiden ebenen Durchschnitts -Curven lassen sich 
2wei neue Kegelflächen legen, die beiden umschriebenen Kegelflächen schneidei 
sich in zwei neuen ebenen Curven. Die Ebenen der Tier Dnrchschnitt-Carven 
schneiden sich in derselben geraden Linie (i^)^ die Mittelpuncteder vier Kegel- 
flächen liegen auf derselben geraden Linie CR): die beiden geraden Linien A und 
B sind zugeordnete Polaren in Beziehung «uf jede der beiden gegebenen Flächei* 
iDurch die erstgenannte Linie A gehen überdiess auch noch die vier Ebenen, io 
welchen diese beiden Flächen von den beiden umschriebenen Kegelflächen berührt 
werden, auf der letztgenannten Linie S liegen die vier Mittelpuncte derjenigei 
Kegelflächen, welche die beiden Flächen in den beiden Durchschnitts- Curven 
berühren. 

Wir nennen zwei solche Flächen, welche die in Rede stehende gegenseitige Beziehung zu ein- 
ander haben, zwei collinear liegende Flächen. Wir erkennen sogleich dass irgend zwei 
Flächen zweiter Ordnung und Classe durch eine gegenseitige Lagen-Aenderung collinear liegende 
werden können/ Wir brauchen auf beiden bloss irgend zwei identische Kegelschnitte zu bestimnen 
nnd zur Conguei|z zu bringen« Bei dieser Lagen-Aenderung verliert die eine Fläche von ifarei 
sechs Constanten der Lage nur zw^i. Aehnliche Flächen haben aach dann eine eoUineare Lage, 
wenn sie insbesondere eine ähnliche I^age haben, das heisst, wenn ihre Axenriehtnngen paridlel sind, 
weil sie in diesem Falle immer in einer unendlich weit liegenden Ebene sich schneiden. 

264. Zwei coUineare Flächen hängen zusammen nur noch von sechszehn Constanten ab. 
Zwar redacirt sich auf den ersten Blick die nrspriingliche Anzahl von achtzehn Constanten, durch 
die Bedingungs-Gleichung (6) nur um eine Einheit. Das Ausfallen einer zweiten Constanten zeige 
sich aber darin, dass zugleich die vier Ebenen oder die vier Puncte, durch welche die Coordinaten- 
Bestimmung vermittelt wird, nicht mehr vollkommen bestimmt sind und wir unendlich oft dieselbes 
beiden Flächen durch zwei GHeichungen von derselben Form darstellen können. Das gemeinschafi- 
liche Pol-Tetraeder, mit andern Worten, ist nicht mehr vollkommen bestimmt , sondern bestimmt 
sind nur die beiden gegenüberliegenden Kanten (^ und 17}, und ausserdem, in der Punct-Coordina- 
ten-Bestimmung zwei Eckpuncte auf B^ nemlich die Mittelpuncte der beiden umschriebenen Rota- 
tions-Kegel, und in der Plan-Coordinaten-Bestimmung zwei durch A gehende Seitftifiächen, nemlick 
die Ebenen der beiden Durchschnitts - Curven. In der erstto Bestimmung kdnnen wir auf A eine 
dritte Ecke beliebig annehmen, und dann auf ihr die vierte Ecke als den Pol der, durch die drei 
ersten Ecken gehenden Ebene cofistfuiren, in der zweiten Bestimmung eine beliebig durch B gei^ 
Ebene als dritte Seitenflädie annehmen nnd dann die vierte Sciteiifläehe als die Pokr-Cbene des 
Dorchscbnittes der drei ersten constroiren. 

Stö. Wenn zwei Flächen zweiter Ordnong in einer ebenen Curve sich schneiden, so schaeidee 
sie sich ausserdem noch in einer zweiten aol^n Curve. Der Vorausnetzung nach| gibt es ein« 
Ebene, welche die beiden Flächen 
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ß = 0, fl'.Ä 

in derselben Carve schneidet, and dieser Ebene entsprieht, bei gehöriger Bestimmung Ton fc, ein 
linearer Faetor im erste« Tkeile d«r üachstehenden Gkichong: 

Q, + ItO,^ = 0. 

Ein solcher linearer Factor bedingt aber nothwendig einen xweiten, und diesem entspricht eine zweite 
ebene Durchschnitts-Carve, welche, wenn dieser* zweite Factor insbesondere auf eine blosse Constante 
sich redacirt, unendlich weit liegt» Wenn die beiden Flächen zweiter Ordnung in einem Puncte sich 
berühren, so entspricht die Berührung, im Allgemeinen, nicht einer ebenen Durchschnitts-Curve, sie^ 
that es nur dann, wenn die Flächen ausserdem in einer ebenen Curve sich schneiden und dann 
werden beide Flächen durch jede Ebene, die der gemeinschaftlichen Berührungs-Ebene parallel ist, in 
ähnlichen und ähnlich liegenden Curven geschnitten. Eine der beiden Flächen kann auch eine 
Kegelfläche sein und der Mittelpunct derselben insbesondere auch auf der andern Fläche liegen. 
Nennen wir, indem wir die bisherige Bedeutung des Wortes erweitern, stereographische Pro- 
jection einer auf einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung liegenden ebenen Curve, den Durch- 
schnitt einer durch diese Curre gehenden Kegelfläche, die einen festen Punct der gegebenen Fläche 
zu ihrem Mittelponcte hat, mit irgend einer festen Ebene, die der Tangential-Ebene in dem festem 
Puncte parallel ist : so ergibt sich der nachstehende Satz. 

. Die stereographischen Projectionen aller auf einer gegebenen Fläche zweiter 
Ordnung liegenden ebenen Curven sind ähnliche und ähnlich liegende Kegel- 
schnitte, and sind insbesondere Kreise, wenn die Fläche einen Kreispunct hat und 
wir diesen zam Mittelpuncte der Projection nehmen. 

Nach diesem Satze könn^ wir alle Constructionen projectiver Art, die sich auf Kreise beziehe 
auf solche Kegelschnitte die auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen, übertragen. 

Mit dem an die Spitze dieser Nummer gestellten Satze ist der folgende durch das Princip der 
Reciprocität verbanden. Wenn am zwei Frächen zweiter Classe sich eine Kegelfläche beschreiben 
lässt, so gibt es immer noch eine zweite umschriebene Kegelfläc)ie. 

265. Nach der vorigen Nummer sind zwei collineare Flächen durch die einzige Bedingung 
vollständig bestimmt, dass sie entweder in einem Kegelschnitte sich schneiden oder von einer 
Kegelfläche berührt werden, und so können wir dem ersten Theile des Satzes der 263. Nummer 
auch die folgenden beiden, durch das Princip der Reciprocität mit einander verknüpften Sätze ent- 
nehmen« ^ 

Alle Flächen zweiter Ordnung und Classe, die einer gegebenen Kegelfläche 
eingeschrieben sind, schneiden sich in zwei ebenen Curven; um alle solche Flächen, 
-welche darch einen gegebenen Kegelschnitt gehen, lassen sich zwei Kegelflächenr 
beschreiben. 

Eine einfache Symbol-Verbindong gibt den Beweis dieser beiden Sätze. Bezeichnen wir, was den 
ersten Satz betriftt, zwei der eingeschriebenen Flächen durch ü und 12^, die Kegelfläche durch K, 
die Ebene der beiden Berührangs-Corren (die, wenn dw Kegel auf einen ellipsoidlschen Punct sich 
jreducirt, imaginär werden) du^ch s und s^, und darch ft und fi< zwei unbestimmte Coefficienten, so 
sind die Bedingongen des Satzes in den folgenden beiden identischen Gleichungen vollständig ausgedrückt 

= K + fisS Ö' = K + fi'8'«.5 

2:iehea wir ab, und setzen 

' fiV* — fis» = Xtu, 
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so kommt: 

ö' — ß = Xtu; 

ein analjtischer Ausdruck für die Behauptung des Satzes. Zugleich ist aus dieser BeweisfBhmiii^ 
ersichtlich, dass wir irgend eine heliebige Fläche zweiter Ordnung und Classe andieStd« 
^er Kegelfläche des ersten Satzes setzen kOnnen. Ebenso können wir im zweiten Salze irgoid 
eine umschriebene Fläche zweiter Ordnung und Ciasse an die Stelle des Kegelschnittes setzn. 
Soll eine der eingeschriebenen Flächen des ersten Satzes insbesondere eine Kugel sein, so ist die 
umschriebene Fläche nothwendig eine Rotations-Fläche. Die Kugel schneidet jede der andern eb- 
geschriebenen Flächen in zwei ebenen Gurren; also in (reellen oder imaginären) Kreisen; beriilfft 
sie eine derselben, so ist der Beriihrangspunct ein Krdspunct dieser Fläche. Lassen wir diese Flacfae 
in eine Curve ausarten, so gehen die Kreispuncte der Fläche in die Brennpuncte dieser Cnrve ober 
(1923 und dann g^elangen wir zu dem Queteleischen Satze, dass ein, om eine Kugel beschriebener, 
Kegel von einer beliebigen die Kugel berührenden Ebene so g'eschnitten wird, dass der Bo^hrungs- 
punct ein Brennpunct der Üurchschnitts-Curve ist, oder dass jede perspectiyische Projection einer 
Kugel auf eine dieselbe berührende Ebene, ein Kegelschnitt ist, der den Berührungspunct zn einea 
seiner Brennpuncte hat (203). 

S66. . Wir haben im 4. Paragraphen die Beziehungen einer Fläche zweiter Classe und Ordnong 
zu einem ihrer Pol-Tetraeder ausführlich discutirt; hieraus ergeben sich die allgemeinen Beziehnnga 
zweier solcher Ffächen, die nach der 259. Nummer ein gemeinschaftliches Pol-Tetraeder liaben, m- 
mittelbar. So folgt zum Beispiel der folgende Satz. 

Wenn wir um zwei gegebene Flächen zweiter Ordnung und Classe zwei Kegel beschreiben, dera 
gemeinschaftlicher Mittelpunct mit dem Mittelpuncte eines der vier Durchschnitts-Kegelzusammetttallt, 
so liegen, wenn der erstgenannte IMittelpunct gegeben ist, die beiden Berührungs-Curven in dersdbci 
Ebene, welche die Mitteipuncte der drei übrigen Darchschnitts-Kegel enthält. Diese drei Mittd- 
puncte sind drei zugeordnete Pole in Beziehung auf jede der beiden fraglichen Curven nnd hSanefi 
als solche construirt werden (System n. 148.3 

Wenn die beiden Flächen coUinear liegende sind, so modificiren sich diese Beziehungen dadurd, 
dass je8 unendlich viele gemeinschaftliche Pol-Tetraeder gibt, die aber alle die Verhindungs-Linie der 
Mittelpancte der beiden umschriebenen Kegelflächen und die Durchschnitts-Linie der Ebenen der 
beiden Durchschnitts-Curven zn zwei ihrer geg-enüberliegenden Seiten haben. Wir wollen beispiels- 
weise nur, ohne den Gegenstand zu erschöpfen, einige characteristische Beziehungen zweier coUinear 
liegenden Flächen aus einer einfachen Symbol-Verbindung entnehmen. 

Wenn man zwei Kegel beschreibt, von denen der eine K einer Fläche Q umschrieben ist ui 

, der andere K, dieselbe in ebenen Curven schneidet, so gehen die Ebenen dieser beiden Dorchschnilis- 

Curven, v und v^, und die Beröhrungs-Ebene s durch dieselbe gerade Linie«. Den g-emachten Vonas- 

Setzungen entspricht 

ß = K + fis^ = K, + xvv,, 
wonach 

K, — K = fis'^ — jcvv,. 

Da die Mitteipuncte der beiden Kegel K und K^ dieselben sind, und die drei Ebenen v, y, und s 
nicht durch diesen gemeinschaftlichen Mittelpunct gehen, so kann die vorstehende identische Glei- 
chung nur dann besteben, wenn die letztgenannten drei Ebenen in derselben geraden Linie skl 
schneiden, und dann kommt: 

K, — K = rp^ t^^ 
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Die bdden Kegel stehen in einer solchen Beziehung' za einander, die derjenigen zweier Fliehen , die 
sich in einer ebenen Cunre berühren, entspricht; die Berfibnings-Ebene ist p und geht doreh am 
Mittelpunet. 

Wenn einer zweiten Fläche Sl^ derselbe Kegel K umschrieben ist, so wird auch sie von dem 
Kegel K, in ebenen Curven geschnitten. Es ist nemlich, der Voraussetzung gemäss, 

.a' = K + p's/^ 

mithin kommt in Folge Ton (8): 

O' = K, + ^Va-j'p« =K, + x'vV. 

Die beiden Durchschnitts-Ebenen v^ und v/ schneiden sich auf s', so wie die beiden Durchschnitts- 
Ebenen V und V, sich auf s schneiden; beidg^Durchschnitts-Linien liegen in derselben durch i^ 
gemeinschaftlichen Mittelpunct der beiden Kegelflächen gehenden Ebene p. 

Ziehen wir hiernach die beiden identischen Gleichungen 

K + fis* = K, + «i|v,, 
K+ jiiV* =K, + ^y/ 
Yon einander ab, so kommt: 

und, wenn wir geometrisch deuten, erhalten wir die folgenden Resultate, neb^ die wir sogleich die 
mit ihnen durch das Princip der Reciprocität verbundenen stellen wollen. 

Wenn zwei coUinear liegende Flächen zweiter Ordnung und Classe gegeben sind und wir be* 
schreiben einen Kegel, dessen Mittelpunct mit dem Mittelpuncte eines der beiden Umhüllungs-Kegel 
zusammenrällt und der die beiden Flächen in ebenen Curven schneidet, so schneiden die beiden Durch- 
schnitts-Ebenen mit der einen Fläche die beiden Durchschnitts-Ebenen mit der andern in solchen yier 
geraden Linien, welche paarweise in den Durchschnitts-Ebenen der beiden gegebenen Flächen liegen. 
Wenn insbesondere der Kegel in eine durch den Mittelpunct des Umhüllungs-Kegels gehende gerade 
Linie ausartet, so schneiden die beiden Berührungs-Ebenen in den Durchschnitten dieser Linie mit 
der einen Fläche die Berührungs-Ebenen in den Durchschnitten mit der andern Fläche in vier 
geraden Linien, die paameise in den Durchschnitts-Ebenen der beiden gegebenen Flächen liegen. 

W^enn wir in der Ebene einer der beiden Durchschnitts-Curven zweier gegebenen coUinear liegenden 
Flächen zweiter Ordnung und Classe einen Kegelschnitt beschreiben, durch welchen sich zwei Be- 
rührungs-Kegel an jede der beiden Flächen legen lassen, so können wir die beiden Mittelpuncte der, 
einer dieser Flächen umschriebenen , Kegel mit den beiden Mittelpuncten der, der andern Fläche 
umschriebenen, Kegel durch vier gerade Linien verbinden, welche sich paarweise in den beiden Mittel- 
puncten der beiden Umhüllnngs-Kegel schneiden. Ziehen wir in der Ebene einer Durchschnitts- 
Curve irgend eine gerade Linie (eine den Kegelschnitt vertretende Doppel-Linie}, legen durch die- 
• selbe an jede der beiden Flächen zwei Tangential-Ebenen und verbinden die beiden Berührungspunete 
auf der einen Fläche mit den beiden Berührungspuncten auf der andern Fläche durch vier gerade 
Linien, so schneiden sich diese, geraden Linien paarweise in den beiden Mittelpuncten der Um- 
faülluDgs-Kegel. — 

4Z 
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S67. W^nii wir weiter particularisireii and zwischen den Constmten der b^es OkiilivDgea 
(1) die folgenden beiden Relatbnen voraussetzen 

SO gehen die drei letzten der vier Gleichungen (8) gleichzeitig in die Gleichung 

P* = 

über. Drei der frühem vier Durchschnitts<KegeI arten also gleichzeitig in ein SyBtem von zw« 
in die Ebene (p) zusammenfallenden Ebenen aus, der vierte berührt die Fläche in dieser Ebene (p). 
Das System der beiden in einer ebenen Gttrve sich berührenden Flächen hängt nur noch von drei- 
zehn Constanten ab, weil einerseits die Anzahl derselben in Folge der obigen Bedingungen um zwa 
Binheiten sich reducirt und andererseits die Bestimmung des gemeinschaftlichen Pol-Tetraeders (der 
vier linearen Functionen p, q, r, s) drei willkührliche* tlonstante einschliesst. Nur eine Ecke dieses 
Tetraeders nemlich ist bestimmt (der Mittelpunct des gemcinschaßlichen Berührungs-Kegels), vrälirend 
die drei übrigen Ecken drei beliebige zugeordnete Pole in Beziehung auf die Beruhrnngs-Curve sind. 
Zwei in einer Curve sich berührende Fläche zweiter Ordnung und Classe lassen sieh in dem 
Systeme der Plan-Coordinaten durch Gleichungen von ganz derselben Form darstellen« 

268. Wenn wir 

a p X n 

setzen, so gehen die Gleichungen (8) paarweise in die folgenden über: 

pr^ + <rs* = , 
wp« + Jcq^ = 0, 

und stellen also zwei Sjsteme von zwei Ebenen dai'. Zwei der vier Durchschnitts -Kegel arten m 
das eine, die beiden andern in das andere dieser beiden Sjsteme aus. Die beiden Flächen aclmeidai 
sich in vier geraden Linien, in welchen sich auch die beiden Ebenen-Systeme schneiden. 

Wenn p und er und also auch p^ und o^ entgegengesetzte Zeichen haben, so sind die Ebenen 
des ersten, wenn ^ und x und also auch ?r' und x', die Ebenen des zweiten Systems redl; sonst 
imaginär. Die beiden Flächen müssen also geradlinige sein, wenn alle vier Ebenen reell sein sollen. 
Wenn alle vier Ebenen imaginär sind, wobei immer noch die Dorchschnitts-Linien der beiden Ebenen 
jedes Paares reell bleiben, so sind die beiden Flächen entweder beide geradlinig, oder Jbeide imaginär 
oder eine ist geradlinig und die andere imaginär. Wenn endlich die Ebenen eines Systems reeü 
und die des andern imaginär sind, so sind die Flächen beide nicht geradlinig. Das System der 
beiden Flächen hängt im vorliegenden Falle von viersehn Constanten ab und kann auch durch £e 
folgenden beiden Gleichungen dargestellt werden: 

tu 3= fivw, 
tu = fl'vW. — 

S60. Wenn wie bisher i2, Q,^ und £t^^ homogne Functionen zweiten Grades zwischen den linearen 
Functionen p, q, r und s, die wir beliebig mit andern linearen Functionen vertauschen kOaaen, 
bedeuten, so stellen, bei beliebiger Annahme der unbestunmten Coeffidenten fi, % and x die 
Gleichungen 

a + xa\+ pa'' = o, ' ' d) 

a+"xö' = o, , (?) 
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solche Fläehett zweiter Ordnong dar, die bezilg^iA diirok dieselben aclit DorcIiscIiiiiUspaiicte (tod 
denen jeder durch die sieben ttbrigen bestimmt ist) gehen und eine gemeinschafjtliche jDiircbscbnUts- 
Curve (die durch acht ihrer Poncte bestimmt ist) haben C^inleitende Betrachtuiigen, CS- 3-)) ^^^ 
Gleichungen: 

ia . , dö' dß" 

i^ + ^lT + '^-T^^ 

da dQ' 

— + X. — - = 0, 
dp dp 

stellen alsdann Ebenen dar, die bezflglich in demselben Puncte and derselben geraden Linie sich 
schneiden« Diese Ebenen sind, in Beziehung auf die Flächen (1) und (2), die Polar-Ebenen des 
Paaetes, für welchen q, r imd s Terschwinden, und der, bei der WiUkiihrlichfceit der Coordinaten* 
Bestimmsng, jeder beliebige sein kamL Wir erhalten hiernach, wenn wir «agleich das Prtncip der 
Reciprocbät in Aawendnng bringen, ^lie folgeaden Sätze. 

Die Polar-Ebenen eines gegebeaenPnnctesinBeziehnngauf alle Flächen zweiter 
Ordnung, die durch sieben gegebene Panete gehen, schneiden sich in demselben 
Puncto; sie schneiden sieh in derselben geraden Linie, wenn alle Flächen durch 
acht gegel>ene Piinote gehen. 

Die Pole einer gegebenen Ebene in Beziehung auf alleFlächen zweiter Classe, 
die «leben gegebene Ebenen berühren., liegen in derselben Ebene: sie liegen auf 
derselben geraden Linie^ wenn alle Flächen acht gegebene Ebenen berühren, nnd 
also derselben Abwidcelungs-Fläche eingeschrieben sind. 

Liegt die gegebene Ebene insbesondere unendlich weit, so particidarisirt sich der letzte Satz in 
den folgend». 

Die Mitielpnnete aller Flächen zweiter Classe, die bezüglich sieben nnd acht 
gegabeno Ebenen berühren liegen bezüglich in derselben Ebene und amf derseibion 
geraden Linie. 

S79. HomoCMude Flächen iulden «ine solche €frappe ¥on Flächen, ^weiche der letzte aUgemeine 
Satz «eine Anwcndnng findet C80t) und sich dann dahin (Articularaairt, dass der Ort fnr die Pde 
eine gerade Lima ist, die auf der gegebenen Ebene senkrecht steht. SteUm wir nehmlidi 
«ine solche Fttchen-Chnappe, bei wiUkührUdier Annahme ron ^, indem wir w gleich Eins ncJimen, 
durch die dfeidrang 

Qa^ _ i) 1» + (^2 _ ^) u* + Qy2 _ J) v2 =5 1 (3-^ 

dar, so ist die Gleichung des Poles irgend einer gegebenen Ebene (V, n^, V) in Beziehung auf eine 
beliebige dieser Flächen 

(ai _ jT) f t + 8) u'u + (r» — S-) Vv = 1, 

und hiemach sind die Coordinaten dieses Poles: 

X = — («2 — ^ t', y = - C?* — ^3 u', z = — (y' — a)v'. 

Eliminiren wir d, so finden wir für den Ort der Pole die Doppel^GIeicbimg : 

l + a^ = l, + ß'^=^+r\ 

\¥elche eine gerade Linie darstellt, die, was zu beweisen war, auf der gegebenen Ebene 0', u', vO, 
deren Gleichung 

42* 



S39 Flachen zweiter Ordnimg und zweiter Classe. 

% 

f X 4- u'y + Vz + i ABS 0, 

senkrecht steht 

271. In einer Gruppe homofocaler Flachen ist jede einzelne Fläche dareh eine ihrer Berührangs- 
Ebenen vollkommen bestimmt, denn die Gleichung C3) gibt, wenn wir gegebene Werthe der drri 
Veränderlichen t, u and v kennen^ den Coefficienten 8 aof lineare Weise» Durch einen gegebenen 
Ponct aber lassen sich immer drei dieser Flächen legen und zwar immer ein Ellipsoid, ein einscha- 
liges and ein zweischaliges Hyperboloid. Stellen wir nehmlich dieselbe Flächen-Grappe CS) dardi 
folgende Gleichung dar : 

r2 -2 






SO erhalten wir, wenn wir die Coordinaten-Werthe des gegebenen Punctes einsetzen, zur Bestimmoog 
Ton 9 eine Gleichung des dritten Grades. Der erste Theil dieser Gleichung ändert dreimal sein 
Zeichen, wenn 9 nach einander gleich y*^, ß^ und a^ wird. Die drei Wurzeln sind also sämmtlich 
reell, eine derselben liegt zwischen a^ und ^'^, eine zwischen ^^ und y^ und die dritte ausserhalb 
der Werthe a^ und y^: wonach die obige Behauptung bewiesen ist.*) 

Aus dem in der Yorigen Nummer bewiesenen Satze folgt unmittelbar, dass drei homofocale 
Flächen, die durch denselben Punct gehen, in diesem Puncte sich rechtwinklig schneiden. 
Denn, nehmen wir für die gegebene Ebene die Tangential-Ebene einer der drei Flächen in deo 
Dnrchschnittspuncte, so ist dieser ihr Pol in Beziehung auf diese Fläche, während ihre Pole in Be- 
ziehung auf die beiden andern Flächen offenbar beide auf der gemeinschaftlichen Tangente ihrer 
Dorchschnitts-Curve liegen. 

Auf derselben Tangente liegen auch die Pole der gegebenen Tangential-Ebene in Beziehung auf 
die (als Flächen zweiter Classe zu betrachtenden) drei Focal-Gurven. Wenn man also in einem 
gegebenen Puncte einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung und Classe die Tangential-Ebene und die 
Normale constiruirt, welche einem der drei Hauptschnitte in einer geraden Linie undeinemPuncte begegnen, 
so ist, in Beziehung auf die bezügliche Focal-Curve, dieser Punct der Pol jener geraden Linie. Hiemach 
kdnnen wir, wenn die Tangential-Ebene gegeben ist, den Berührungspunct auf ihr unmittelbar bestimmen. 
Wir begegnen hierbei zugleich dem Satze, dass der geometrische Ort für die Berührungspuncte auf solcfaoi 
Tangential-Ebenen homofocaler Flächen, die durch eine gegebene, in einem der drei Hauptschnitte liegende 
gerade Linie gehen, ein Kreis ist, der den kürzesten Abstand der gegebenen geraden Linie und ihres 
Poles za einem Durchmesser hat. Es knüpft sich ferner hieran eine einfache Conatmction der beiden 
Tangential-Ebenen, die sich, im Aligemeinen, durch eine in einem der drei Hauptschnitte liegende 
gerade Linie an die Fläche legen lassen. Wenn diese gerade Linie insbesondere eine Tangente der 
Focal-Corve ist, so tritt uns das bemerkenswerthe Resultat entgegen, dass alsdann jede (imaginäre^ 
Ebene, die darch eine solche gerade Linie geht, eine Tangential-Ebene derFläche ist*M 



*) In der Note snr 140. Nummer haben wir, nach Herrn Cauchy^ diejenige Gleichung, deren Ti^^nreela 
die HallHtAzen-Qoadnite einer gegebenen Flache sweiter Ordnung sind, und welche die aUgenieMe 
Gleichung dritten Gradea mit drei reellen Wurzeln repräsentlrt (17d), auf die Form der obigen 
Gleichung^ gebracht 
**) Wenn wir für die Gleichung der Flache die folgende 

aH-^ + ß^vfl + y^v* = 1 
und für die Gleichungen einer geraden Linie in dem Hauptschnitte XT die folgenden 
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Es stellt also jede Tangente der beiden reellen Focal-Conren rucksichtiich solcher Ebenen, die 
durch dieselbe gelegt werden, zor Fläche in ganz analoger Beziehang, wie die beiden Brenn- 
pancte, rBcksicbtlich der dorch dieselben gehenden geraden Linien, zur Curve zweiter Classe« Je 
zwei auf einander senkrechte Ebenen insbesondere» die durch eine Tangente der Focal-Carve gehen, 
bilden mit den beiden bezüglichen Tangential-Ebenen vier harmonische Ebenen, woraus sich mehrere 
Sätze ergeben* 

S72« Die Gleichung (jt\ welche, bei willkührlicher Annahme von x, Flächen zweiter Ordnung 
darstellt, die alle dieselbe Durchschnitts-Curve haben, stellt, in Verbindung mit der Gleichung 

p = 
die Durchschnitts-Corven in der bezüglichen Ebene (p) dar, und hieraus folgt, dass diese alle in 
denselben vier, reellen oder imaginären, Puncten sich schneiden. Wenn zwei der fraglichen Flächen 
gegeben sind, etwa zwei der vier gemeinschaftlichen Durchschnitts-kegel, so können wir sogleich 
eine dritte Fläche bestimmen, welche durch die reelle oder imaginäre Durchschnitts-Curve der beiden 
gegebenen und überdiess durch einen gegebenen Punct M geht Jede durch diesen Punct gelegte 
Ebene schneidet die beiden gegebenen Flächen in zwei Kegelschnitten und die zu construirende in 
einem solchen dritten Kegelschnitt, der dadurch bestimmt ist, dass er durch die reellen oder imaginären 
Durchf chnittspuncte der beiden ersten und durch den gegebenen Punct M geht. (Entwicklungen I^ 
n. 394) Wenn wir die beliebige Ebene (p) als gegeben betrachten und in ihr den Punct M ver- 
rücken, so ändert sich der dritte Kegelschnitt, und geht insbesondere, wenn wir denselben mit einem 
der drei gemeinschaftlichen zugeordneten Pole der beiden ersten Kegelschnitte zusammenfallen lassen, 
in einen Punct oder ein System von zwei geraden Linien über. Dann ist die Ebene (p) eine Tangential- 
Ebene der zu constrnirenden dritten Fläche, und auf ihr der Punct M der Berührungspunct* Es 
gibt also, im Allgemeinen, drei Flächen zweiter Ordnung, welche durch die reelle oder imaginäre 
Durchschnitts-Curve zweier gegebenen Flächen zweiter Ordnung (durch acht gegebene Puncte) gehen 
und überdiess eine gegebene Ebene berühren. Die drei Berührungspuncte auf dieser Ebene sind die 
drei gemeinschaftlichoi zugeordneten Pole derjenigen beiden Kegelschnitte, in welchen dieselbe von 
den beiden gegebenen Flächen geschnitten wird. 

Neben den eben gewonnenen Resultaten stellen sich , in Folge des Princips der Reciprocität, 
die folgenden. Wenn man um solche Flächen zweiter Classe, welche acht gegebene Ebenen berühren, 
lind folglich von derselben Abwickelongs-Fläche umhüllt werden» Kegel beschreibt, die einen gegebenen 
Punct zum gemeinschaftlichen Mittelpuncte haben, so haben alle diese Kegel vier gemeinschaftliche 
Tangential-Ebenen und folglich drei gemeinschaftliche zugeordnete Diametral-Ebenen. Durch eine 
fünfte Tangential-Ebene ist ein solcher Kegel vollkommen bestimmt. Es gibt im Allgemeinen drei 
Flächen zweiter Classe, welche mit zwei gegebenen dieselben gemeinschaftlichen Tangential-Ebenen 
haben, (acht gegebene Ebenen berühren) und überdiess durch einen gegebenen Punct gehen. Die 



z = 0, »'x + u'y + 1 = 0, 

nehmen and die Winkel, welche die beiden durch diese gerade Linie gehenden Tangential-Ebenen mit 
dem Hauptschnitte XY bilden, 77 nefinen, so ist 

tang^» = — — — , 

und wenn insbesondere die gerade Linie die Focal-Gurve 

berührt, erhalt tangi; den Werth ±K (— 1) und V wird unbestimmt. " Vergl. Entwicklungen II. S. 64. 
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4iti TMig«Bfiftl-iSip«lleA in 4ha g^^VMii Ptmct« «faid <die drei gemeinsduiftHeiiin mmtmrAntibaL 
Dtott€tnd<-£fc^iieil dMjealgMt h^ü^ Kegelfltkh«ii, welche diesen Panct «a ihrem Mitt^QMte Inba 
«üd Ami beiden g^benen FlttehM «MschricAen ätad» 

fTS. Wir "irelleii dfe hmeii fUeultate a«f den besondem Fall homofocaler FUdicn^ ia dem 
R%the iitfn««ittieh mch die drei geMMbisehaftiiehcn Focal-Cnrven gehören, übertragen. Dm solche 
Flächen, die durch einen gegebenen Panct gehen, haben in diesem Puncte drei Tangential-Ebenoi, die 
mX «inander ««ikMcbc etehen <97t)« Alle nmschriebmien KegeUMchen, deren gemeinsehafididier 
MitteipMet dieser Panct isl^ haben eise diese dreiTangeMial-Ebenen an ihren dreigemeiaschaftlidca 
Hanptschnitten : die drei Normalen der drei Flächen also zu ihren drei gemeinschaftlishea Axen. 
>tfit entnehmen MerlMB die felgendea SäUe. 

Üie drei Aten irgend eines Keg^els^ der einer fegebenen Fläche zweiter Classe 
ffmsehrieben i^it, fallen mit den drei Axen jeder derjenigen drei Keg€lflichei 
Stisnmm^n, diedenselhenMittetpnnet haben nnd durch die dreiFocal-Currea gehea 
Li^gl der MUlelp«viet insbes-sndere 4inf der gegebenen Fläche selbst^ so ist die 
Itormale derselbeii in diesem Puncte eine der drei Axen jeder dieser drei Keg^el- 
flä'dieti, sodass dfe^edrei gemeinsehaftlichen Axen die drei Normalen 4mr dnrck 
diesen Peine« gehenden drei conCocnlen Flächen sind« 

0^4. Wenn "wir dnrch die Normifc einer fegebenen Fläche t^imter Ordnong and Onsss ^ 
«nd t)iiAibKr kMnen wir Met andi die beiden Psrabeloide eInschBessen — in etnem fegcbencB 
Panete M eine belieMge Ebene legen, so sdineidet diese Ebene eine beliebige Focal-Carre der Fläche 
in inirei Puneten F «ad d und diejenige Kegdfläehe, die den gegebenen Panct ni ihrem Mitldponde 
liSt und dnreh dieiSfe €urre geht^ in awei gemdcn Linien MF und MG, die nät der N«mnleii, weil 
4iese «te« Aic% der Kcgelfläelie ist, gleiebe WinM bSden. Ein LiditstraU alss, der von F mn^eht 
\md die Eläicfae in M trifft, wird in Qemfissheit des bekannten Spiegelungs-Geestses, «tveder mch 
dem Psnt^ Mer «o zuriM^geworfbn, als trenn er von dem Pnnete Cf käme. Yertaasdien wk 
«deti Pant^ M n^k <e«n«in beticibigen andern Poncte der Fiäche, so gibt uns dieselbe ConstnictioB, statt 
des Punctes G, einen andern Punct derselben Focal-Oorve. Alle Lichtotrdilen abn, weiche Ton dem 
J[^nete F auf der Focal-tlurve ausg^en, schneiden, nsichdem sie vsn der Flädn reSectirt worden 
iSind, ent^Mer seM)St oder r&cbwärts vevtängeft, smn «weilen Male dieselbe Focal^Curvn. Im erstes 
FaHe bildet diese Fooal^Oarve eine Liebt-Linie, im zweiten Falle tndet, nadi der Sfsegeiujg, keine 
Tereinigokig der Lichtstrahlen statt, es nehmen dieselben aber einen solchen Weg, als wean sie tob 
4er Foeal-€urve ausgegnugen Ovaren« Ein Gleiches gilt, w^ftm wir statt des Ponetes F nach «inander 
alle Petncte der Foeal->C«tt*ve betrachten. Und somit sind wir zu dem folgenden Satze getaugt, der 
^en SdAttSsstdn «äer gegenwärtigen Untersachungen bilden mag. 

AlleLidi^stra^ilen^ die, von einer der heiden reellenFocal-CuTtren irgend einer 
gegebenen Fläche zweiter Ordnung, eines Ellipsoids, eines elliptischen oder 
hyperbolischen Hyperboloids, eines ellijptischen oder hyperbolischen Paraboloids, 
aiis^ehe-nd., auf die Fläche fallen un4 von dieser gespiegeJt werden, kehren wieder 
zu derselben Focal-Curve zurück, oder nehmen, nach der Spiegelung, ein» 
solchen Weg, als wenn sie von dieiser Focal-Curve ausgegangen wären. 
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